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Aufgabe 1

a) Freischneiden und erstellen der Bewegungsgleichung

Ay
Ax

m1 g m2 g
Fc

Θ ϕ̈

Fd

S

m0 ẍ S

m0 g

Drallsatz:
Θ ϕ̈ + Fc r2 + Fd r2 − S r1 = 0 (1)

mit:

Θ =
1

2
m1 r2

1 +
1

2
m2 r2

2 (2)

Schwerpunktsatz:
S + m0 ẍ − m0 g = 0 (3)

Kinematik:

• Kleine Scheibe und m0:
ẍ = ϕ̈ r1 (4)

• Dämpfer:
x1 = ϕ r2, ẋ1 = ϕ̇ r2 (5)

• Feder und Dämpfer:
Fc = c x1, Fd = d ẋ1 (6)

Einsetzen der Kinematik und des Schwerpunktsatzes in den Drallsatz:

Θ ϕ̈ + c ϕ r2

2 + d ϕ̇ r2

2 − m0 g r1 + m0 ϕ̈ r2

1 = 0

[ Θ + m0 r2

1 ] ϕ̈ + d r2

2 ϕ̇ + c r2

2 ϕ = m0 g r1

ϕ̈ +
d r2

2

Θ + m0 r2
1

ϕ̇ +
c r2

2

Θ + m0 r2
1

ϕ =
m0 g r1

Θ + m0 r2
1

(7)



b) Eigenkreisfrequenz sowie den Dämpfungsgrad Allgemeine DGL:

ϕ̈ + 2 D ω ϕ̇ + ω2 ϕ = 0 (8)

Somit ergeben sich folgende Zusammenhänge:

2 D ω =
d r2

2

Θ + m0 r2
1

ω =

√
√
√
√

c r2
2

Θ + m0 r2
1

=

√
√
√
√

2 c r2
2

m1 r2
1 + m2 r2

2 + 2 m0 r2
1

(9)

Aus diesen beiden Gleichungen lässt sich der Dämpdungsmaß D bestimmen:

D =
d r✁22

m1 r2
1 + m2 r2

2 + 2 m0 r2
1

·
1

✚✚r2

√
2 c

m1 r2

1
+m2 r2

2
+2 m0 r2

1

=
d r2

2
√

c
2

[ m1 r2
1 + m2 r2

2 + 2 m0 r2
1 ]

(10)

c) Lösen der Differentialgleichung: Das System befindet sich vor dem Abschneiden der
Masse in der Ruhelage (ϕ̈0(0) = ϕ̇0(0) = 0):

ϕ0(0) =
m0 g r1

c r2
2

(11)

Dies ist die Anfangsauslenkung für das System nachdenm die Masse abgeschnitten
wird. Für schwache Dämpfung wird folgender Lösungsansatz ausgewählt.

ϕ(t) = e−D ω t [A cos(ωd t) + B sin(ωd t)] (12)

mit der gedämpften Eigenfrequenz ωd = ω
√

1 − D2. Die Ableitung liefert die Win-
kelgeschwindigkeit:

ϕ̇(t) = −D ω e−D ω t [A cos(ωd t)+B sin(ωd t)]+e−D ω t [−A ωd sin(ωd t)+B ωd cos(ωd t)]
(13)

Durch die Anfangsbedingungen folgt:

ϕ(0) = A =
m0 g r1

c r2
2

ϕ̇(0) = −D ω A + B ωd = 0

→ B =
D ω A

ωd
=

D✚ω A

ω
√

1 − D2
=

m0 g r1

c r2
2

D√
1 − D2

(14)

Nun werden A und B in den Lösungsansatz eingesetzt:

ϕ(t) = e−D ω t m0 g r1

c r2
2

[

cos(ωd t) +
D√

1 − D2
sin(ωd t)

]

(15)
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Aufgabe 2

a) Aufstellen der Schwingungsdifferentialgleichung:

ΘB ϕ̈

ϕ

ϕ

m g

Fc

Fd

b)
ΘB ϕ̈ − Fc a cos ϕ + Fd a cos ϕ − m g b sin ϕ = 0 (16)

mit:
ΘB = m b2

Fc = c xc

Fd = d ẋd

(17)

Anmerkung: Erregung im Aufhängepunkt der Feder in Richtung x und xF .

Kinematik:
xc = e sin(ω t) − a sin ϕ

xd = a sin ϕ

ẋd = a cos ϕ ϕ̇

(18)

Einsetzen liefert:

m b2 ϕ̈ − [ e sin( ω t ) − a sin ϕ ] c a cos ϕ + d a2 cos2 ϕ ϕ̇ − m g b sin ϕ = 0 (19)

mit sin ϕ ≈ ϕ und cos ϕ ≈ 1 für kleine Ausschläge folgt:

m b2 ϕ̈ − e sin( ω t ) c a + c a2 ϕ + d a2 ϕ̇ − m g b ϕ = 0 (20)

Somit ergibt sich folgende Schwingungsdifferentialgleichung:

ϕ̈ +
d a2

m b2

︸ ︷︷ ︸

2 D ω1

ϕ̇ +

[

c a2

m b2
−

g

b

]

︸ ︷︷ ︸

ω1

ϕ =
c a e

m b2

︸ ︷︷ ︸

x0 ω2

1

sin( ω t )
(21)



c) Bestimmung der partikulären Lösung durch den Ansatz:

ϕp = x0 V sin( ω t − γ ) (22)

Mit η = ω
ω1

folgt:

V =
1

√

( 1 − η2 )2 + 4 D2 η2

(23)

und

γ = arctan

(

2Dη

1 − η2

)

(24)

d) Maximum des Verstärkungsfaktors V :

dV

dη
= −

1

2

1

(( 1 − η2 )2 + 4 D2 η2)3/2
(( −4 + 4η2 + 8 D2) η) ≡ 0 (25)

Damit folgt
−4 + 4η2 + 8 D2 = 0 ⇔ η =

√
1 − 2 D2 (26)
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Aufgabe 3

a) Bewegungsgleichungen:

V =
1

2
c2 x2

2 +
1

2
c1 (x1 − x2)2

T =
1

2
m1 ẋ2

1 +
1

2
m2 ẋ2

2

⇒ L = T − V =
1

2
m1 ẋ2

1 +
1

2
m2 ẋ2

2 −
1

2
c2 x2

2 −
1

2
c1 (x1 − x2)2

d

dt

(

∂L

∂ẋ1

)

−
∂L

∂x1

= m1 ẍ1 + c1 (x1 − x2) = 0

d

dt

(

∂L

∂ẋ2

)

−
∂L

∂x2

= m2 ẍ2 + c2 x2 − c1 (x1 − x2) = 0

[

m1 0
0 m2

] [

ẍ1

ẍ2

]

+

[

c1 −c1

−c1 c2 + c1

] [

x1

x2

]

= 0

Gekoppelte Schwingungs-DGL mit 2 Freiheitsgraden

b) Modalvektor

[

m1 0
0 m2

] [

ẍ1

ẍ2

]

+

[

c1 −c1

−c1 c2 + c1

] [

x1

x2

]

= 0

M ẍ + K x = 0

det(−M λ + K) = 0

∣
∣
∣
∣
∣

[

c1 − λ m1 −c1

−c1 c2 + c1 − λ m2

]∣
∣
∣
∣
∣

= 0

(c1 − λ m1) (c2 + c1 − λ m2) − (−c1) (−c1) = 0

λ2 m1 m2 − λ (m1 c1 + m1 c2 + m2 c1) + c2

1 + c1 c2 − c2

1 = 0



λ2 m1 m2 − λ (m1 c1 + m1 c2 + m2 c1) + c1 c2 = 0

λ1,2 =
1

2 m1 m2

(

m1 c1 + m1 c2 + m2 c1 ±
√

(m1 c1 + m1 c2 + m2 c1)
2 − 4 m1 m2 c1 c2

)

folgende Parameter werden eingeführt:

m2 = 2 m m1 = m

c2 = 2 c c1 = c

λ1,2 =
1

2 m 2 m

(

m c + 2 m c + 2 m c ±
√

(m c + 2 m c + 2 m c)2 − 16 m2 c2

)

=
1

4

c

m

(

5 ±
√

25 − 16
)

=
1

4

c

m
(5 ± 3)

⇒ λ1 = 2
c

m

λ2 =
1

2

c

m

ω1 =

√

2
c

m

ω2 =

√

1

2

c

m

Modalvektoren:

(−λ M + K) a = 0
[

c − m λ −c

−c −2 m λ + 3 c

]

a = 0

Modalvektor a1:

[

c − 2 c
m

m −c

−c c + 2 c − 2 c
m

2 m

]

a1 =0

[

−c −c

−c −c

]

a1 =0

−c

[

1 1
1 1

]

a =0

⇒ a1 =

[

1
−1

]

a1
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1 1

x1 x2

gegenphasig

Modalvektor a2:

(K − λ2 M) a2 =0
[

c − 1

2

c
m

m −c

−c c + 2 c − 1

2

c
m

2 m

]

a2 =0

[
1

2
c −c

−c 2 c

]

a2 =0

c

[
1

2
−1

−1 2

]

a2 =0

⇒ a2 = a2

[

1
1

2

]

1

1
1

2

1

2

x1 x2

gleichphasig
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