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Aufgabe 1 (ca. 20 % der Gesamtpunkte)

Eine Kugel (Punktmasse m) bewegt sich reibungsfrei mit der Anfangsgeschwindigkeit
v zunéchst eine schiefe Ebene hinab und dann durch eine Mulde, die sie im Punkt
unter dem Winkel « verlésst.

Geg.: m, vy, H, h, L, o, g
a) Wie lautet der Geschwindigkeitsvektor va der Kugel im Punkt @7

b) Wie lautet die Bahnkurve y(z) der Kugel? In welcher Hohe h; trifft die Kugel im
Punkt auf? (jeweils mit Herleitung!)

c) Wie lautet der Geschwindigkeitsvektor beim Auftreffen der Kugel im Punkt ?



Institut fiir Mechanik Priifung in
Prof. Dr.-Ing. habil. P. Betsch Dynamik
Prof. Dr.-Ing. habil. Th. Seelig 13. August 2014

Aufgabe 2 (ca. 20 % der Gesamtpunkte)
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Eine auf einer rauhen Ebene ruhende Seiltrommel (Masse m, Massentragheitsmoment
Js) wird in Bewegung gesetzt, indem am Seil unter dem Winkel o mit der konstanten
Kraft Fy gezogen wird.

a) Schneiden Sie das System frei (Freikorperbild).

b) Bestimmen Sie die Beschleunigung ag des Schwerpunktes S, wenn die Trommel
rollt.

c) Wie grofl muss dafiir der Haftkoeffizient 1y sein?

Geg.:m, Jg, Fy, r1, 12, @, g
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Aufgabe 3 (ca. 35 % der Gesamtpunkte)

Zwei Pendel sind wie dargestellt {iber eine Feder der Steifigkeit ¢ miteinander gekoppelt.
Das erste Pendel besteht aus einem schlanken homogenen Stab der Masse m; und
der Lénge a, wihrend das zweite Pendel aus einem masselosen Stab der Lénge 2a
besteht, an dessen freiem Ende eine Punktmasse msy befestigt ist. Beide Stdbe konnen
sich um ihre Drehachsen A und B reibungslos drehen. In der Lage 1 = 3 = 0 sei
die Feder entspannt. Fiir die Auslenkung der Feder sei nur der horizontale Anteil zu
beriicksichtigen!

Bestimmen Sie:

a) die Bewegungsgleichungen in den angegebenen generalisierten Koordinaten ¢; und
w2 mit Hilfe der Lagrange’schen Gleichungen,

b) die linearisierten Bewegungsgleichungen fiir kleine Auslenkungen,

c) die Eigenkreisfrequenzen des Systems fiir den Fall: my; = 3m, ms = m, ¢ = ?,
a
d) Berechnen Sie unter der Ndherungsannahme w; = 0.8\/g und wy = 1.5 I die
a a

Eigenvektoren des Systems und skizzieren Sie die Schwingungsformen.

Gegeben: mq, ma, a, ¢, g
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Aufgabe 4 (ca. 25 % der Gesamtpunkte)

Das dargestellte System besteht aus einer vertikal frei beweglichen Rolle 1 (m4, Ji, r1),
einer gelenkig gelagerten Rolle 2 (mg, J3, 79) und einer Masse mg, die {iber ein mas-
seloses, dehnstarres Seil verbunden sind. Der Reibungskoeffizient zwischen der Masse
mg und der schiefen Ebene ist u. Das System befindet sich zu Beginn in Ruhe und der
Mittelpunkt der Rolle 1 in einer Hohe h iiber dem Boden. Es ist davon auszugehen,
dass das Seil auf den Rollen nicht gleitet.

J17 my

a) Geben Sie die kinematischen Beziehungen zwischen den Koordinaten x1, 1, @2 und
T3 all.

b) Ermitteln Sie mit Hilfe des Arbeitssatzes die Geschwindigkeit, mit der die Rolle 1
auf dem Boden aufsetzt.

Gegeben: mq, mo, ms, Ji, Jo, 1, 12, o, pt, g, h



Losung zu Aufgabe 1

a) Wie lautet der Geschwindigkeitsvektor va der Kugel im Punkt @?

Der Energieerhaltungssatz lautet:

Das Nullniveau wird in den Punkt @ gelegt. Somit folgt fiir die Energieterme:

1

T1:§m1)g

Vi=mg(H—h) @)
1

ngimvi

V=0

Setzen wir die Terme ein und losen nach vu:

1 1
§mv§+mg(H—h):§mvi )

UA:\/Qg(H—h)+vg

Somit gilt fiir den Geschwindigkeitsvektor:

(4)

CoS (v
sin o

VA:UA{

b) In welcher Hohe hy trifft die Kugel im Punkt auf? Wie lautet die Bahnkurve
y(z) der Kugel? (jeweils mit Herleitung!)

Die Beschleunigungen in z- und y-Richtung sind wie folgt gegeben:
i=0 j =-g (5)
Durch Integration erhalten wir:
T =04, y=—gt+ua,

1
T =v4,1+ T y:—§gt2+myt+yo



mit den Randbedingungen xy = 0 und yo = 0 erhalten wir:

x 1,
Setzen wir diese Gleichungen ineinander ein, erhélt man die Bahnkurve y(z) des
Massenpunktes:
1 z > T
v==p0 () it
2
y:—% 5 * 5— +va sina ’ (8)
vy cos? V4 COS Y
1 x?
Yy = _59703‘ N + x tan «

Die Hohe h; kann somit durch die Lange L berechnet werden:

PR G (9)
=——g—5 ana
! 291& cos? a

c) Wie lautet der Geschwindigkeitsvektor kurz vor dem Auftreffen der Kugel am Punkt
?

v — | vacosa
B =gt +va,

v4 cosa } (10)

vVp = [ L .
Ry + vy SIn &




Losung zu Aufgabe 2

a) Freikorperbild

b) Kréifte- und Momentensatz

mag = Fycosa — H
0=N—mg+ Fysina
Jsp =r1H —ryFy

Kinematik
Tg=T1p, Vs =T1P, as=Trip

Schwerpunktbeschleunigung

¢) Damit kein Rutschen auftritt, muss gelten H < pugN

Jgcosa 1y
2 + -

aus (11), (13) H = F—1" —
1+ >
aus (12) N =mg — Fysina

einsetzen liefert
Jgcosa 1

T%m 1

Ho =
" _gina 1+£
o r?m




Losung zu Aufgabe 3

a) Losungsmoglichkeit iiber Lagrange 2. Art

Kinetische Energie

1 . 1 ).
T:§J1( )<P§+§J2( o

mit MTM bzgl. jeweiligem MGP:

a
I = I+ m(5)?
1 ) a’ JB = my(2a)?
= Emla + mz _ 4m2a2
Lo
= —mya
3

1
=T = 6m1a2gbf + 2mapa’®gs

Potentielle Energie

a 1 ) )
V= —m1g§ cos (¢1) — 2maga cos (p2) + §ca2 (sin (pg) — sin (@1))2

Lagrange Funktion
L=T-V

1 , . a 1 : .
= émlazgof + 2maa* 3 + Mgy cos (p1) + 2maga cos (ps) — §ca2 (sin (p2) — sin (1))

Lagrange Formalismus (Lagrange 2. Art; konservatives System)

9o 3 1A at \ag, ) —3"™Mme#
oL a . 9/ . .
—— = —mug5sin (1) — ca”(sin (p2) — sin (1)) (= cos (¢1))
&pl 2
1 9. a . 2 . .
= gmla $1+ m19§ sin (1) — ca” cos (1) (sin (p2) — sin (¢1)) =0
oL . d /0L .
a—% = 4m2a2<p2 = a <a—()02> = 4m2a2g02
oL

g, 2magasin (102) — ca’ cos (ip2)(sin (i92) — sin (1))

= 4mya’ @y + 2magasin (ps) + ca® cos (p2)(sin (@) — sin (¢1)) = 0




b) Linearisierung
sin (@) = ¢ cos () = 1 sin () cos (p) ~ ¢
Matrix-Vektor-Notation
) B
0 dmaa’| | po —ca? 2moga + ca®| | o 0

c) Eigenkreisfrequenzen

a 2 21, 2 2
2 _ | |mgy +ca® —wgma —ca
det (K — w™M) ' [ —ca® 2moga + ca® — w24m2a2}
_ ||2mga - w?ma?® —smga
—smga 2mga — w*4ma?

) 1
= (2mga — wzma2) <§mga — w24ma2) — 1m2g2a2

21 19
= whmia® — w? <?nga3) + Zm2g2a2

21g 19 ¢*

4 2

— - - ___0
( 8 a) 16 a?

21 g 21¢\> 19¢2
2 P — _— _
:'wl/z_ma]F\/( 16a) 16 a2

e | [2E (Y

>7 4l 16 16 16
= 0.7622, /¢ - 1.4297\/E
a a
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Modalformen

1) Eigenform/Hauptschwingung

(K — w?M)a, =0
_1

2mga — wima? smga a1 0
:> _lm a §m _ 24 2 - O
3 g D) ga wiama a19

= (2mga — w%ma2) ay; — §mga ap =0
2 (2mga — w?ma®
=a12 = (2mg L )CL11
mga

=19 = (4 — 20)%%) ai

1 1
= a; = dj [(4 o 20{}%2)] = ai1 |i272:|
g

2) Eigenform/Hauptschwingung

(K —w;M)a, =0

2mga — wima? —%mga a9 0
= —imga Smga — w2dma?| |ax| — |0
2 g 2 g 2 22
= (2mga — w%ma2) Qo1 — §mga Qg = 0
2 (2mga — w2ma?
=A29 = ( J 2 )CL21
mga

U9y = (4 — 20)%%) as

1 1
= az = an [<4 _ 2w§9)] = ay {_0.5}
g

Darstellung Eigenformen

1.Eigenform a; (gleichphasig) 2.Eigenform a, (gegenphasig)




Losung zu Aufgabe 4

a) Kinematik:
rYr =T — TP = T
ToPo = 2711 —F  Topy = 2Iq, Topr = 214

ToPo =Tz — TPy = 2Ty, T3 = 21

b) Arbeitssatz:

T+ Vo=T +Vi+ W[

(#)

Anfangsbedingungen:
r1=p1=pa=1x3=0
T =p1 = =13=0
T1 - 0
Vi=0
Potentielle Energie:
Vo = mggsin (a)zs — mygxy

Reibarbeit:

2
*
W=

= —pmgg cos (a)xs

Kinetische Energie:

_ 1 =2 1 22 1 22 1 -2
T2 = §m3x3 +§e]2§02 +§J1(,01 +§m1x1

Die kinematischen Beziehungen werden in den Arbeitssatz eingesetzt:

we|?

1

= —pumsg cos(a) 2x;

Vo = mgg2xysin (o) — mygay

1 > 1 4 1 i r o,
T2 = 5 ms (41’1) + §J2 (%zl) -+ §J1 (g + 5 myxy
Einsetzen in (#)

o —2umgg cos(a) —2mgg sin(a) +myg
€T =
! 4m3 +<]2% —I-Jl% + my

25(31

- \/—Q,umgg cos(a) —2mgg sin(a) +myg =)

4m3 +J2% —I-Jl% + my
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