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1. Aufgabe: (ca. 10 % der Gesamtpunkte)

a) Sind die Eigenvektoren, die die Eigenschwingungen eines dynamischen Systems charak-
terisieren, eindeutig festgelegt? Begriinden Sie ihre Antwort kurz.

b) Wie ist die Rayleigh-Dissipationsfunktion im Zusammenhang mit schwach gedampften,
freien Schwingungen von Mehr-FHG-Systemen definiert und wie geht sie in die Energie-
bilanz ein?

c) Gegeben sei die unten dargestellte T-periodische Funktion z(t), d.h. z(t + T) = x(t).
Erlautern Sie ohne Rechnung welche Fourierkoeffizienten bei einer Fourierreihennédherung

verschwinden und welche nicht. Die Funktion ist fir alle reellen Zahlen definiert, aber
nur fir das Intervall [=T,T) abgebildet.

Az (1)




Musterlosung - Aufgabe 1

a)

Nein. Je Eigenvektor eines dynamischen Systems kann ein Wert frei gewéhlt werden. Die
Richtung der Eigenvektoren ist also eindeutig wahrend ihre Norm unbestimmt bleibt.

Die Ursache liegt in der Bedingung zur Bestimmung der Eigenwerte. Das Verschwinden
der Determinante der Koeffizientenmatrix deutet einen Rangabfall an.

Alternative Begriindung:
Die Gleichung des Eigenwertproblems
Av = \v

kann mit skalaren Werten durchmultipliziert werden, d.h. auch Vielfache von Eigenvek-
toren (Av) sind Eigenvektoren des Systems.

Die Rayleigh-Dissipationsfunktion ist definiert als
Ty
D=4 Dq

wobei D die symmetrische Ddmpfungsmatrix ist. Fiir die zeitliche Anderung der Gesam-
tenergie gilt

- d . . . .
E=(T+V)=q (Mg+Kq)=—q Dg

= 2D

Die Funktion z(t) ist eine ungerade Funktion. Daraus folgt, dass die Koeffizienten vor
Kosinusanteilen verschwinden. Aus Anschauung oder durch dhnliche Argumentation ver-
schwindet auch der Mittelwert.

Cr=0

ap = 0
Koeffizienten vor Sinus-Termen verschwinden im Allgemeinen nicht:

Sy #0
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2. Aufgabe: (ca. 40 % der Gesamtpunkte)
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Der in Punkt A drehbar gelagerte, starre Balken der Lange [ sei iiber einen starren, masselosen,
vertikalen Stab der Lénge [; in Punkt B mit der Punktmasse m; verbunden. In den Punkten
B und C sind zwei Federn der Federsteifigkeit & angeschlossen. Auf die Punktmasse m wirkt
zudem die zeitabhangige Belastung

Ft) = F(t) (7; + m1> — (87 cos(5Q%) + 60 sin(502t)) (Zf + ml)

Gegeben:
m = 30kg, my = 20kg, k = 150.00072 N, g = 9,812 | > 1m, 4

Bearbeiten Sie folgende Teilaufgaben:
a) Wie viele Freiheitsgrade hat das System?

b) Bestimmen Sie die Bewegungsgleichung(en) des Systems fiir kleine Auslenkungen z mit
Hilfe der synthetischen Methode.

¢) Bestimmen Sie die statische Ruhelage des Systems fiir F'(t) = 0. Ist die Annahme kleiner
Auslenkungen unter den gegebenen Parametern (m, my, k, 1) gerechtfertigt? Begriinden
Sie Thre Antwort.

d) Fithren Sie eine Koordinatentransformation z — x in die Koordinate x um die statische
Ruhelage durch und berechnen Sie die Eigenkreisfrequenz(en) des Systems.

e) Ermitteln Sie die Periodendauer T} sowie die Eigenfrequenz fy des Systems.



f) Bestimmen Sie die Koeffizienten der Fourierreihe der gegebenen dufieren Belastung £ (t)
fiir die Periodendauer T' = %’r Stellen Sie anschlielend das einseitige Amplitudenspektrum
im Bereich [0, 109] in Abhéngigkeit der Kreisfrequenz ) grafisch dar.

Bitte gehen Sie im Folgenden von der Bewegungsgleichung unter Vernachlassigung der dufleren
Belastung aus:

i(t) + wiz(t) =0

g) Transformieren Sie die Bewegungsgleichung in die Eigenzeit 7 und normieren Sie die
Differentialgleichung.

h) Bestimmen Sie die Losung z(7) der Bewegungsgleichung in Eigenzeit fiir die Anfangsbe-

dingungen z(1 = 0) = —(%;Z“)g und 2'(7 = 0) = 0. Welche spezielle Bewegung wird

durch diese Anfangsbedingungen beschrieben? Begriinden Sie Ihre Antwort unter Zubhil-
fenahme der Ergebnisse aus Aufgabenteil c).




Musterlosung - Aufgabe 2
a) Anzahl Freiheitsgrade
z(t) = Isin(p(t)) — l1 = Z(p(t)) — 1Freiheitsgrad

b) Bewegungsgleichung (d’Alembert)

Freischnitt der Masse m;

g g
Schwerpunktsatz
lF mit = —S — ki +myg+ F
R &8 =—mi—ki+mg+F

mig

Freischnitt der Masse m

Kinematik, ¢(z(t))

T

_ T(t) = lo(t)
x - ,
I o(t) = (1)
Massentragheitsmoment des Balkens
mi?
O1="3
Drallsatz
. _ [
O = —kzlcos(p) + Slcos(p) + mgs cos(y)
mi* T _ P _ l
& 37 —kzlcos(p) + (—myz — kx + myg + F)l cos(p) + mgs cos(yp)
m _ _ b 1 =
& gx% —2kx—m1x+m1g+my§—l—F

@(% +my)z + 2kT = (% +my)g+ F(t)

c) Statische Ruhelage

(3 +mi)g
2k
=|%g| << 1 — Die Annahme kleiner Auslenkungen ist gerechtfertigt

r1=0—Zg= =1,16-10"*



d) Koordinatentransformation

Kinematik
_ (5 +mi)g
:1'7 =z + ok
=2
=i
Einsetzen
m m m
(§ +my)d + 2kx + (5 +m1)g = (5 +my)g +
2k
= T+ ©=F(t)

§+m1
& i+ wir = F(t)

Eigenkreisfrequenz

2k

%—i—ml

Wy = = 1007 [Hz]

e) Periodendauer und Eigenfrequenz

Periodendauer

2 2 1

7= _ g

Wo 100m 50
Frequenz

f == = 50[H]

= — = 7
T

f) Fouriertransformation der dufleren Belastung

Es gilt

F(t)=co+ i [e, cos(ndt) + s, sin(n€dt)]

n=1
mit
1 /T
co = T/ (8% cos(5Qt) + 62 sin(582t)) dt = 0
0

9 T
Cp = T/ (8% cos(52t) + 62 sin(582t)) cos(nt) dt
0

8¢
0

2 0

T
s, = T/ (82 cos(5Qt) + 6 sin(5€2t)) sin(n2t) dt = {6
0

S R

Fiir das einseitige Amplitudenspektrum folgt mit A, = \/c2 + s2

~ 10z firn=>5
An = { 0 sonst

und somit

F(1)

firn=>5
sonst

firn=>5
sonst



10zg —~ @)

0 60000 +00000>
0 Q 50

g) Eigenzeit

Transformationsvorschrift

7= wot = a(t) = x(;O)

d 7 or d 7
! t = — _—) = —— —) = /
&(t) dtm Wo ot dTw(wo) wor'(7)
d2

B(t) = dtm;o) = . = w22 (1)

Einsetzen

wiz" (1) +wiz(t) =0

& (1) +a(r)=0

h) Losung in Abhangigkeit der gegebenen Anfangsbedingungen

Ansatz
x(1) = acos(T) + bsin(r)
2'(1) = —asin(7) + beos(7)
Anfangsbedingungen
oy (G4 my)g
z(r=0)=a= S TR
Z(r=0)=b=0
Losung
olr) = -G

Die Anfangsbedingungen entsprechen dem Schwingungsverhalten fir z = 0 und ohne
Anfangsgeschwindigkeit.
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3. Aufgabe: (ca. 50 % der Gesamtpunkte)

Das unten dargestellte dynamische System besteht aus einem Balken der Lange [ und Ge-
samtmasse M sowie einer Masse m, welche ausschliellich horizontal reibungsfrei gleiten kann.
Der Balken ist im Punkt A drehbar gelagert. Desweiteren befindet sich dort eine Drehfeder
mit Drehfedersteifigkeit c. Die Masse m ist links mit einer Translationsfeder k; verbunden und
rechts tiber eine weitere Translationsfeder £y mit dem oberen Ende des Balkens frei verdrehbar
verbunden. Auf die Masse wirkt unter einem gegebenen Winkel « eine zeitabhéingige Errerger-
kraft mit Betrag F'(t) = F, cos(§21).

Gegeben: ky, ko, ¢, m, M, 1, Fy, ), «
Bearbeiten Sie folgende Teilaufgaben.

a) Benennen Sie die Freiheitsgrade des Systems und zeichnen Sie diese in die obere Abbildung
ein. Wie lautet der Koordinatenvektor q?

b) Bestimmen Sie die gesamte kinetische Energie und die gesamte potentielle Energie des
Systems.

¢) Bestimmen Sie die Bewegungsgleichungen des Systems unter der Annahme kleiner Auslen-
kungen mithilfe der kinetischen und potentiellen Energie (entsprechend der Lagrangeschen
Gleichungen 2. Art). Andere Losungswege werden nicht gewertet.



d) Welche Aussagen lassen sich tiber die Bewegungsgleichungen machen fir die folgenden
zwei Sonderfalle:

d2) ]{32 — 0O

Im Folgenden soll davon ausgegangen werden, dass k; = k, ky = 3k,c = k1>, M = 3m, o = 45°
gilt. Es soll mit den folgenden Bewegungsgleichungen weitergerechnet werden:

o B -

e) Bestimmen Sie die Eigenkreisfrequenzen des Systems und die zugehorigen Eigenformen.
Skizzieren Sie die Eigenformen graphisch.

f) Normieren Sie die Eigenvektoren mithilfe einer Normierungsvorschrift und bestimmen Sie
die daraus entstehende Modalmatrix ®. Leiten Sie die entkoppelten modalen Bewegungs-
gleichungen her.

Hinweis zu h) Wéhlen Sie fir die Normierung m als Bezugsmasse und 1 als Bezugslinge,
so dass MyLE = m gilt. Ein Nachweis, dass die modale Steifigkeitsmatriz und Massenma-
trix Diagonalform haben, muss nicht erbracht werden.

g) Bestimmen Sie die modalen Partikuldrlosungen z!(¢). Wie nennt sich dieser Ansatz?



Musterlosung - Aufgabe 3

a) Translation der Masse m, z.B. nach rechts positiv: z.
Verdrehwinkel des Balkens M, z.B. positiv im Uhrzeigersinn: ¢

Ortsvektor:

b) Kinetische Energie:

1 1 1 1
T = §m5v2 + §JA¢2 = §m¢2 + 6M12¢;2

Potentielle Energie
1 1 1
V= 51{:1%2 + §k2(l sin(p) — x)% + 50902

c) Lagrange-Gleichungen 2. Art

d (0L\ 0L .,
it (56) 2=

Vektor der generalisierten Nicht-Potentialkrafte:

o - lFO cos(Q(;f) Cos(a)l

cl) Variante 1: Einsetzen und Ausrechnen

Einsetzen und Ableiten liefert:
mi + (k1 + k2)x — kol sin(p) = Fy cos(2t) cos(a)

1
§Ml2gb + ¢ + kol?sin(p) cos(@) — kalz cos(p) = 0

Kleinwinkelndherung: ||| << 1. Daraus folgt:

sin(p) ~ ¢
cos(p) = 1

Und die Bewegungsgleichungen in Matrix-Vektor-Form
mo 0 | |E] kit ke kel | (x| _ 1
[0 M lz] Lb] " [ —kyl c+k2z2] M = Fo cos(Q2t) cos(a) M

cl) Variante 2: Alternative Losung iiber Massen- und Steifigkeitsmatrix

Allgemeine Form der kinetischen Energie



Aus Vergleich mit (1) kann man die Massenmatrix ablesen als
m 0
M= i
Allgemeine Form der potentiellen Energie

1

Vig)=5q-Kq

Vergleich mit der linearisierten potentiellen Energie

1 1 1 1 1 1
V= 5]{?1332 + 5]{32([(,0 — )’ + 50902 = §<kl + ky)a? — 5 2 kalox + 5(0 + kyl?)?

ergibt

k1 + ko — ksl

K= [ —kl et kol?

Die Ableitungen liefern

d (0L oL
(2] = Mg oK
it (5 ) = wa G = o

sodass die Bewegungsgleichungen
Mg+ Kq=Q"

lauten, beziehungsweise ausgeschrieben

m 0 T lﬁ + kQ —kgl T 1
[0 L}))MZQ‘| LO] + l kol o kng] LO] = Fycos(Qt) cos(a) [Ol

d1) Bewegungsgleichungen in z und ¢ sind entkoppelt , d.h. Masse und Balken schwingen
unabhéngig von einander

mi + kyx = F cos(02t) cos(a)

1
gMF@ +ep=0

d2) Es gilt damit eine starre Bindung zwischen Masse und Balken mit der Nebenbedingung

x = sin(p). Das System hat nur noch 1 FHG. Die Bewegungsgleichungen reduzieren sich
zu einer, z.B.

1
(ng2 +ml®)p + (ki * + c)p = Fyl cos(t) cos(a)

e) Eigenkreisfrequenzen bestimmen:

o B 4k —w?-m —3kl B
det(K — w M)-det([ _ap AL — w2 - i =0



charakteristische Gleichung

k k2 8+6 k
(w2)2—8%w2+7ﬁz() = w=—"—"

Eigenkreisfrequenzen

wy = WWEk/m | wo = VT\/k/m
zugehorige Eigenvektoren

|1 : I at
Q= l’ii] mit Ki=-——""5—

2
—myowi + k12

hier damit:
1 1
Klz]-/l ) ’{2:_]—/l :>Q1 - |}/J ’ QQZ [_1/l‘|

Skizze der Eigenformen (links: Grundschwingung, rechts: 1. Oberschwingung):

1 1

1/

Normierung der Eigenvektoren

¢, =cQ, Py =1dQ,

Einsetzen in Normierungsvorschrift:

Mo, =mplyg=m = c=

s}
I

Sl
Sl

Damit folgt die Modalmatrix:

D = [, P,] = \}5 [11/1 —1/11

Fir die Transformation der Steifigkeitsmatrix gilt

¢i K¢y = molgw; = mw?



AuBerdem gilt fiir i # j

¢1TM¢J =0
¢1TK¢J =0

Mit der Transformation ¢ = ®a und vormultiplizieren der Bewegungsgleichung mit &7
entkoppeln sich die Bewegungsgleichungen zu

1 V2
'Mex + ®TKPx =P F = mi; + mwir = ﬂ\é_Fo cos(Qt)

F
. 2 0
= I +Ww;xr; = — COS Ot
T i T ch ( )

mit 7 € 1, 2.

Die Bewegungsgleichungen entsprechen einer harmonischen, ungedampften Schwingung
mit Krafterregung, sodass der Ansatz lautet:

i(t) = 2 () + 27 (1)
x; = A cos(wit) + B sin(wit)
2P (t) = &; cos(Qt)

Dies ist der Ansatz der rechten Seite fiir die partikuldre Losung. Einsetzen liefert

o 1 Fy
xz_wf—QQZm





