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Kurzfassung

Die Kombination komplizierter Geometrien und Randbedingungen, aufwendiger Mate-
rialmodelle sowie der Wunsch nach hoher Berechnungsgenauigkeit fithren insbesondere
bei der Simulation transienter Vorgénge in der Strukturmechanik auf anspruchsvolle
numerische Modelle mit sehr vielen Freiheitsgraden. Der dabei erforderliche hohe nu-
merische Berechnungsaufwand schrankt die Anwendungen oft ein, inshesondere Lang-
zeituntersuchungen bei transienter Belastung kénnen kaum durchgefiithrt werden. Der
infolge einer feinen numerischen rdumlichen Diskretisierung hervorgerufene Berech-
nungsaufwand léft sich partiell durch Ersatz von Bereichen mit geringen zeitlichen
Anderungen in der Beanspruchung durch Starrkérper erheblich vermindern, da hier-
durch die Anzahl der Unbekannten deutlich reduziert wird. Damit einher geht auch eine
bessere Uberschaubarkeit des Simulationsmodells, was sowohl fiir statische als auch fiir
dynamische Probleme von Bedeutung ist.

In der vorliegenden Arbeit werden zunachst verschiedene Méglichkeiten der Model-
lierung von isolierten Starrkérpern innerhalb flexibler Strukturbereiche fiir statische
Finite-Elemente Berechnungen miteinander verglichen. Die Starrkérper sind aus Volu-
menelementen aufgebaut. Thre Position wird durch 3 Verschiebungsfreiheitsgrade fiir
einen Referenzpunkt festgelegt. Die Ausrichtung im Raum ist iiber den Rotationstensor
zur Referenzkonfiguration definiert. Die Starrkérper werden mittels geometrisch nicht-
linearer Verschiebungszwangsbedingungen mit den flexiblen Strukturbereichen verbun-
den. Die Parametrisierung der endlichen Rotationen erfolgt {iber den multiplikativen
Update des Rotationstensors.

Bei Erweiterung auf transiente, zeitvariante Probleme wird als Zeitintegrationsverfah-
ren die von Simo et.al. vorgeschlagene Energie-Impuls Methode gewihlt. Sie erfiillt
fiir konservative Systeme die Impuls- und Drehimpulserhaltung und, im Gegensatz zur
ahnlich aufgebauten impliziten Mittelpunktsregel, auch die Energieerhaltung im Zeit-
schritt. Die fiir Langzeitsimulationen wichtige Eigenschaft der numerischen Stabilitat
ist fiir beide Verfahren sehr hoch.

Zur Einhaltung der Zwangsbedingungen zwischen flexiblen und starren Strukturberei-
chen findet eine Transformation auf Minimalkoordinaten, auch "Master-Slave-Konzept’
genannt, statt. Die hohe Effizienz der Methode resultiert daraus, daf die diskretisierte
Struktur auf die minimal erforderliche Anzahl von Freiheitsgraden beziiglich der ge-
wahlten Diskretisierung reduziert wird.

Die Ermittlung von Masse, Schwerpunkt und Massentrégheitstensor mit Hilfe der FE-
Diskretisierung, sowie die zur Erfiillung der mechanischen Erhaltungssitze notwendigen
Annahmen werden ausfithrlich diskutiert. Das vorgestellte Konzept wird auf die Simu-
lation starr-flexibler Systeme in punktsymmetrischen Potentialfeldern erweitert.

Ein weiterer Schwerpunkt der Arbeit ist die Entwicklung eines Kriteriums zur auto-
matischen Erkennung von urspriinglich flexiblen Bereichen, die aufgrund ihres Verfor-
mungsverhaltens im Ablauf einer transienten Berechnung zur Reduktion zu Starrkor-
pern geeignet sind. Es werden Formulierungen vorgeschlagen, die eine weitestgehende
Erfiilllung der Erhaltungssidtze wéhrend des automatischen Starrsetzens flexibler Struk-
turbereiche erméglichen.

An numerischen Beispielen werden die Funktionsfdhigkeit und Zuverlassigkeit der vor-
gestellten Konzepte erldutert, sowie die Grenzen aufgezeigt.



Abstract

The combination of complicated geometries and boundary conditions, complex material
models as well as the need for high numerical accuracy lead, especially in transient ana-
lysis to sophisticated numerical models with a large number of degrees of freedom. The
high numerical effort needed for the analysis often restricts the applications; especially
long time computations with transient loading lead to problems. The computational
effort caused mainly by a fine spatial discretization can be significantly reduced by par-
tially replacing parts with small changes in strains resp. small strains by corresponding
rigid bodies. This leads to a noticeable reduction of the number of equations and is
accompanied by an enhanced simplicity of the model, which is important for static and
dynamic analysis.

Within the thesis, first different possibilities of modeling isolated rigid bodies within
flexible structures in static Finite Element analysis are compared to each other. The
rigid parts are based on volume elements. The position of each rigid body is determi-
ned by the 3 translations at an arbitrary reference point and the orientation is defined
by the rotation tensor to a reference configuration. The connection of the rigid bodies
to the flexible structures is achieved by geometrically nonlinear constraint conditions.
The rotation tensor, which describes finite rotations, is updated with a multiplicative
procedure.

For transient problems the so-called "Energy Momentum Method” (EMM) proposed by
Simo et al. is chosen as time integration scheme. This method fulfills linear and angular
momentum and, in contrast to the implicit midpoint-rule, energy within the time step
is conserved for conservative systems. Both methods, EMM and midpoint-rule have
high numerical stability, which is an important property for long time numerical simu-
lations.

In order to enforce the satisfaction of the constraint conditions a transformation to
minimal coordinates (also called master slave concept) is taken. The high efficiency of
this procedure results from the optimal reduction of the number of degrees of freedom
of the discretized structure.

The computation of mass, center of mass and inertia tensor using Finite Element dis-
cretization and the assumptions to enable the conservation properties are discussed in
detail. The proposed concept is also applied to the simulation of rigid - flexible systems
in central force fields.

Another focus is on the development of a criterion for the automatic detection of fle-
xible structural parts within a transient computation that are suited to be treated as
rigid bodies. A formulation is proposed that leads to an almost perfect fulfillment of the
mechanical conservation laws within the change from flexible behavior to rigid bodies.

Numerical examples with emphasis on the numerical stability and the conservation of
energy as well as the general functionality and the limitations are discussed on the
basis of different geometrical nonlinear 3D continuum problems.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Die Methode der Finiten Elemente hat sich in den letzten Jahren zu einem unverzicht-
baren Werkzeug zur Berechnung komplexer Strukturen im konstruktiven Ingenieurbau
sowie im Maschinenbau entwickelt. Die Kombination komplizierter Geometrien und
Randbedingungen, aufwendiger Materialmodelle und der Wunsch nach hoher Berech-
nungsgenauigkeit fithren auf sehr anspruchsvolle numerische Modelle, deren Losung
schon bei statischen Problemen aufgrund der Groke der zu 16senden Gleichungssyste-
me leistungsféhige Computer erfordert. Erheblicher zusétzlicher numerischer Aufwand
entsteht bei der Simulation transienter Vorgiange, da der Berechnungsaufwand je Zeit-
schritt etwa denselben Umfang hat, wie ein entsprechendes statisches Problem. Die
erforderliche Zeitintegration darf zudem zur genauen Erfassung geometrischer und phy-
sikalischer Nichtlinearitaten, sowie der richtigen Abbildung des zeitlichen Verlaufs der
dusseren und inneren Kréfte auch bei Verwendung impliziter Zeitintegrationsverfahren
nicht mit zu groken Zeitschrittweiten durchgefiihrt werden. Bei Langzeitsimulationen
sind auch die numerische Stabilitét des Zeitintegrationsverfahrens und die Erfiilllung
der mechanischen Erhaltungssidtze von entscheidender Bedeutung.

Da eine beliebig feine rdumliche und zeitliche Diskretisierung zur Berechnung von Pro-
blemstellungen der praktischen Ingenieurtatigkeit oft aus Genauigkeitsgriinden weder
sinnvoll noch vom Aufwand her moglich ist, sollte das Berechnungsmodell zur Redukti-
on des Aufwandes an die spezifische Beanspruchung der Bauteile und an die gewiinschte
Genauigkeit sowohl in der rdumlichen als auch der zeitlichen Diskretisierung angepalt
werden. In Bereichen mit komplizierten und zeitlich stark veranderlichen Beanspru-
chungen ist allerdings eine sehr feine raumliche und zeitliche Diskretisierung unum-
génglich.

Andererseits kann der Berechnungsaufwand, insbesondere bei transienten Problem-
stellungen durch die Reduktion der Kinematik von Bereichen mit geringen Anderun-
gen in der Beanspruchung auf diejenige von Starrkérpern erheblich vermindert wer-
den. Dies ist besonders dann von Interesse, wenn die feine Diskretisierung vorwiegend
zur Beschreibung einer komplizierten Geometrie erfolgt, ohne dass in diesem Bereich
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mit nennenswerten Beanspruchungsdnderungen gerechnet werden muf. Die Geometrie
des Starrkorpers, sowie erforderlichenfalls dessen Masse, Schwerpunkt und Massentrég-
heitstensor werden aus den Geometrieansatzfunktionen der FE-Diskretisierung ermit-
telt. Damit kann eine komplizierte Geometrie exakt erfalit werden, obwohl die Zahl der
Freiheitsgrade auf diejenigen des Starrkérpers reduziert wird.

Insbesondere beim Entwurf von Strukturen kann die Einfiihrung von Starrkérpern zur
Ubersichtlichkeit in der Modellbildung, sowie zu verbessertem Verstindnis des Trag-
verhaltens der einzelnen Strukturteile fiithren.

Zur Realisierung von Auflagerungen bzw. Lasteinleitungen, die nicht durch direkte
Vorgaben beziiglich der vorhandenen Knotenfreiheitsgrade definiert werden koénnen,
ist eine Anderung der Diskretisierung bei Einfithrung von Starrkérpern oder Zwangs-
bedingungen mit entsprechender Kinematik vermeidbar.

1.2 Stand der Forschung

Infolge der Diskretisierung z.B. mit Finiten Elementen wird das Deformationsverhal-
ten des Kontinuums durch Interpolation zwischen einer endlichen Anzahl von Einzel-
verschiebungen bzw. -verdrehungen an gewéhlten materiellen Punkten (Knoten) des
Kontinuums beschrieben. Letztere werden im folgenden als Freiheitsgrade bezeichnet.
Es wird bezliglich der Gesamtstruktur unterschieden zwischen unbekannten (Lagran-
ge) Freiheitsgraden und Freiheitsgraden fiir die eine Zwangsbedingung formuliert wird
(z.B. Auflagerungen).

Fiir eine effiziente Strukturmodellierung ist es vorteilhaft, wenn die Art dieser Knoten-
freiheitsgrade in allen verwendeten Modelltheorien identisch ist. In den letzten Jahren
wurde eine Vielzahl von Strukturelementen entwickelt, deren Knotenfreiheitsgrade aus-
schlieklich Verschiebungen sind. Fiir versteifungsfreie 3D Volumenelemente sei hier z.B.
auf FREISCHLAGER [25] bzw. FREISCHLAGER UND SCHWEIZERHOF [26]| verwiesen.
HAUPTMANN [41], BiSCHOFF [15] und KLINKEL [51] entwickelten strukturangepafte,
geometrisch nichtlineare Finite Elemente fiir Flachentragwerke basierend auf dem "So-
lid Shell Konzept’, die allein mit Verschiebungsfreiheitsgraden auskommen. Thr Vorteil
ist die Méglichkeit, allgemeine Materialgesetze fiir 3D Kontinua zu nutzen.

Im Bereich des Maschinenbaus hat die Methode der Mehrkorpersysteme (MKS) weite
Verbreitung gefunden. Hierbei wird die Struktur in Teilkérper zerlegt, die an diskreten
Punkten {iber Zwangsbedingungen miteinander gekoppelt werden. Im einfachsten Fall
sind diese Teilkérper starr, sie kénnen jedoch auch flexibel angenommen werden und
weisen i.a. groke Verschiebungen bzw. Rotationen auf. Einen Uberblick iiber den Stand
der Forschung beziiglich der MKS gibt SCHIELEN [72]. Eine ausfiihrliche Darstellung
der Theorie findet sich in SHABANA [75].

Im Rahmen der nachfolgenden Arbeit werden Starrkorper als starre Kontinua inner-
halb flexibler Kontinua oder {iber beliebige Flachen an diese angrenzend, betrachtet.
Sie stellen somit eine spezielle Form von Strukturelementen dar, fiir deren Formulierung
aufgrund der hohen Zahl von Kopplungen die Methode der Finiten Elemente besser
geeignet ist.

Eine ausfiihrliche Darstellung der Modellierung von Starrkérpern und Ubergangsbe-
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dingungen in statischen FE-Berechnungen findet sich in KUGLER [53]. Beziiglich der
Formulierung von Ubergangsbedingungen in der Modelladaptivitit sei auf OHNIMUS
[63] verwiesen.

Fiir transiente FE-Berechnungen weisen BENSON UND HALLQUIST [9] beliebigen, ge-
eigneten Bereichen Starrkorpereigenschaften zu. Implementiert wird das Verfahren in
das Programmpaket LS-DYNA (HALLQUIST [40]), in dem ein explizites Zeitintegrati-
onsverfahren verwendet wird. KONIG [52] stellt ein Verfahren vor, mit dem sich Be-
reiche, die durch Finite Elemente diskretisiert sind, mit Starrkérpergelenken koppeln
lassen. Auch hier wird explizite Zeitintegration verwendet. Die numerische Stabilitat
bei Langzeitanalysen wird durch eine Energiestabilisierung beziiglich der eingefiihrten
Nebenbedingungen mittels der "Stabilisierung nach Ostermeier’ erreicht.

Explizite Zeitintegrationsverfahren erfordern i.a. sehr kleine Zeitschrittweiten. Fiir
Langzeitsimulationen sollten daher implizite Verfahren, die meist erheblich grékere
Schrittweiten erlauben, bevorzugt werden. Um den hier oft auftretenden Instabilité-
ten bei nichtlinearen Problemen, dem sogenannten 'Blow up’ zu begegnen, wurden im
Schriftum verschiedene Vorgehensweisen vorgeschlagen. In der folgenden Arbeit wird
der von SIMO ET AL. [60] [76] [80] entwickelten "Energie-Impuls-Methode’ der Vor-
zug gegeben. Obgleich symplektische Zeitintegrationsverfahren ebenfalls ein hohes Mafs
an numerischer Stabilitdt besitzen, kénnen sie fiir konservative Systeme die wichtige
Figenschaft der Energieerhaltung nicht abbilden (ZHONG UND MARSDEN [89]). Ei-
ne Gegeniiberstellung beider Konzepte findet sich in GONZALES UND SiMO [31]. Da
das Verfahren in der schwachen Form eine Mittelung von Groben aus verschiedenen
Zeitpunkten im Zeitschritt verlangt, war die Entwicklung bzw. Anpassung von Finite
Elemente Formulierungen speziell an dieses Verfahren erforderlich. Neben der grund-
legenden Arbeit von SIMO UND TARNOW [76] fiir Volumenelemente sei hierzu speziell
fiir die Anpassung von Strukturelementen mit Verschiebungsfreiheitsgraden verwiesen
auf KUHL [55] und MIEHE UND SCHRODER [61]. Numerische Dissipation bei Erhaltung
von Impuls und Drehimpuls wurde von ARMERO UND PETOCZ [3] eingefiihrt.

Die Beriicksichtigung von Zwangsbedingungen bzw. die Kopplung starrer und flexibler
Strukturbereiche basierend auf der Energie-Impuls-Methode unter Verwendung von La-
grange Multiplikatoren wurde von CHEN [19] vorgeschlagen und wird auch in Verbin-
dung mit einer Transformation auf Minimalkoordinaten zusammen mit IBRAHIMBEGO-
ViCc, MAMOURI, TAYLOR UND CHEN [49] erlautert. Detaillierter wird der Einbau von
Zwangsbedingungen mittels Transformation auf Minimalkoordinaten, auch unter dem
Namen "Master - slave Konzept’ bekannt, in IBRAHIMBEGOVIC UND MAMOURI [48]
dargestellt. Die Formulierung entsprechender Kopplungen mit dem Penalty-Verfahren
wurde neben reibungsfreiem Kontakt in GOICOLEA UND GARCIA ORDEN [27] auch fiir
allgemeine Zwangsbedingungen in GARCIA ORDEN UND GOICOLEA [30] und GARCIA
ORDEN, GOICOLEA UND ARRIBAS [29] durchgefiihrt.
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1.3 Zielsetzung und Vorgehensweise

Ziel der nachfolgenden Uberlegungen ist die Entwicklung einer leistungsfihigen Starr-
korperformulierung, die in der {iblichen Form eines Strukturelementes fiir statische
und transiente Berechnungen mit der Methode der Finiten Elemente verwendet wer-
den kann. Dem Stand der Forschung entsprechend werden in allen Formulierungen die
kinematischen Beziehungen vollsténdig nichtlinear fiir allgemeine 3D Formulierungen
entwickelt. Besonderer Wert wird auf eine méglichst effiziente Beschreibung der Kopp-
lung zwischen den starren und flexiblen Strukturbereichen gelegt.

Fiir transiente Berechnungen ist die Finsetzbarkeit der entwickelten Kopplung in sta-
bilen impliziten Zeitintegrationsverfahren zur Durchfithrung von Langzeitsimulationen
von besonderem Interesse. Neben der unbedingten Erfiilllung der Impuls- und Dre-
himpulserhaltung wird hier diskutiert, ob die Méglichkeit der Energieerhaltung im
Zeitschritt gefordert werden muf, oder ob garantiert dissipative Verfahren ausreichend
sind.

Im Ablauf einer transienten Berechnung wird besonderes Augenmerk auf die automa-
tische Erkennung von flexiblen Bereichen gerichtet, die aufgrund ihres Verformungs-
verhaltens zur Reduktion zu Starrkérpern geeignet sind. Das automatische Starrsetzen
wahrend der Berechnung erfordert Formulierungen, die eine weitestgehende Erfiillung
der mechanischen Erhaltungssitze ermdoglichen.

Die Vorgehensweise ist wie folgt:

In Kapitel 2 werden die benédtigten kontinuumsmechanischen Grundlagen mit den
zugehorigen Notationen bereitgestellt. Es wird aukerdem die verwendete Parametrisie-
rung endlicher Rotationen erldutert.

In Kapitel 3 wird die Modellierung von Starrkérpern und Zwangsbedingungen fiir sta-
tische Probleme diskutiert. Nach der Formulierung der Zwangsbedingungen zur Kopp-
lung starrer und flexibler Strukturbereiche folgt deren Linearisierung, die fiir den zur
Losung eingesetzten Newton Prozess erforderlich ist. Anschliefslend werden verschiedene
Verfahren zur Beriicksichtigung der Zwangsbedingungen vorgestellt und beziiglich ih-
rer Eignung fiir die gewiinschte Kopplung miteinander verglichen. Desweiteren werden
Zwangsbedingungen fiir 3D-Verschiebungselemente entwickelt, mit denen eine Positio-
nierung von Auflagern unabhéngig von der Lage der Knoten des FE-Netzes realisierbar
ist.

In Kapitel 4 folgt eine allgemeine Diskussion der aktuell verwendeten impliziten Zei-
tintegrationsverfahren. Der Schwerpunkt liegt auf Verfahren mit algorithmischer Fr-
fiilllung der Erhaltungssétze.

In Kapitel 5 werden die benétigten Elementformulierungen fiir flexible und starre
Elemente in der von Simo et al. entwickelten Energie-Impuls-Methode eingefiihrt.
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Kapitel 6 zeigt die Kopplung starrer und flexibler Strukturbereiche basierend auf der
Transformation auf Minimalkoordinaten bei Verwendung der Energie-Impuls-Methode.
Die exakte Erfiillung der mechanischen Erhaltungssétze im Zeitschritt wird nachgewie-
sen.

In Kapitel 7 wird ein Verfahren vorgeschlagen, mit dem automatisch wiahrend der
Berechnung flexible Bereiche erkannt werden, die zur Reduktion zu Starrkérpern ge-
eignet sind. Die erforderlichen Schritte beim automatischen Starrsetzen wahrend der
Berechnung werden vorgestellt.

Kapitel 8 befalt sich mit der Berechnung der Bewegung und Deformation von Struk-
turen in punktsymmetrischen Schwerefeldern bei Erfilllung aller Erhaltungssatze. Mit
einer speziellen Vorgabe der Gravitationsbeschleunigung fiir das gewdhlte Zeitintegra-
tionsverfahren folgt der Nachweis der Erfiillung der Erhaltungsséatze im Zeitschritt. Die
Notwendigkeit der exakten Erfassung der, auf die Struktur einwirkenden Potentialkréf-
te wird an Beispielen erldutert.

Kapitel 9 gibt eine zusammenfassende Bewertung der verwendeten Formulierungen,
sowie Anregungen fiir weiterfithrende Entwicklungen.



Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Kontinuumsmechanische Grundlagen

Das folgende Kapitel enthélt eine kurze Zusammenfassung der notwendigen konti-
nuumsmechanischen Gleichungen. Die Ausfithrungen beschrénken sich auf diejenigen
Aspekte, die fiir das Verstdndnis der folgenden Kapitel wesentlich sind. Fiir allgemei-
ne Darstellungen sei beispielsweise auf BECKER UND BURGER [7] oder BETTEN [14]
verwiesen.

2.1.1 Kinematik

Die Lage eines Punktes auf einem Koérper B wird mittels einer materiellen Formu-
lierung bezogen auf eine raumfeste kartesische Basis (eq, ez, e3) im dreidimensionalen
euklidischen Vektorraum beschrieben. Der Ortsvektor

X =Xy, Xy, X5)T (2.1)

beschreibt die Lage des Punktes in der unverformten Konfiguration. Sie wird auch
Referenzkonfiguration genannt.
Entsprechend bezeichnet der Vektor

r = [$1,$2,$3]T (22)

seine Lage in der Momentankonfiguration. Die Bewegung dieses Punktes von der Re-
ferenzkonfiguration X (¢t = 0) zur Momentankonfiguration @(¢ > 0) stellt folgende bi-
jektive (Korper kann sich nicht selbst durchdringen) und stetige (benachbarte Punkte
bleiben benachbart) Abbildung dar, die man als Lagrangesche oder materielle Abbil-
dung bezeichnet:

x=\(X,1) . (2.3)

Die Zeit t wird auch bei zeitunabhidngigen (statischen) Bewegungsablaufen verwendet
um die Beschreibung der Abfolge der Bewegung des materiellen Punktes zu ermégli-
chen.
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Die Verschiebung des Punktes ergibt sich aus der Differenz der Ortsvektoren zwischen
der Momentan- und der Referenzkonfiguration zu

u=x—-X . (2.4)

Zur Transformation eines infinitesimalen Linienelementes von der Referenzkonfigura-
tion (dX) in die Momentankonfiguration (da) wird der Deformationsgradient F

d
de = % dX = Gradz dX = FdX (2.5)

eingefiihrt. Dieser Tensor zweiter Stufe kann mittels (2.4) {iber den Verschiebungsgra-
dienten ausgedriickt werden zu

F = Grade = 1+ Gradu . (2.6)

Der Deformationsgradient ist als Verzerrungsmal ungeeignet, da er fiir eine Starrkor-
perverschiebung (Gradw = 0) nicht den Wert 0 annimmt.
Der symmetrische Green-Lagrange Verzerrungstensor

E = _(F'F-1) (2.7)

1
2
hingegen nimmt fiir eine Starrkérperverschiebung den Wert 0 an und wird im folgenden
als Verzerrungsmal zugrunde gelegt.

2.1.2 Erhaltungssitze der Mechanik

Massenerhaltung

Die Masse eines Korpers darf sich wéhrend der Deformation nicht andern. Mit der
Massendichte p fithrt dies auf die Massenerhaltungsgleichung fiir den Kérper B

m:/ podV:/,odv ) (2.8)
Bo B

wobei der Index 0 oder grofe Buchstaben die Referenzkonfiguration bezeichnen, kleine
Buchstaben hingegen bezeichnen die Momentankonfiguration. Die Transformationsvor-
schrift fiir ein Volumenelement

dV = detF dv (2.9)
fiihrt auf die lokale Form der Massenerhaltung

po = detF p . (2.10)
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Impulserhaltung

Der Impuls des Korpers B wird mittels
T=px (2.11)

definiert zu

L :/Bﬂ'dv . (2.12)

Die Summe der am Kérper B angreifenden Krifte f ergibt sich zu

f:/B,obdv—l—/aBtda . (2.13)

Hierbei bezeichnet pb die eingepréigten Volumenkréfte mit der massenspezifischen
Kraft b (z.B. Erdbeschleunigung).

t ist der auf die Flacheneinheit da bezogene Spannungsvektor. Er kann iiber das Theo-
rem von Cauchy aus dem Cauchy Spannungstensor T' und dem Normalenvektor n auf
der Flache mittels

t =Tn (2.14)
berechnet werden.

Der Impulserhaltungssatz besagt, dak die zeitliche Anderung des Impulses gleich der
Summe der auf den Kérper einwirkenden Kréfte ist. Es gilt

L =71 . (2.15)

Nach Anwendung des Gaufschen Integralsatzes auf das Oberflichenintegral in (2.12)
/ (2.13) ergibt sich die lokale Darstellung der Impulsbilanz aus (2.15) zu

pxt =DwT 4+ pb in B, (im aktuellen Volumen). (2.16)
Mit Hilfe des unsymmetrischen 1. Piola-Kirchhoff Spannungstensors
P = det F T (FY) (2.17)
und (2.9) ergibt sich die materielle Darstellung von (2.16) zu
pod = DivP + pgb in By, (im Ausgangsvolumen). (2.18)

Sie wird als erste Bewegungsgleichung von Cauchy bezeichnet.

Die Oberfliche des Korpers B wird aufgeteilt in Bereiche 0B,, auf denen die Span-
nungsrandbedingungen giiltig sind und Bereiche 0B, auf denen Verschiebungsrandbe-
dingungen erfiillt werden miissen. Sie lauten:

to = PTLO CLUf aBg 5
u = U auf 0B, . (2.19)

Die Gleichungen (2.18) und (2.19) beschreiben das Gleichgewicht in seiner sogenannten
starken (differentiellen) Form.
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Drall- oder Drehimpulserhaltung

Der Drehimpuls eines Kérpers B beziiglich eines raumfesten Punktes X, ist definiert

als
J:/(a:—Xp) X mdv . (2.20)
B
Das aus den Oberflichen- und Volumenkréften resultierende Moment ergibt sich analog
zu
m:/(a:—Xp)x,obdv—l—/ (x—X,) x tda . (2.21)
B 9B

Der Drallerhaltungssatz besagt, dak die zeitliche Anderung des Drehimpulses gleich
der Summe der auf den Koérper einwirkenden Momente ist. Es gilt

J=m . (2.22)

Weitere Umformungen fithren auf die zweite Bewegungsgleichung von Cauchy, aus der
die Symmetrie des Cauchy Spannungstensors T = T abgeleitet werden kann.

Der zum Green-Lagrange Verzerrungstensor (2.7) energetisch dquivalente Spannungs-
tensor ist der 2. Piola-Kirchhoff Spannungstensor S. Er ergibt sich aus der Transfor-
mation

S =detF F7'T (F)Y = F7'P | (2.23)

mit P geméak (2.17). Aus der Symmetrie des Cauchy Spannungstensors und (2.23) folgt
die Symmetrie von S. Anschaulich ist dieser Tensor nicht interpretierbar.

2.1.3 Die schwache Form des Gleichgewichts

Mit den Gleichungen (2.18) und (2.19) konnen allgemeine kontinuumsmechanische
Anfangsrandwertprobleme mathematisch formuliert werden. Analytische Losungen fiir
solche Probleme sind nur fiir relativ einfache Geometrien erreichbar. Daher wird die
Gleichgewichtsaussage zur Nutzung von allgemeinen Ansdtzen in die schwache Form
tiberfiihrt. Hierzu wird die lokale Impulsbilanz (2.18) mit Testfunktionen dw multipli-
ziert, fiir die

du(X)=0 auf 0B, (2.24)

gilt. Die anschliefende Integration iiber das Volumen fithrt auf die Integralform (das
d’Alembert’sche Prinzip)

G(P,du) = / du-(po® — DivP — pob)dV =0 . (2.25)
By

Nach Anwendung des Gaufschen Integralsatzes und weiterer Umformungen erhdlt man
letztlich die schwache Form der Differenzialgleichung:

G(u,cSu)z/ p0é§-5udv+/ S:5EdV—/
BO BO

By

0Bs

(2.26)
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Wird der Raum der zuldssigen Verschiebungen w auf einen eingeschriankten Raum
u, limitiert, so werden weiterhin Materialgesetz, Kinematik und die Dirichlet Rand-
bedingungen exakt erfiillt. Die Gleichgewichtsbedingung hingegen wird nur noch im
integralen Mittel erfiillt.

2.1.4 Die Linearisierung der Grundgleichungen

Die Loésung der im allgemeinen nichtlinearen Anfangsrandwertprobleme erfolgt nach-
folgend mit dem Newton-Raphson-Verfahren. Hierzu ist eine Linearisierung der vorlie-
genden Terme beziiglich der Variablen (siehe z.B. HUGHES UND PISTER [47]) erfor-
derlich. Zur Ermittlung der gesuchten Verschiebung u = @ + Au mit der bekannten
Verschiebung @ wird (2.26) in eine Taylorreihe entwickelt, die nach dem linearen Glied
abgebrochen wird:

Gla+Au) = G(@) + DG(@)- Au + R(Au) . (2.27)

R (Aw) ist das Restglied; d.h. es entspricht den Termen hoherer Ordnung. Die Anwen-
dung der Gateaux Ableitung
d oG(a)

DG@)- Au = T [Ga+ecAu) )y = — = - Au (2.28)

fiihrt auf das linearisierte Gleichungssystem
DG(a) Au = —G(a) . (2.29)

Die angegebene Linearisierung wird in den folgenden Kapiteln nicht nur auf den im
allgemeinen nichtlinearen zweiten Term in (2.26) angewendet, sondern auch auf ver-
formungsabhangige Volumenkrifte die z.B. in Gravitationsfeldern auftreten, durch die
auch der dritte Term nichtlinear wird. Auferdem ist fiir die durchgéngige Losung auch
die Linearisierung geometrisch nichtlinearer Zwangsbedingungen erforderlich.

10
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2.2 Abbildung endlicher Rotationen

Da in der vorliegenden Arbeit die Drehbewegung der Starrkérper mittels raumlicher
Rotationsfreiheitsgrade beschrieben wird, kommt der Parametrisierung endlicher Dre-
hungen besondere Bedeutung zu. Aus der sehr groken Anzahl hierzu verdffentlichter
Literatur seien die Publikationen von WITTENBURG [87], ARGYRIS [1], CRISFIELD
[21], SHABANA [75] und BETSCH, MENZEL UND STEIN [10] hervorgehoben.

2.2.1 Parametrisierung endlicher Rotationen

Auf die Darstellung der Parametrisierung endlicher Drehungen mittels Richtungskosi-
nus, Eulerwinkeln und Kardanwinkeln wird hier verzichtet, da sie bei der Anwendung
innerhalb der Finite-Elemente-Methode einige Nachteile aufweisen (KUGLER [53]).

2.2.1.1 Rodrigues-Formel

Einen weiteren Zugang zur Abbildung endlicher Rotationen bietet das Fuler Theorem,
das besagt:

Die allgemeine Auslenkung eines Kérpers, von dem ein Punkt festgehalten wird, ist
eine Drehung um eine Achse durch diesen Punkt.

Zur Beschreibung dieser Drehung wird der axiale Pseudovektor ¥ eingefiihrt. Gemaf
Bild 2.1 liegt er auf der Drehachse. Aus seiner Orientierung erhélt man den Drehsinn,
sein Betrag entspricht dem Drehwinkel 9. Er wird als Pseudovektor bezeichnet, da fiir
ihn nicht alle Regeln der Vektoralgebra giiltig sind; Addition und Subtraktion sind

nicht erlaubt.
619/

Bild 2.1: Drehung des korperfesten Vektors V' um den axialen Einheitsvektor ey mit
dem Winkel 9.

Im folgenden wird unterschieden zwischen einem lokalen, kérperfesten und einem glo-

11
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balen, ortsfesten Koordinatensystem. Zu Beginn der Drehbewegung sind beide Koordi-
natensysteme identisch. Im lokalen Koordinatensystem werden die Komponenten des
Vektors V' durch eine Drehung nicht verandert. Ziel ist das Auffinden der Komponen-
ten des korperfesten Vektors V' im globalen Koordinatensystem nach einer Drehung.
Dieser Vektor wird mit v bezeichnet.

Dem Vorgehen in WITTENBURG [87] folgend wird zunéchst der Einheitsvekor ey zu

=3 ey = g (2.30)
eingefithrt. Mit den Vektoren @ und b geméf Bild 2.1 folgt sowohl
v=V 4+ (1l —cosV)b+sinda (2.31)
als auch
a=eygxV b=eyxa . (2.32)
Finsetzen von (2.32) in (2.31) fithrt auf
v=V + (1l —cos?) (eg x (eg x V)) + sind(eyg xV) . (2.33)
Nach einigen Zwischenrechnungen erhilt man
v = ROV |, (2.34)

mit der orthogonalen Transformationsmatrix fiir endliche Rotationen, auch Rodrigues-
Formel genannt ( siehe z.B. SHABANA [75] )

siny -~ 1
9 -
IR

R(W) = 1; + 99 (2.35)

~ . 9 .o U
= 13 + ey sind + 2&y° sin? 7 - (2.36)

Hierin bezeichnet 9 (analog ey) den schiefsymmetrischen Tensor zum axialen Vektor

. Es gilt:

) ) 0 —ds
—vy U 0

Aus (2.35) folgt mit 99 = 9 x ¥ = 0 unmittelbar
R¥)9=9 . (2.38)

Hieraus folgt jedoch nicht R(¥) =1!

12
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2.2.1.2 Exponential-Transformation

Die Darstellung des Rotationstensors geméaf (2.35) ist fiir die erforderliche Linearisie-
rung im Rahmen einer nichtlinearen Finite-Element Berechnung ungeeignet. Bezug-
nehmend auf ARGYRIS [1| werden daher die trigonometrischen Anteile aus (2.35) in
Reihen entwickelt:

2 g4 Y2n .
RY) = 1 l——=+—=— .+ (1) —=t..)0
() it g g e D i) )+
o9 By o
—— — 4 — - 1) ———+...)9Y . 2.
LR T T T A e TRy (2:39)
Einsetzen von
0 = (—1) g = (e (2.40)
fithrt auf
~ 1 =2 1 =3 ~n
R(9) = 1—|—19—|—§19 —I_ﬁﬁ —I_'”—I_Hﬁ +... . (2.41)
Dies entspricht der Reihenentwicklung der Funktion:
R(®) = eap(9) . (2.42)

Diese Darstellung spielt bei der Entwicklung der Theorie zur Beschreibung endlicher
Rotationen mit der Methode der Finiten Elemente eine grofe Rolle (siehe z.B. SiMO
UND VU-Quoc [79] oder SIMO UND WONG [80]), da sie sehr gut linearisierbar ist.
Hierzu sei auf Kapitel 3.1.2 verwiesen.

Die Parametrisierung mittels der Exponential-Transformation ist frei von Singularité-
ten, wie sie beispielsweise bei der nachfolgend beschriebenen Cayley-Transformation
auftreten.

2.2.1.3 Cayley-Transformation

Eine besonders fiir transiente Probleme wichtige Parametrisierung ergibt sich durch
Einfithrung skalierter Rotationsvektoren der Form:
v, 9

w = kW)Y = tan(=

) (2.43)

Unter Zuhilfenahme einiger trigonometrischer Umformungen (siehe BETSCH, MENZEL
UND STEIN [10]) ergibt sich der Rotationstensor zu

2

Die Wahl eines skalierten Rotationsvektors
t J
& — 2w = By (2.45)

9
2

13
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fiihrt auf die gebrauchliche Form:

R(®) = cay(®) = 15+ ®P) . (2.46)

I~ 1
P 4+ -
(2 +4

L+ @l
Auch die Cayley-Transformation erzeugt fiir jeden skalierten Rotationsvektor @ ¢ R?
einen orthogonalen Tensor.

Die Funktion f(®) = tan(%) besitzt bei ® = L7, £27 ..., Singularitdten. Da
diese Funktion in (2.45) enthalten ist, ist die Parametrisierung mittels der Cayley-

Transformation nicht frei von Singularitdten.

2.2.1.4 Quaternionen

Eine andere Parametrisierung erhédlt man durch Einfithrung von Quaternionen, deren
Komponenten Euler-Rodrigues Parameter sind. Sie sind ein Skalar und ein Vektor der

Form:
19 q1 . 19
Go = cos 5 A=\ @ | =essing . (2.47)
4q3
Mittels der Quaternion ist eine endliche Drehung vollstandig bestimmt. Da |leg]| = 1

gilt, ist die zusétzliche Bedingung
% +aq=1 (2.48)

erfiillt.

Mit einigen Zwischenrechnungen (siehe WITTENBURG [87]) kann (2.33) unter Verwen-
dung von (2.47) umgeformt werden zu

v = [(2¢0-1)1 + 2(9q" +0q)]V . (2.49)
Hiermit berechnet sich der Rotationstensor aus den Euler-Rodrigues Paramentern zu

206+ ) -1 2(qe — qq3) 2(q165 + Goge)
R(qo,q) = | 2(q192+9093) 2(¢6+4)—1 2(0243 — qoqn)
2(q193 — 902) 2(@g+ qq) 2(¢ +4¢3) —1

(2.50)

Zur Riickrechnung des Rotationsvektors @ wird StMO UND WONG [80] folgend die
rechte Gleichung in (2.47) zu

Y
€y == €y - €y sSin 5 (251)

erweitert. Aufgrund der Parallelitdt von ¢ und g kann dies zu

Vv = 2aresin(||q]) (2.52)

14
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aufgelost werden. Die rechte Gleichung in (2.47) wird der linken wegen der héheren
numerischen Genauigkeit bei der Auswertung fiir kleine Winkel vorgezogen. Der Rota-
tionsvektor folgt wiederum aus der Parallelitét von @ und q zu

q
9 = 9L (2.53)
lql

Die singularitdtenfreie Parametrisierung mittels Quaternionen erfordert somit nur die
Abspeicherung von 4 Grofen fiir eine endliche Drehung. Sie kénnen direkt aus dem Ro-
tationsvektor mittels (2.47) gewonnen werden. Aus den Quaternionen kann man sowohl
den Rotationstensor (2.50) als auch den Rotationsvektor (2.52) und (2.53) berechnen.

2.2.2 Zusammensetzung endlicher Rotationen

Im folgenden werde ein Koérper B mit festem Punkt zwei aufeinanderfolgenden Ein-
zeldrehungen um nichtparallele raumliche Achsen ausgesetzt. Die Rotationsvektoren
(und damit auch die Rotationstensoren) beider Einzeldrehungen ¢ und At seien be-
kannt. Ein Aufaddieren der Rotationsvektoren ist wie bereits in Kapitel 2.2.1.1 erlau-
tert, nicht erlaubt. Gesucht wird daher der Rotationstensor R, der die Gesamtdre-

hung beschreibt.
A N

,vt—I—At

Bild 2.2: Darstellung des Korpers B vor den Drehungen und jeweils am Ende der Ein-
zeldrehungen mit dem korperfesten Basissystem e und einem korperfesten
Vektor v aus Sicht eines ortsfesten Beobachters.

Im folgenden muf unterschieden werden zwischen der Beschreibung der Rotationsvek-
toren der Einzeldrehungen im kérperfesten (lokalen) Koordinatensystem @', ®2! und
im ortsfesten (globalen) Koordinatensystem 6, 6°'. Der Index rechts unten bezeichnet
jeweils die Basis, in der die betrachtete Grofe beschrieben wird.
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2.2.2.1 Beschreibung der Rotationsvektoren in ortsfester (globaler) Basis

Fiir den korperfesten Vektor v am Ende der ersten Drehung gilt
v, = R'v) . (2.54)
Entsprechendes Vorgehen fiir die zweite Drehung erzeugt hiermit
W = R
= R R'v) . (2.55)
Der Rotationstensor der Gesamtdrehung lautet somit

R = R(#%") R(8') . (2.56)

2.2.2.2 Beschreibung der Rotationsvektoren in kérperfester (lokaler) Basis

Fiir den korperfesten Vektor v nach der zweiten Drehung gilt
oIS = RATyl = RAT LA (2.57)
Entsprechend wird der Vektor v nach der ersten Drehung berechnet zu

,vé—l—At — Rt v?i—I—At ,

— Rt RAL‘ 'U?—At 7

= R' R*v) . (2.58)
Dies fiihrt auf den Rotationstensor fiir die Gesamtdrehung

R = R(®") R(®%) . (2.59)

2.2.2.3 Aufeinanderfolgende endliche Rotationen bei Verwendung von
Quaternionen

Aufeinanderfolgende Drehungen kénnen direkt mittels Quaternionenmultiplikation be-
rechnet werden. Die Berechnung der zugehorigen Rotationsmatrizen ist hierbei nicht
notwendig.

Ausgehend von den Quaternionen der aufeinanderfolgenden Einzeldrehungen ¢, ¢* und
gt gttt ergeben sich folgende Quaternionen fiir die Gesamtdrehung bei Berechnung
mit Rotationsvektoren

in der globalen Basis: (g5t ¢""%) = (¢5",4") o (45,9
in der lokalen Basis: (gitat g2t = (9,9 © (g5",q"") . (2.60)

Die Reihenfolge der Quaternionenmultiplikation entspricht der Reihenfolge der Multi-
plikation der Rotationstensoren.
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2.2. ABBILDUNG ENDLICHER ROTATIONEN

Die Quaternionenmultiplikation

(ro,r) = (po;p) © (9,9) (2.61)

ist folgendermafen definiert:

T = pPpoqg — P-q ,
r = pgq+ @p + pxq . (2.62)

Auch wenn als Drehkinematen die Komponenten des Rotationsvektors gewdhlt wer-
den, ist aus numerischer Sicht die Speicherung der Rotationen mittels Quaternionen
aufgrund ihrer einfachen Handhabung und ihres geringen Speicherplatzbedarfes emp-
fehlenswert.
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Kapitel 3

Starrkorper und
Kopplungsbedingungen in der Statik

Im folgenden Kapitel wird eine Starrkérperformulierung entwickelt, die in der iiblichen
Form eines Strukturelementes fiir geometrisch nichtlineare statische Berechnungen mit
der Methode der Finiten Elemente verwendet werden kann. Thr Finsatz ist fiir folgende
Problemstellungen empfehlenswert:

- Reduktion der Anzahl der Freiheitsgrade in Bereichen mit geringen Verzerrungen,
wie beispielsweise Verstarkungen, Einschliissen hoher Steifigkeit oder schwach
beanspruchten Strukturbereichen.

HOO

)]

Bild 3.1: Modellierung einer Randverstarkung durch einen Starrkorper

- Verbesserung der Kondition der Steifigkeitsmatrix durch das Starrsetzen steifer
Bereiche in Strukturen mit groken Gradienten in der rdumlichen Verteilung der

Steifigkeit.

- Reduktion komplexer Systeme auf einfache Modelle zur Vorberechnung bzw. Va-
riantenuntersuchung.

Desweiteren werden Elemente zur Auflagerung und Kopplung von Strukturelementen
mit Verschiebungsfreiheitsgraden fiir folgende Anwendungen entwickelt:

- Modellierung von Auflagerungen bzw. Lasteinleitungen, die nicht durch direkte

Vorgaben beziiglich der vorhandenen Knotenfreiheitsgrade definiert werden koén-
nen.
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3.1. MODELLIERUNG VON STARRKORPERN

- Kopplung diskretisierter Strukturbereiche mit nicht {ibereinstimmender Position
der Knoten im Kopplungsbereich.

- Kopplung von unterschiedlichen Elementtypen wie z.B. Schalen und Volumenele-
menten. Anwendungen hierfiir gibt es in der Modelladaptivitat.

Die Formulierung von Ubergangsbedingungen in der Modelladaptivitit wurde be-
reits von OHNIMUS [63] fiir eine groke Zahl von Varianten ausfiihrlich diskutiert. Zur
Finite-Element-Modellierung von Starrkérpern und Ubergangsbedingungen wird auf
KUGLER [53] verwiesen. Die Erfiillung der Zwangsbedingungen wurde hier mit dem
Penalty-Verfahren, der Methode der Lagrange-Multiplikatoren sowie dem Augmented-
Lagrange-Verfahren erzwungen. Entsprechende Formulierungen speziell fiir Starrkor-
per wurden auch selbst in GOTTLICHER UND SCHWEIZERHOF [33] dargestellt. Neben
der Darstellung dieser Methoden wird im folgenden Kapitel besonderer Wert auf die
Modellierung von Starrkérpern und Ubergangsbedingungen durch Transformation auf
Minimalkoordinaten, auch Master-Slave Konzept genannt, gelegt. Hierfiiir sei auch auf
GOTTLICHER UND SCHWEIZERHOF [34] verwiesen. Eine allgemeine Darstellung dieser
Methode findet sich auch in TAYLOR UND ZIENKIEWICZ [90].

3.1 Modellierung von Starrkorpern

3.1.1 Formulierung der Zwangsbedingung

Im folgenden wird die Modellierung von Starrkérpern innerhalb flexibler Strukturen
dargestellt. Die flexible Struktur sei aus 3D-Verschiebungselementen aufgebaut. Dies
kénnen beispielsweise geometrisch und physikalisch nichtlineare Volumenelemente, "so-
lid shell” Elemente, Scheiben- oder Membranelemente, etc. sein. Zur Modellierung der
Starrkorper werden die Geometrieansatzfunktionen von 3D-Verschiebungselementen
verwendet. Gruppen dieser Elemente lassen sich zu einem Starrkérper zusammen-

flexibel
flexibel

Bild 3.2: Kopplung starrer und flexibler Elemente

fassen (Bild 3.2).
Der Starrkérper stellt ein Kontinuum dar, das seine Gestalt nicht dndert. Die Abstan-
de aller Punkte dieses Kontinuums bleiben konstant. Im Raum lafst sich die Bewegung
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KAPITEL 3. STARRKORPER UND KOPPLUNGSBEDINGUNGEN IN DER STATIK

eines Starrkorpers durch 6 Freiheitsgrade ausdriicken. Hierfiir werden 3 Translationen
und die 3 Komponenten des Rotationsvektors fiir einen Bezugspunkt gewéhlt. Dies
kann der Schwerpunkt sein; in der Statik ist diese Wahl jedoch véllig beliebig. Insbe-
sondere bei der Modellierung von Auflagerbedingungen ist es sinnvoll, den Bezugspunkt
auf einen aufgelagerten Knoten zu legen.

Fiir jeden Knoten i, der sowohl an flexible wie auch an starre Elemente grenzt, wird
eine Zwangsbedingung formuliert, mit der die globale Verschiebung dieses Knotens wu;
ausgedriickt wird durch die globale Verschiebung uws und die Verdrehung des Bezugs-
punktes des Starrkorpers (beschrieben durch den zum Rotationsvektor 8 gehorigen
Rotationstensor R(@)). Der Vektor der Zwangsbedingungen fiir Knoten ¢ in globalen
Verschiebungskoordinaten lautet

zi = Mg + (R Vi,_ Vi) - Xi = 0 (3.1)
starr transl. starr,rot. de formierbar
bzw.
z, = s+ R(X,—Xs)—x;
= s+ RV,—2, . (3.2)

V; ist der Vektor vom Bezugspunkt zum Knoten ¢ in der Referenzkonfiguration.

3.1.2 Linearisierung der Zwangsbedingung

Zunéchst wird die Linearisierung fiir die Funktion
F(®) = R(®) (3.3)

zum Zeitpunkt t (in statischen Berechnungen steht t fiir eine Laststufe) gesucht. ® sei
hierbei ein Rotationsvektor mit Darstellung in lokaler oder globaler Basis.

Eine Taylorreihenentwicklung mit Abbruch nach dem 2. Glied entsprechend Kapitel
2.1.4 fithrt mit dem Linearisierungssymbol A auf

Lin(F') = F'(®)+ D (F' (®)) A® + Rest | (3.4)

wobei geméf Kapitel 2.2.1.2
~

D(F'(®))=D(R(®)) =D (exp(®))) (3.5)

gilt. Auf diesen Ausdruck wird die Gateaux-Ableitung angewendet.
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3.1. MODELLIERUNG VON STARRKORPERN

Es werden zwei Falle unterschieden (SiMO UND VU-QuUOC [79]):

1.) Beschreibung der inkrementellen Rotationsvektoren mit lokalen (kor-
perfesten) Basisvektoren ©

Die Drehung A® findet nach der Drehung ® statt. Bei der Bildung eines resul-
tierenden Rotationstensors ist die Reihenfolge der Multiplikationen identisch mit
der Reihenfolge der einzelnen Drehungen. Daher gilt:

D(R') A® = dilg[e:z;p(@t—l-eA(:))]E:o :
d ~t ~
= d_g [€$p(® ) 6$p(€A®)]5:0 )

- R' AG® . (3.6)

2.) Beschreibung der inkrementellen Rotationsvektoren mit globalen
(ortsfesten) Basisvektoren 6

Hier kehrt sich die Reihenfolge der Multiplikationen um. Daher gilt:

d N
D(R') A6 = E[egcp(@f+5A¢9)]6:0 :
d ~ ~t
= g[exp(sAG)exp(Q) le=o

- AOR' . (3.7)

Diese Darstellung kann anschaulich interpretiert werden. Hierzu wird einen Kérper be-
trachtet, der um seinen Bezugspunkt rotiert. Der Vektor vom Schwerpunkt zu einem
beliebigen Punkt des Korpers in der Referenzkonfiguration sei V. Mit obigen Ergeb-
nissen wird der Ausdruck

F =RV (3.8)

linearisiert. Fiir lokal definierte Rotationsvektoren ergibt sich

lin(R'V) = R'V+(ARHYV |
- R'V+(RA®)V |
= R'V+R(AG xV) . (3.9)
Analog ergibt sich fiir global definierte Rotationsvektoren

lin(R' V) = R'V+AOx(RV) . (3.10)

In Bild 3.3 sind die Positionen des um den Bezugspunkt rotierenden Punktes ¢ in der
Referenzkonfiguration %, am Linearisierungspunkt ¢ und seine mit der Linearisierung
approximierte Position i/t2! angegeben.

Da lokale Rotationswinkel auf das kérperfeste Koordinatensystem bezogen sind, wird
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KAPITEL 3. STARRKORPER UND KOPPLUNGSBEDINGUNGEN IN DER STATIK

RI(A® x V) jra
A6 x (R'V) : AO xV

@A@

Bild 3.3: Geometrische Deutung der Gleichungen (3.9) und (3.10)

der Positionsvektor ¢/*2! zunichst im korperfesten System berechnet (A® x V') und

dann mittels R’ in das globale System gedreht.
Bei global definierten Rotationsvektoren kann der Positionsvektor direkt in der aktu-
ellen Konfiguration (A8 x v') ermittelt werden.

Die linearisierte Form der Zwangsbedingung fiir die Kopplung des Knotens i eines
flexiblen Korpers an einen Starrkérper ergibt sich somit bei Verwendung globaler Ro-
tationsvektoren zu

Lin(z!) = us+ Aus+ (vi—V,;)+ A0 xv; — (u} + Au;) =0  (3.11)
bzw.
Lin(z!) = zL+Azk+ RV, + A8 x vl — (z! + Az) . (3.12)

Da Aus = Axs und Au; = Awx; gilt, kann man beide Formulierungen umschreiben
in

Az; = Aus+ A xv: — Au; =0 . (3.13)
Analog erhélt man fiir lokal definierte Rotationen
Az; = Aus+ R(A® xV!) - Au; =0 . (3.14)
Da der Drehtensor R orthogonal ist, lift sich dies mit R™' = R? umformen in

Az, =R Aus+ (A®x V) — R Au; =0 . (3.15)

Bei zeitunabhangigen Problemen ist sowohl die Verwendung lokaler als auch globaler
Koordinatensysteme fiir die Rotationen méoglich. Verschiebungsfreiheitsgrade werden
iiblicherweise in einem globalen Koordinatensystem beschrieben.
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3.2. BERUCKSICHTIGUNG DER ZWANGSBEDINGUNGEN

3.2 Beriicksichtigung der Zwangsbedingungen

Im folgenden wird die Beriicksichtigung der Nebenbedingungen zur Berechnung von
Starrkérpern an drei gebrduchlichen Verfahren diskutiert. Dies sind das Penalty-
Verfahren, das Augmented-Lagrange-Verfahren sowie die Methode der Lagrange-
Multiplikatoren. Ausfiihrliche Darstellungen dieser Verfahren finden sich bei KUGLER
[53] und in Arbeiten {iber Kontaktformulierungen, beispielsweise bei SCHERF [71] oder
VU VAN [86]. Zusatzlich wird auch eine Transformation auf Minimalkoordinaten ent-
wickelt und mit den o.g. Verfahren verglichen.

Den folgenden Herleitungen liegen Rotationsvektoren in globalen Koordinaten zugrun-

de.

3.2.1 Penalty-Verfahren
3.2.1.1 Allgemeine Beschreibung

Die einfachste Moglichkeit der Beriicksichtigung einer Zwangsbedingung stellt das
Penalty-Verfahren bzw. Strafverfahren dar. Hierbei wird das Gesamtpotential fiir jeden
anzukoppelnden Knoten ¢ um einen Strafterm der Form

1
Hi = 5 CZ; Z; (316)

erweitert. Wie leicht zu sehen ist, entspricht dies dem Potential linearer Einzelfedern.
Durch Vorgabe (3.16) wird die ’soll” Position des anzukoppelnden Knotens auf dem
Starrkorper mit einer Feder in jeder globalen Koordinatenrichtung mit der "ist” Positi-
on des Knotens am flexiblen Element verbunden. Der konstante Penalty-Faktor ¢ stellt
in diesem Modell die Federsteifigkeit dar. Bei erfiillter Zwangsbedingung verschwindet
die Potentialerweiterung (3.16). Offensichtlich ist zur exakten Erfiillung der Nebenbe-
dingung die Vorgabe eines unendlich groken Penalty-Faktors erforderlich. Dieser darf
jedoch mit Riicksicht auf die Konditionierung des Gleichungssystems nicht zu grof
gewédhlt werden. Eine Verletzung der Zwangsbedingung ist daher im allgemeinen un-
vermeidbar.

Ein zu klein gewahlter Penalty-Faktor hingegen fithrt zu einer unzureichenden Erfiil-
lung der Zwangsbedingung.

Die Wahl dieses Faktors erfordert besondere Aufmerksamkeit und muf durch nume-
rische Experimente ermittelt werden. Hierbei sollte mit Penalty-Faktoren begonnen
werdn, die in der Grokenordnung der Eintrige der flexiblen Elemente liegen, die an
den Starrkorper grenzen (siehe SCHERF [71]).
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Vorteile des Verfahrens

- Die Anzahl und die Art Freiheitsgrade des ungekoppelten Systems werden
durch die Nebenbedingungen nicht verdndert. Daher ist die Implementierung
besonders einfach.

- Infolge der Kopplung werden keine Nullelemente auf der Diagonale des Glei-
chungssystems erzeugt.

Nachteile des Verfahrens

- Die Wahl des Penalty-Faktors ist aus oben erlduterten Griinden sehr schwie-
rig und fiihrt auf schlecht konditionierte Gleichungssysteme.

- Im Allgemeinen wird die Nebenbedingung auch bei grokem Penalty-Faktor
verletzt, wodurch sich nur eine Ndherung an die gesuchte Losung ergibt.

3.2.1.2 Linearisierung

Die Forderung nach Gleichgewicht ist gleichbedeutend mit der Forderung nach Statio-
naritat des Potentials (3.16). Dies liefert

51—[2 = Cc zZ;- (SZZ' 5
= Czi'((SUS+50><Ui_5ui) ’

—Z; (S’UJZ
= C z; . (S’UJS . (317)
V; X Z; 60

Fiir eine nichtlineare Berechnung mit dem Newton-Raphson-Verfahren wird die Linea-
risierung

A(SHZ =C AZZ' . (SZZ' + cz; A((SZZ) . (318)
von (3.17) benétigt. Diese Beziehung kann mit

A((SZZ) = A((S’UJS + 60 x v; — (S’Uq) s
= A(S’UJS + AdO x v; + 60 x (A0 X Ui) — A(S’Uq (319)

unter Vernachlassigung der Restglieder in die Form

A(SHZ = CAZZ"(SZZ'—I-CZZ"[(SQX(AQXvi)] R
= cAz-Szi+c{[-vlz 1540, 2] A0} -560
= [K; Au] - du (3.20)

iibergefiihrt werden.
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Der Ausdruck in der Klammer ergibt

K, Au = ¢ | —13 13 —v; Aug )
wobei die Abkiirzung
Pp= —’UZT z; 13 4+ v; ZZT (3.21)

verwendet wird. K; ist die Steifigkeitsmatrix zur Ankopplung von Knoten 1.

In der Steifigkeitsmatrix ist nur der Ausdruck Pp unsymmetrisch aufgrund des letzten
Terms der rechten Seite in (3.21). Bei Anwendung eines groken Penalty-Faktors wird
z; sehr klein. Dann gilt die Abschéitzung

Pp < v;0;" . (3.22)

Somit ist die Beriicksichtigung von Pp nur dann erforderlich, wenn der Penalty-Faktor
sehr klein gewdhlt wird. Dies fithrt aber bei einer Starrkérpermodellierung zu nicht
akzeptablen Ergebnissen. Bei sinnvoll gewéhlten Penalty-Faktoren kann daher von einer
symmetrischen Steifigkeitsmatrix und

Ppr=0 (3.23)

ausgegangen werden. Bei kleineren Penalty-Faktoren kann die kiinstlich symmetrisierte
Form

1
Pp:—viT 2z 13—|—§ (v, ziT—I—zZ' ’UZT) (3.24)

vorgezogen werden.

3.2.1.3 Diskussion der Zwangsbedingung

Bild 3.4: Penalty Modell fiir den ebenen Fall.
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Zur Diskussion der verwendeten Zwangsbedingung wird folgende Aufgabe betrachtet:
Die Knoten i und j sind {iber eine Verschiebungszwangsbedingung zu koppeln. Die

Zwangsbedingung lautet
z=u—u; =0 . (3.25)

Die Forderung nach Stationaritdt von (3.16) und die Linearisierung fiihren auf die
zusdtzlichen Anteile zur Steifigkeitsmatrix Ky

_ 13 —13 A’U,Z

infolge der Nebenbedingung (3.25). Dies entspricht einer Kopplung der Knoten ¢ und
J durch eine Feder fiir jede Koordinatenrichtung gemaf Bild 3.4. Da die Richtungen
der Federn und ihre Steifigkeiten nicht von der Lage der Knoten i und j abhéngen,
sind die Elemente von Ky unabhingig von der Nebenbedingung z. Auferdem ist die
Zwangsbedingung iiber das Residuum

Ry=cz (3.26)
in der Gleichgewichtsermittlung zu beriicksichtigen.

Ferner ist anzumerken, daf z; bei den Anteilen fiir den Starrkorper iiber den Ausdruck
Pp (3.21) in die Steifigkeitsmatrix eingeht. Die Ursache hierfiir liegt in der Lineari-
sierung der Rotationen und nicht im Modell zur Beschreibung der Kopplung begriindet.

Alternative Zwangsbedingung

Im Gegensatz zur vorher geschilderten Vorgehensweise nach Bild 3.4 ist alternativ eine
Modellierung der Zwangsbedingung mittels einer Feder denkbar, die die Knoten i und
j gemék Bild 3.5 direkt verbindet. Die Zwangsbedingung fiir ein solches Modell lautet

z=(u;—u;) (ui—uj)=g-g=0 . (3.27)

Hieraus ergeben sich die zusdtzlichen Anteile zur Steifigkeitsmatrix mit

T

N=[g",—g"] (3.28)

zua

_ T . 13 _13 A’U,Z
O N R

Diese Formulierung ist ungeeignet zur Beschreibung von Starrkérpern, da das entste-
hende Funktional sehr stark geometrisch nichtlinear ist. Die entstehende Richtungsab-
héngigkeit der Anteile der Steifigkeitsmatrix (infolge IN') ist nur mit der zuvor erldu-
terten Vorgehensweise vermeidbar.
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flexibel

starr

Bild 3.5: Alternatives Penalty Modell fiir ein ebenes System.

3.2.2 Methode der Lagrange-Multiplikatoren
3.2.2.1 Allgemeine Beschreibung

Bei Anwendung der Methode der Lagrange-Multiplikatoren wird das Gesamtpotential
fiir jeden anzukoppelnden Knoten 7 um den Term

erweitert. A; ist der Vektor der Lagrange-Multiplikatoren. Er ist energetisch konjugiert
zur Nebenbedingung z;. Daher stellt er den Vektor der negativen Koppelkréfte zwischen
starrer und flexibler Struktur am Knoten ¢ dar. Das Verfahren kann somit als gemischte
Finite-Elemente-Methode angesehen werden.

Das Gleichungssystem wird um die Anzahl der Lagrange-Multiplikatoren erweitert. Sie
entspricht der Zahl der eingefithrten Nebenbedingungen. Auch hier verschwindet die
Potentialerweiterung (3.29) bei erfiillter Nebenbedingung.

Vorteile des Verfahrens

- Die Nebenbedingungen werden exakt erfiillt.

- Die Kontaktkrafte sind ohne zusétzliche Berechnungen verfiighar.
Nachteile des Verfahrens

- Die Grobe des Gleichungssystems steigt um die Anzahl der Lagrange-
Multiplikatoren (Anzahl der Nebenbedingungen).

- Die beim Aufbau des Gleichungssystems entstehenden Nullelemente auf der
Diagonalen machen bei der Verwendung iiblicher Gleichungsléser mit Drei-
eckszerlegung spezielle Losungstrategien erforderlich.

- Es kénnen infolge der Lagrange-Multiplikatoren und der Starrkorperfrei-
heitsgrade Eigenwerte sehr nahe bei Null auftreten, wodurch Gleichungssy-
steme mit schlechter Konditionierung erzeugt werden. (Siehe hierzu Kapitel

3.2.2.3)
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- Auch das Auftreten negativer Eigenwerte (indefinite Gleichungssysteme)
muf bei der Auswahl des Gleichungslosers beachtet werden. Beispielswei-
se ist hier die Cholesky-Zerlegung nicht funktionsféhig.

3.2.2.2 Linearisierung

Die Forderung nach Gleichgewicht ist gleichbedeutend mit der Forderung nach Statio-
naritat von (3.29):

(SHZ = (SAZ -z + AZ . (SZZ' 5
= (SAZZZ + AZ((S’UJS—I-(SQX’UZ—(S’UJZ) R

_Ai (S’UJZ
. AZ (S’UJS
z; (SAZ

Fiir die nichtlineare Berechnung mit dem Newton-Raphson-Verfahren wird die Linea-
risierung

N—_———

~0

von (3.30) benétigt. Dies kann mit (3.19) unter Vernachlassigung der Restglieder ho-
herer Ordnung in

AN, = XAz, + AN bz, + X [0 x (A0 xv,) ]
= XAz + ANz + H{ v N1 o AT A0 56
= [K; Au] - du (3.32)
umgeformt werden. Der Ausdruck in der Klammer ergibt

0 0 0 -1, Au;

0 0O O 1; Aug
Kiduw="1"19 o p, 3 A6
~1; 13 3,7 0 AN
mit
P; = —’UiT)\i 15+ v; )\ZT . (3.33)

Dabei ist K; die Steifigkeitsmatrix zur Ankopplung von Knoten ¢ und v; der Vektor
vom Schwerpunkt des Starrkorpers zum angekoppelten Knoten .

Auch hier entsteht in Gleichung (3.33) eine Unsymmetrie aufgrund des letzten Terms.
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Im allgemeinen kann nicht davon ausgegangen werden, daf der Ausdruck v; A7 klein
ist. Zur Analyse dieses Ausdruckes wird der Starrkérper, an dem kein resultierendes
Moment aus dusseren Kréften angreifen soll, freigeschnitten. Das Moment Mg um
seinen Schwerpunkt ergibt sich zu

nak

Ms =) (vixX) , (3.34)

=1

wobei nak die Anzahl der Knoten ist, die sowohl an den betrachteten Starrkorper als
auch an mindestens ein flexibles Element angrenzen.
Komponentenweise formuliert fithrt dies auf

Bl

M, = (vig Aiz —viz Aig)

=1

A4é —

[
2
Eend

(—vip Az +vis Ay )

=1

nak
M3 — (Uil )\22 - UZ'Q )\21 ) . (335)

1

o

k3

Da das Momentengleichgewicht fiir jede Komponente von M ; erfiillt sein mufs, folgt

aus (3.35)

nak nak nak nak nak nak

Zviz Aig = Zvi:a Aig Zvn Aig = Zvi:a ity Zvn Aig = Zviz Ait
=1 =1 =1 =1 =1 =1

(3.36)
Dies bedeutet, daf die Eintrage in der Gesamtsteifigkeitsmatrix beziiglich der Freiheits-
grade der Starrkérper im Gleichgewichtszustand symmetrisch sind. Die Konvergenz in
der Gleichgewichtsiteration mit dem Newton-Raphson-Verfahren wird sich daher durch
Symmetrisieren von (3.33) gemaf

1
Pp:—’UZTAZ' 13—|-§(’UZAZT—|-AZ’UZT) (337)

nur unwesentlich verschlechtern. Analog ist dies auch eine weitere Begriindung fiir die
Symmetrisierung beim Penalty-Verfahren.

Hierzu ist anzumerken, daf bei der Berechnung von Problemen mit eindeutigen Lo-
sungen mittels des Newton-Raphson-Verfahrens die Steifigkeitsmatrix keinen Einflufs
auf das Ergebnis hat, sondern nur auf die Konvergenzeigenschaften. Dies gilt jedoch
nicht fiir Bifurkations- und Durchschlagprobleme, da sich durch das Symmetrisieren
die Eigenwerte der Steifigkeitsmatrix &ndern kénnen.
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3.2.2.3 Skalierung zur Verbesserung der Kondition

Die schlechte Konditionierung des Gleichungssystems infolge von betragsméfig sehr
kleinen Eigenwerten kann durch Skalierung der Lagrange-Multiplikatoren und der
Starrkorperverschiebungen verbessert werden.

Das zu l6sende Gleichungssystem

K Au=R (3.38)
wird erweitert auf

(QR'KQ)(Q'Au) = QR |

KAa = R . (3.39)
Nach Lésung von (3.39) wird der Losungsvektor des urspriinglichen Systems (3.38)
mittels
Au = Q Ad (3.40)
berechnet.

Die diagonale Skalierungsmatrix @ hat dann die Gestalt

1, 0 0 0
10 el 0 0
Q=10 0 en1, 0 (3.41)
0 O 0 cpsls

Zur Reduzierung des Rechen- und Speicheraufwandes wird meist mit nur einem Ska-
lierungsfaktor ¢ = ¢p; = ¢py = ¢4 fiir alle Lagrange-Multiplikatoren und Starrkor-
perfreiheitsgrade gearbeitet.

Da vor der Losung von (3.39) nur die wenigen Eintriage der Steifigkeitsmatrix fiir die
Starrkorperfreiheitsgrade und die Lagrange-Multiplikatoren mit ¢z, multipliziert wer-
den miissen, ist der zusétzliche Rechenaufwand sehr gering. Die Skalierung kann auch
direkt beim Aufbau der Steifigkeitsmatrizen fiir jeden angekoppelten Knoten durchge-
fithrt werden.

Mit dieser Methode kann bei spalten- bzw. zeilenweise sehr starken Unterschieden in
der Groéfkenordnung der Eintrage der Steifigkeitsmatrix eine Angleichung vorgenommen
werden.

Bestimmung des Skalierungsfaktors ¢y,

Nach dem Satz von Gerschgorin (siehe z.B. STOER UND BULIRSCH [82]) enthélt die
Vereinigung aller Kreisflachen

Gio={reC|Ir— Ayl <) |Aul} (3.42)
k=1
k#1

alle Eigenwerte der nxn Matrix A = (A;;). Weiterhin gilt:
Ist die Vereinigung M; von k Kreisen GG, j = 1, ..., k, disjunkt von der Vereinigung der
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iibrigen Kreise, so enthélt M; genau n — k Eigenwerte.

Hieraus folgt die Aussage fiir die Steifigkeitsmatrix K: Die Vereinigungsmenge der
Gerschgorin-Kreise Gy, fiir die ng,, Zeilen der Steifigkeitsmatrix beziiglich Aug, A8
und AX enthéalt genau ny,, Eigenwerte. Bei Vernachlassigung von Pj geméf (3.33)
fiihrt dies auf Kreise um den Ursprung mit relativ kleinen Radien. Durch die Skalie-
rung soll der Durchmesser des kleinsten Kreises so weit vergrofert werden, daf er die
Gerschgorin-Kreise G fiir die n.; Zeilen der Steifigkeitsmatrix fiir die Freiheitsgrade
Aw einschliefst.

Mit
dg = max (K;+ Z | K] ) 1 <i1<ng ,
ok
dlag = min ([(ii + Z |[(ik| ) 1 S 7 S Niag (343)
Y 1;;1.

geméak Bild 3.6 ergibt sich der Skalierungsfaktor zu

. del
B dlag

cr (3.44)

Glag Re(k)

Y

1 d

el
2 4
T

——

Bild 3.6: Gerschgorin-Kreise (¢ zur Eingrenzung der Eigenwerte « fiir die Steifigkeits-
matrix bel Kopplung mit Lagrange-Multiplikatoren

Bei Beriicksichtigung von Py, kann die Einfithrung eines eigenen Skalierungsfaktors fiir
die Rotationsfreiheitsgrade erforderlich werden.
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3.2.2.4 Loésungsstrategien fiir Loser mit Dreieckszerlegung

Beim Zusammenbau der Steifigkeitsmatrix geméaf (3.33) werden bei den Freiheits-
graden fiir die Starrkorperverschiebungen und -verdrehungen sowie fiir die Lagrange-
Multiplikatoren eventuell Diagonalelemente mit dem Wert Null erzeugt.

Zur Losung der zugeordneten Gleichungssysteme sind Gleichungsléser mit Dreiecks-
zerlegung verbreitet, wie beispielsweise der Gaul-Algorithmus, die Cholesky-Zerlegung
(nur fiir symmetrische, positiv definite Gleichungssysteme) oder die LDL” Faktorisie-
rung (fiir symmetrische, positiv definite und indefinite Gleichungssysteme). Fiir weitere
Details sei auf siche ROTTNER [67] verwiesen.

Bei diesen Gleichungslosern ist es erforderlich, zur Durchfithrung der Dreieckszerlegung
der Matrix K bestehend aus n Zeilen und n Spalten, fiir jede Zeile : mit ¢ = 1...n
folgende Bearbeitungsschritte am Gleichungssystem durchzufiihren (siehe z.B. STOER
UND BULIRSCH [82]):

Die Elemente der Zeilen 7 + 1 bis n werden mit einem Faktor multipliziert, bei dem
das Diagonalelement A;; im Nenner steht, und anschlieliend weiter manipuliert. Somit
darf A;; nicht den Wert Null haben. Zu Beachten ist, dal die Diagonalelemente

AJ‘]‘ mit Z<]§n

im allgemeinen durch Rechenoperationen fiir Zeile 1 verandert werden. Wenn die Ma-
trix den Rang n besitzt, muf es immer eine Zeile j geben mit ¢ < j < n deren
Diagonalelement A;; nach den Rechenoperationen fiir Zeile i ungleich Null ist. Im fol-
genden werden zwei Méglichkeiten vorgestellt, mit denen die Situation Agpqyitr) =0
vermieden werden kann.

1.) Méoglichkeit: Pivot-Suche

Nach Abschlufs der Rechenoperationen fiir Zeile ¢ wird die Zeile j mit 1 < 7 < n
gesucht, deren Spaltenelement A;; den groften Betrag besitzt (Spaltenpivotsu-
che). Falls j # (i + 1) werden die Elemente der Zeilen j und ¢ + 1 getauscht.
Da die Pivotsuche sehr aufwendig ist, wird man sie nur durchfithren, wenn
Aitnyi+1) = 0. Auch wenn vor der Gleichungslosung eine Bandbreitenoptimie-
rung durchgefithrt wurde, wird die dabei ermittelte optimale Anordnung der Frei-
heitsgrade durch die Umstrukturierung im Rahmen der Pivot-Suche zerstort. Das
Vorgehen ist somit sehr ineffizient.

2.) Moglichkeit: Geeignete Anordnung der Freiheitsgrade

Diejenigen Freiheitsgrade, deren Diagonalelemente in der Gesamtsteifigkeitsma-
trix den Wert Null besitzen, sind bereits beim Aufbau dieser Matrix bekannt.
Daher werden die Freiheitsgrade in der Form

Auel
AA
KAu = K| 9 (3.45)

A’lLS

geordnet. Die Eintrage fiir die Freiheitsgrade der flexiblen Elemente u,; sind nur
mit denen der Lagrange-Multiplikatoren A in der Gesamtsteifigkeitsmatrix direkt
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gekoppelt. Bei der sukzessiven Losung des linearen Gleichungssystems in der Rei-
henfolge gemif (3.45) in der Gleichgewichtsiteration, kénnen nur die Nullen auf
den Diagonalelementen beziiglich der Lagrange-Multiplikatoren verschwinden. Im
globalen Vektor der Unbekannten miissen sie daher den unbekannten Knotenver-
schiebungen der diskretisierten flexiblen Strukturbereiche folgen. Erst bei der
Bearbeitung der Gleichungen beziiglich der Lagrange-Multiplikatoren werden die
Eintrage in das Gleichungssystem fiir die Starrkorperfreiheitsgrade verdndert.
Diese miissen im globalen Vektor der Unbekannten am Ende angeordnet werden.
Mit diesem Vorgehen, das keine zusatzliche Rechenzeit benétigt, kann die Pivo-
tsuche vermieden werden. Es erweist sich auch in den berechneten Beispielen als
sehr robust.

Diese Methode kann wegen der Kopplung der Lagrange-Multiplikatoren mit den
Freiheitsgraden der flexiblen Elemente auf sehr grofie Bandbreiten in der globalen
Steifigkeitsmatrix fithren, wodurch die Gleichungslésung sehr ineffizient wird. Zur
Verminderung des Rechenaufwandes empfiehlt sich eine Bandbreitenoptimierung
innerhalb der Freiheitsgrade der flexiblen Elemente u,; unter Beriicksichtigung
der anschliefenden Unbekannten X, 8 und ug geméif (3.45).

3.2.3 Augmented-Lagrange-Verfahren
3.2.3.1 Allgemeine Beschreibung

Beim Augmented-Lagrange-Verfahren wird das Gesamtpotential fiir jeden anzukop-
pelnden Knoten 7 um den Term

1
Hi = 5022"22' + AZZZ (346)

erweitert. Es stellt eine Vereinigung des Penalty-Verfahrens und der Methode der
Lagrange-Multiplikatoren dar.

Innerhalb einer Gleichgewichtsiteration mit dem Newton-Raphson-Verfahren sind die
Lagrange-Multiplikatoren unveranderlich. Die Zwangsbedingungen z; werden mittels
des Penalty-Verfahrens naherungsweise erfiillt. Anschlielend erfolgt in einer zusétzli-
chen ’ duheren * Iteration eine Ubertragung der Kopplungskrifte ¢ z; auf die Lagrange-
Multiplikatoren und mit diesen als vorgegebener Belastung eine erneute Gleichgewicht-
siteration. Das Ende der beider Iteration ist erreicht, wenn der Vektor der Lagrange-
Multiplikatoren A; die gesamten Kopplungskréfte zwischen starrer und flexibler Struk-
tur fiir Knoten 1 enthilt und die Zwangsbedingung z; innerhalb einer gegebenen, sehr
kleinen Toleranz erfiillt ist.
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Vorgehensweise

1. Schritt

Abschitzung der Lagrange-Multiplikatoren (also der Koppelkrifte fiir alle Knoten
i zwischen starren und flexiblen Strukturbereichen) fiir den Iterationsschritt k& = 1
der Lagrange Iteration (&ussere Iteration), z.B. mit

nak

Y (AFt=0) . (3.47)

=1
nak ist Anzahl der an Starrkérper und flexible Korper grenzenden Knoten.

2. Schritt

Bestimmung des stationdren Wertes des Funktionals

nak

1
., = H—I—Z(ﬁczi-zi + AFz) (3.48)

=1

mit A¥ = konst unter Beriicksichtigung von Kapitel 3.2.3.2 z.B. mittels einer
Gleichgewichtsiteraion mit dem Newton-Raphson-Verfahren.

3. Schritt

Bestimmung der verbesserten Abschétzung der Koppelkréfte A; in einem Schritt
der 7 dufseren 7 Iteration

AL =X ez (3.49)

4. Schritt
Uberpriifung der Abbruchbedingung, mittels
IF

nak
Z (z;-2;) < Toleranz (3.50)
=1

THEN — Weiter mit dem néchsten Lastschritt (k=1)
ELSE — Weiter mit Schritt 2 (k=k+1)

Dieses Vorgehen lékt sich im Finzelnen wie folgt interpretieren. In der ersten duferen
[teration wird mit der Vorgabe A; = 0 eine Berechnung durchgefiihrt, die einer Kopp-
lung mit dem Penalty-Verfahren entspricht. In der letzten dufieren Iteration hingegen
gilt fiir die Penalty-Krafte ¢ z; ~ 0. Das Ergebnis ist daher vergleichbar mit dem einer
Kopplung iiber Lagrange-Multiplikatoren. Am Ende der Iteration gilt wegen der in gu-
ter Naherung erfiillten Zwangsbedingungen fiir die Potentialerweiterungen (3.46):
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Wahl des Penalty-Faktors ¢

Wie beim Penalty-Verfahren muf auch hier der Wahl des Penalty-Faktors ¢ besondere
Aufmerksamkeit gewidmet werden. Da durch die dussere Iteration £ die Verletzung der
Zwangsbedingungen sehr stark vermindert wird, kann ¢ hier kleiner gewahlt werden.
Jedoch wird bei zu klein gewdhltem ¢ die Anzahl der dusseren Iterationen sehr grof
(eventuell wird das Abbruchkriterium nicht mehr erreicht). Es ist auch moglich, die

aussere Iteration mit kleinem Penalty Faktor zu starten und diesen bei schlechter Kon-
vergenz der dusseren Iteration zwischen den Gleichgewichtsiterationen zu vergrofern.

Vorteile des Verfahrens

Die Anzahl und Art der Freiheitsgrade des ungekoppelten Systems wird
durch die Nebenbedingungen in der Gleichgewichtsiteration nicht verédndert.

Die Zwangsbedingungen werden im Rahmen einer vorgegebenen, sehr klei-
nen Toleranz erfiillt.

Da mit kleineren Penalty-Faktoren gerechnet werden kann als bei Verwen-
dung des Penalty-Verfahrens, ist die Kondition des Gleichungssystems hier
giinstiger.

Infolge der Kopplung werden keine Nullelemente auf der Diagonale der Stei-
figkeitsmatrix erzeugt.

Die Kopplungskrifte sind ohne zusétzliche Berechnungen verfiighar.

Nachteile des Verfahrens

Durch die Notwendigkeit einer zusétzlichen Iteration zur Erfiillung der
Zwangsbedingung wird das Verfahren sehr rechenintensiv und damit ineffi-
zient. Da A nicht konsistent linearisiert wird, sondern in der Gleichgewicht-
siteration konstant ist, wird in der &ufseren Iteration nur lineare Konvergenz
erreicht.

Die Wahl des Penalty-Faktors stellt, wie bereits erlautert, die eigentliche
Problematik dar.
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3.2.3.2 Linearisierung

Die Forderung nach Gleichgewicht ist gleichbedeutend mit der Forderung nach Statio-
naritat von (3.46). Mit A; = konst. in der Gleichgewichtsiteration gilt

(SHZ = CZZ"(SZZ' + AZ(SZZ 5
= (CZZ—I-AZ)((S’UJS—I-(SQX’UZ—(S’UJZ) R

—CZzZ; — AZ (S’UJZ
= cz;+ AZ . (S’UJS . (351)
’UZ'X(CZZ'—I-AZ') 60

Fiir die nichtlineare Berechnung mit dem Newton-Raphson-Verfahren wird die Linea-
risierung

N——_——

0

von (3.51) benétigt. Diese Berechnung kann mit (3.19) unter Vernachlassigung der
Terme 2. Ordnung umgeformt werden. Es ergibt sich

A(SHZ = CAZZ(SZZ—I-(CZZ—I-AZ)[(SQX(AQX’UZ)] R
= CAZZ"(SZZ'—I- {[—UZ'T(CZZ'—I-AZ')I;),—I-’UZ' (CZZ—I-AZ)T]AQ}(SQ
+ [K; Au] - du . (3.53)

Der Ausdruck in der Klammer lautet

Ki Au = ¢ —13 13 —6,‘ A’U,S
’l?ZT —6,‘T v; ’l?,‘T + P4 A6
mit
1
Py=—-v] zi 1340,z + - (=v] A Li+uA") (359

C

wobei K; die Steifigkeitsmatrix zur Ankopplung von Knoten ¢ ist.

Mit Hinweis auf die Kapitel 3.2.1.2 und 3.2.2.2 kann auch hier eine Symmetrisierung
fiir (3.54) durchgefiihrt werden. Dies fithrt auf

1
P, = —v] z 13—|—§(viziT—|—ziviT)

_|_

o

1
(ol ALt 5 (o A"+ Aol )] (3.55)
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3.2.4 Transformation auf Minimalkoordinaten

Die bisher diskutierten Verfahren waren Kopplungsverfahren. Durch die Beriicksichti-
gung der Zwangsbedingungen ist die Anzahl der Unbekannten nicht gesunken, sondern
unveréndert geblieben (Penalty- und Augmented-Lagrange-Verfahren) oder sogar ange-
stiegen (Verfahren der Lagrange-Multiplikatoren). Jede Zwangsbedingung stellt jedoch
eine zusatzliche formale Verkniipfung von Unbekannten dar. Mittels einer geeigneten
Transformation kann die Anzahl der Unbekannten des Gleichungssystems um die An-
zahl der Zwangsbedingungen reduziert werden. Die verbleibenden Unbekannten stellen
die Minimalkoordinaten der diskretisierten Struktur mit ihren Randbedingungen dar.
Diese Reduktion kann sowohl durch Transformation der Elementsteifigkeitsmatrizen
vor dem Einsortieren in die globale Systemmatrix erfolgen, als auch direkt durch Trans-
formation dieser Systemsmatrix. Das Vorgehen wurde fiir geometrisch lineare Proble-
me in GOTTLICHER [32] selbst entwickelt, und mit VOLKWEIN [85] fiir Systeme mit
grofsen Rotationen entsprechend erweitert, siehe auch GOTTLICHER UND SCHWEIZER-
HOF [34]. Es ist auferdem in ZIENKIEWICZ UND TAYLOR [90] direkt aus der Methode
der Lagrange-Multiplikatoren hergeleitet, und soll hier ausfiihrlich vorgestellt werden.

Vorteile des Verfahrens
- Die Zahl der Freiheitsgrade wird gegeniiber dem System ohne Nebenbedin-
gungen erheblich reduziert.
- Die Zwangsbedingungen werden exakt erfiillt.

- Das Verfahren fiihrt beziiglich der Steifigkeitsmatrix auf bessere Konditions-
zahlen als die zuvor beschriebenen Kopplungsverfahren.

- Infolge der Kopplung werden keine Nullelemente auf der Diagonale der Stei-
figkeitsmatrix erzeugt.

- Die Koppelkrafte sind direkt als Residualkréfte der rechten Seite vor der
Transformation auf Minimalkoordinaten verfiighar.

Nachteile des Verfahrens

- Die Durchfiihrung der Transformation erfordert zusétzlichen Rechenauf-
wand. Bei Transformation auf Elementebene wird zuséatzlich Speicherplatz
benotigt.

- Da die Anzahl der globalen Freiheitsgrade verdandert wird, ist die Imple-
mentierung des Verfahrens aufwendiger als beim Penalty- bzw. Augmented-
Lagrange-Verfahren.
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3.2.4.1 Linearisierung

Im folgenden steht die Index w fiir das (ungekoppelte) System ohne Nebenbedingungen
und der Index ¢ fiir das (gekoppelte) System mit Nebenbedingungen.
Mit dem Vektor der Residualkrifte f stellt sich die schwache Form d1I des ungekop-

pelten Systems folgendermafen dar:
oI, = f, - du, (3.56)
Einsetzen der schwachen Form der Nebenbedingung fiir den anzukoppelnden Knoten ¢
du; = dug + 60 x v; (3.57)

mit dem Verschiebungsvektor ug und dem inkrementellen Verdrehungsvektor 8 des
angrenzenden Starrkorpers in (3.56) fithrt auf

[ fi ] [ dw ] ] duy ]
5Hu - .fu 5uu = fz 5“2 = fz 5u5—|—50><vi ,

_fn_ _57"’71_ _.fn_ L 5un _
] L 07w

_ i -~ dus

- fz 13 —U; 50 5
_fn_ L 0 13 _(S’U,n_

= fu (T(S’U,g) ?

- (TT fu)(sug 9

= f,-0u, = dll, (3.58)

Bei der Ausfithrung der dargestellten Transformation werden aus Griinden der Re-
cheneffiezienz nur die auf den Knoten ¢ bezogenen Rechenoperationen ausgefiihrt.

Ohne Nebenbedingungen gilt

Adll, = Af, - ou, + f, Adu, ,
= (K,Au,)- du, + f, Adu, (3.59)
Einsetzen der linearisierten Zwangsbedingung (3.19) in (3.59) fiihrt auf
i Au,y i i duy T Cf 1T ~ 0
Adll, = K, | Au, + A8 x v; dus+ 060 xv; | + | f, 50 x (A0 x v;)
i Au, i i du, i L f. ] L ~ 0
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= (T'"K.T) Au,] - du, + [(—v! f. 15 + v, f{ )A8] - 56
Dies fiithrt auf die Steifigkeitsmatrix in Minimalkoordinaten
K,Au, = (T"K, T )Au, + ( —v! f; 13 + vi f] ) A8 (3.61)

Mit Hinweis auf die Kapitel 3.2.1.2 und 3.2.2.2 kann auch hier eine Symmetrisierung
der Form

1
K,Au, = (T"K,T)Au, + [-v] f;1 + 5 (vi fi + Fiol)] A8 (3.62)
vorgenommen werden. Der Vektor f, enthalt die Koppelkréfte zwischen dem anzukop-
pelnden Knoten ¢ und dem Starrkoérper.

3.2.4.2 Vergleich der Transformationen auf Elementebene und auf globaler
Ebene

1. Transformation auf Elementebene

Nach Aufbau der FElementsteifigkeitsmatrix K eines flexiblen Elementes wird
tiberpriift, ob Elementknoten an Starrkorper grenzen. Dann wird K¢ mittels (3.61)
bzw. (3.62) auf die Freiheitsgrade der Starrkorper transformiert. Da hierbei die
urspriinglichen 3 Verschiebungsfreiheitsgrade fiir jeden angekoppelten Knoten auf 3
Verschiebungs- und 3 Verdrehungsfreiheitsgrade des Starrkérpers transformiert wer-
den, wird die Elementsteifigkeitsmatrix hierdurch grofer. Im Extremfall (alle Knoten
grenzen an verschiedene Starrkorper) wiirde sich die Anzahl der Freiheitsgrade auf
Elementebene verdoppeln. Dieser Speicherplatz mufs vorgehalten werden. Der Vorteil
dieses Vorgehens liegt in der klaren Trennung der Freiheitsgrade des ungekoppelten
Systems auf Elementebene und des Systems in Minimalkoordinaten auf globaler
Ebene. Die Implementierung in vorhandene FE-Programme ist besonders einfach.

Im folgenden wird ein Element mit n Knoten und bekannter Elementsteifigkeitsmatrix
K, bestehend aus Untermatrizen fiir jeden Knoten betrachtet. Zur Durchfithrung der
Kopplung fiir Knoten (i) wird in

[ kll e kh' e kln T [ Au1 T
KZ Auu = kil ce k“ Ce km A’UJZ (363)
L knl knz . knn _ L Aun _

(3.61) eingbesetzt. Dies fiihrt auf
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i kll e kh' e kln kh' ’l/)\ZT i i AU1 i
K® Au, = 5 5 5 5 5 (3.64)
S R k.o Au,
mit
Py= —vl f1; + v, fl . (3.65)

2. Transformation auf globaler Ebene

Zunachst wird die globale Steifigkeitsmatrix ohne Beriicksichtigung der Nebenbedin-
gungen erzeugt. Danach werden zeilen- und spaltenweise die Transformationen wie oben
in der globalen Steifigkeitsmatrix durchgefiihrt. Der Vorteil dieses Vorgehens liegt in
der geringeren Anzahl von durchzufiithrenden Operationen, da sich im allgemeinen ein
Anteil der globalen Steifigkeitsmatrix aus mehreren Anteilen auf Elementebene zusam-
mensetzt. Programmiertechnisch ist darauf zu achten, daf sich durch die Transforma-
tion auf globaler Ebene die Anordnung und Anzahl der Unbekannten dndert.
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3.2.5 Beispiel: Kragarm mit Starrkorper am freien Ende

Die vier vorgestellten Verfahren werden an einem Beispiel verglichen und diskutiert.

Flexible Elemente
(’Solid shell’ Elemente)

Starrkorper

L =500cm —
b=50cm 3d
d=20cm

E = 21000 £

Bild 3.7: Kragarm: Struktur mit momentenbelastetem Starrkérper

Der in Bild 3.7 dargestellte Kragarm der Lénge [ wird am freien Ende durch ein

Moment der Groke o

belastet, wobei [ = % das Flachentrdgheitsmoment um die schwache Achse ist.

1.00 M

Bild 3.8: Kragarm: Verformte Lage fiir jeden der vier Lastschritte

Die exakte Losung ist bekannt. Der Kragarm verformt sich zu einem Kreis (siehe Bild
3.8). In der numerischen Berechnung wird zur Vermeidung von locking Effekten der
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flexible Bereich mit 20 solid shell Elementen mit jeweils 8 Knoten und 24 Verschie-
bungsfreiheitsgraden (HAUPTMANN [41]) diskretisiert. Am Kragarmende befindet sich
ein Starrkoérper, der mittels drei 8-Knoten Volumenelementen diskretisiert wird. Er ist
iiber 4 Knoten mit der flexiblen Struktur verbunden. Hier zeigt sich der Vorteil der
Kopplung von starren und flexiblen Strukturbereichen. Da im Bezugspunkt des Starr-
korpers Rotationsfreiheitsgrade definiert sind, ist es moglich, den Kragarm mit einem
Moment zu belasten. Ohne die Verwendung von Starrkérpern kénnten Momente auf
die Elemente ohne Rotationsfreiheitsgrade nur iiber Kraftepaare aufgebracht werden.
In geometrisch nichtlinearen Berechnungen fiihrt dies zu einer aufwendigen Lastermitt-
lung. Das Moment wird in 4 gleich groken Lastschritten aufgebracht.

Das ungekoppelte System besitzt bei 4 aufgelagerten Knoten und 6 Starrkorperfreiheits-
graden sowie 3 unbekannten Verschiebungen je Knoten insgesamt n = 3 x 80 +6 =
246 Freiheitsgrade. Diese Zahl bleibt bei Kopplung mit Penalty- oder Augmented-
Lagrange-Verfahren unverandert. Bei Kopplung mittels der Methode der Lagrange-
Multiplikatoren kommen 12 unbekannte Kopplungskréfte hinzu. Entsprechend entfal-
len bei der Transformation auf Minimalkoordinaten die 12 Freiheitsgrade der Knoten
zwischen Starrkorper und flexibler Struktur. Dies fithrt auf die Anzahl der Unbekannten
geméfs Tafel 3.1.

Verfahren Anzahl der Unbekannten Konditionszahl

Penalty / Augmented Lagrange

(Penalty-Faktor 107) 246 4.45 1010
Lagrange-Multiplikatoren 258 5.58 10!
Minimalkoordinaten 234 3.55 10%

Tafel 3.1: Kragarm: Anzahl der Unbekannten und Konditionszahlen der globalen Stei-
figkeitsmatrix der Referenzkonfiguration fiir die verschiedenen Kopplungs-
verfahren

Erwartungsgeméf zeigt die Tafel auferdem, dal die globale Steifigkeitsmatrix bei
Transformation auf Minimalkoordinaten die giinstigste (kleinste) Konditionszahl be-
sitzt. Die Steifigkeitsmatrix des unverformten Systems ist im Penalty- und Augmented-
Lagrange-Verfahren identisch. Bei Anwendung des Penalty-Verfahrens werden sehr ho-
he Figenwerte erzeugt; mit Lagrange-Multiplikatoren entstehen hingegen sehr kleine
Eigenwerte in der globalen Steifigkeitsmatrix. Daher erzeugen beide Verfahren hohere
Konditionszahlen als die Transformation auf Minimalkoordinaten. In diesem Beispiel
ist trotz sehr grof gewdhltem Penalty-Faktor (siehe hierzu Tafel 3.2) die Kondition bei
Verwendung von Lagrange-Multiplikatoren am ungiinstigsten.

Die Verschiebungen fiir das Kragarmende in Tafel 3.2 zeigen, dak die Verfahren alle
zu den gleichen Ergebnissen konvergieren, wenn die Genauigkeitsanforderungen hin-
reichend weit gesteigert werden. Erwartungsgeméifs liefern Minimalkoordinaten und
Lagrange-Multiplikatoren bei vergleichbar guter Konvergenz exakte Ergebnisse. Das
Penalty-Verfahren erzeugt erst mit ¢ = 107 akzeptable Ergebnisse, fiir ¢ = 10% wird
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3.2. BERUCKSICHTIGUNG DER ZWANGSBEDINGUNGEN

Verfahren

Verschiebungen des freien Endes in Richtung

Iterationszahl

X y Z 4. Lastschritt
Minimalkoordinaten -493.329 0.00 -2.81276 16
Lagrange-Muliplikatoren -493.329 0.00 -2.81276 18
Penalty
(c = 10%) -496.650 0.00 -7.75762 17
(c = 10°) -493.605 0.00 -3.33964 17
(¢ =107) -493.357 0.00 -2.86607 17
(c =10%) keine Konverg.
Augmented Lagrange
(c = 10°, 4 dussere Iter.) -493.322 0.00 -2.81657 40
(¢ =107, 2 dussere Iter.) -493.328 0.00 -2.81300 27

Tafel 3.2: Kragarm: Verschiebungen von Punkt a und die Anzahl der Iterationen im
letzten Lastschritt fiir verschiedene Kopplungsverfahren

jedoch bereits keine Konvergenz mehr erreicht. Dies zeigt die numerische Empfindlich-

keit der Berechnung beziiglich dieses Parameters. Das Augmented-Lagrange-Verfahren
fiihrt auch mit kleinerem Penalty-Faktor schon auf sehr genaue Ergebnisse, jedoch
wachst die Zahl der dusseren Iterationen, und damit auch der Berechnungsaufwand,

mit abnehmendem ¢ an.

Die Abweichung der Ergebnisse vom Vektor

u, = [500.0, 0.0, 0.0]"

liegt an der groben Diskretisierung der flexiblen Bereiche und ist fiir den hier durchge-

fiihrten Verfahrensvergleich nicht von Belang.
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KAPITEL 3. STARRKORPER UND KOPPLUNGSBEDINGUNGEN IN DER STATIK

3.3 Kopplungselemente zur Auflagerung von Ver-
schiebungselementen

KuGLER [53] diskutiert den Ubergang von Schalen- auf Stabmodelle, sowie von
Volumen- auf Schalenmodelle fiir geometrisch nichtlineare Systeme. Ohne Verwendung
von Ubergangselementen ist ist die Verbindung von Kontinuums- und Strukturele-
menten nur mittels lokal sehr feiner Modellierung méglich. Dies fithrt auf ineffiziente
Berechnungsmodelle. OHNIMUS [63] gibt Kopplungsbedingungen fiir 1D-2D und 2D-3D
Strukturbereiche sowie innerhalb von 2D und 3D Gebieten an.

In den letzten Jahren wurden versteifungsfreie Schalenelemente auf der Basis von Volu-
menelementen entwickelt, die nur Verschiebungsfreiheitsgrade auf den FElementkanten
besitzen. Sie eignen sich sowohl zur Berechnung sehr diinnwandiger Schalenstrukturen
als auch zur numerischen Untersuchung mehrlagiger Laminate.

Problematisch in diesem Zusammenhang ist die Erfassung gelenkiger Auflager, ohne
diese zu genau zu modellieren, da sie nur an Knoten der Schalenelemente angebracht
werden konnen. Die hohe Sensitivitat diinner Schalen beziiglich der Auflagerung er-
fordert eine préazise Positionierung der zur Auflagerung erforderlichen Knoten. Mittels
einer verfeinerten Diskretisierung beziiglich der Schalendicke kénnen Knoten derart po-
sitioniert werden, dal sie sich zur jeweiligen Auflagerung eignen. Dieses Vorgehen ist
jedoch sehr ineffizient, da die Anzahl der Unbekannten hierdurch deutlich ansteigen
kann.

Im Gegensatz zur geschilderten Vorgehensweise erscheint es vorteilhafter, die Auflage-
rung der Schale iber Kopplungselemente vorzunehmen, die jeweils iibereinanderliegen-
de Randknoten der Schale mit einem Auflager in exakt einstellbarer Position zwischen
diesen Knoten verbinden. Anstelle einer Auflagerung kann {iber diese zusétzlichen Kno-
ten auch eine Randkraft und bei speziellen Kopplungselementen mit Rotationsfreiheits-
graden auch fiir {ibliche Strukturberechnungen ein Randmoment eingeleitet werden.

3.3.1 Formulierung mittels eindimensionaler Starrkorper
Zunéchst wird ein Kopplungselement vorgestellt, fiir das die Zwangsbedingungen geméaf
Kapitel 3.1.1 verwendet werden.
Die Zwangsbedingungen zum Anschluf der Knoten 1 und 2 an das Auflager S ergeben
sich mit (3.1) zu

z, = us+ RV, -V, —u =0 . Vi =X - X5,

z9 = US—|—RV2—V2—’U,2:0 5 V2:X2_XS (367)
Das Kopplungselement kann sich um seine Achse drehen, ohne dafs die Verschiebun-
gen der Knoten 1 und 2 geméf Bild 3.9 hiervon beeinflufst werden. Somit erhélt die
globale Systemmatrix beziiglich dieser Unbekannten keine Eintrage. Zur Vermeidung

von Problemen bei der Gleichungslésung ist es daher empfehlenswert, die Rotations-
freiheitsgrade des Kopplungselementes in einem korperfesten Koordinatensystem zu
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3.3. KOPPLUNGSELEMENTE ZUR AUFLAGERUNG VON
VERSCHIEBUNGSELEMENTEN

1 Kopplungsknoten zur Schale
S . Bezugsknoten fiir Auflager
-

2 Kopplungsknoten zur Schale

Bild 3.9: Lagerung eines Schalenrandes mittels Kopplungselement in beliebiger Posi-
tion beziiglich der Schalendicke.

definieren, bei dem eine Rotationfreiheitsgrad um die Achse des Kopplungselementes
angesetzt wird. Diese unbekannte Verdrehung wird aufgelagert.

Die gewiinschte gelenkige Lagerung ergibt sich durch die Auflagerung der Verschie-
bungsfreiheitsgrade des Bezugsknotens. Vor- und Nachteile lauten wie folgt:

Vorteile

- Der Rotationstensor des Kopplungselementes und somit die Neigung des
Schalenrandes wird direkt berechnet.

- Mittels der Rotationsfreiheitsgrade ist das Einleiten von Momenten in den
Schalenrand auch bei grofen Verdrehungen moglich.

Nachteil

- Mit der gegebenen Formulierung ist der Abstand der Knoten 1 und 2 un-
verdnderlich. Das Kopplungselement verhindert eine Dickendnderung der
verwendeten 3D-Schalenelemente im Randbereich.

3.3.2 Formulierung ohne Behinderung in Dickenrichtung

Der Nachteil der Behinderung der Deformation in Dickenrichtung tritt bei dem in Bild
3.10 abgebildeten Kopplungselement nicht auf.

Mit Hilfe der beiden Vektoren der Referenzkonfiguration
X12 — X2_X1 y XlS - XS—Xl (368)

wird ein Beiwert o definiert zu

Xi1s X1z || X sl

a = 3.69
s Xoll Xl o

Die Zwangsbedingung fiir das Kopplungselement lautet:
z=us —u —alug—u)=0 . (3.70)
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KAPITEL 3. STARRKORPER UND KOPPLUNGSBEDINGUNGEN IN DER STATIK

-+ LA\» Kopplungsknoten zur Schale
al
[
A
—~ T Bezugsknoten fiir Auflager
l—a)l
(1-a) 5 )
- S aO= Kopplungsknoten zur Schale

Bild 3.10: Lagerung eines Schalenrandes mittels Kopplungselement in beliebiger Po-
sition beziiglich der Schalendicke.

Durch diese Zwangsbedingung wird erreicht, dafs sich die relative Position von Knoten
S gemal Bild 3.10 beziiglich der Knoten 1 und 2 auch nach einer Deformation nicht
andert. Der Beiwert a wird aus Groken der Referenzkonfiguration bestimmt und ist
deformationsunabhéngig. Er ist vorzeichenbehaftet und erlaubt auch Positionen fiir S,
die nicht zwischen den Knoten 1 und 2 liegen. Vor- und Nachteile lauten jetzt:

Vorteile

- Sehr leichte Implementierung, da keine Rotationsfreiheitsgrade erforderlich
sind und a unabhangig von den Verschiebungen ist.

- Die Dickenénderung der Schale wird nicht behindert.
Nachteile

- Das Kopplungselement kann nicht zur Finleitung von Randmomenten ver-
wendet werden, da keine Rotationsfreiheitsgrade vorhanden sind.

Kopplungselement zur Verkniipfung inkompatibler FE-Netze

Zwangsbedingung (3.70) ist zusétzlich geeignet zur Erzeugung eines Elementes zur
Kopplung von Strukturbereichen geméf Bild 3.11, deren Knotenpositionen im Kopp-
lungsbereich nicht iibereinstimmen.

o 1
a1

. (

Gy

o 2

Bild 3.11: Verkniipfung inkompatibler FE-Netze mittels eines Kopplungselementes

Analog dem oben formulierten Kopplungselement werden jetzt fiir die Knoten ajy ... a,
die Beiwerte o ... a,, entsprechend den Gleichungen (3.68) und (3.69) ermittelt, indem
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3.3. KOPPLUNGSELEMENTE ZUR AUFLAGERUNG VON
VERSCHIEBUNGSELEMENTEN

anstelle des Knotens S der Knoten a; mit ¢ € [1 ... n] verwendet wird. Fiir jeden Knoten
i wird eine Zwangsbedingung geméaf (3.70) formuliert.

Durch die Nebenbedingungen wird erzwungen, dal das Verhéltnis der Abstande der
Knoten des Kopplungselementes durch die Deformation in Dickenrichtung nicht veran-
dert wird. Damit wird fiir lineare Ansatzfunktionen in der Dickenrichtung der Elemente
des groberen Netzes eine korrekte Zuordnung der Knotenpositionen des feineren Net-
zes zu den entsprechenden Positionen des gréoberen Netzes wiahrend der Deformation
gewahrleistet.

1 Kopplungselement 2 Kopplungselemente

Bild 3.12: Verkniipfung von Netzen mit beidseitig mehreren Elementen

Bei Kopplung von Systemen, die beidseitig mehrere Elemente in Dickenrichtung auf-
weisen, sollte nicht wie in Bild 3.12 links abgebildet, nur ein Kopplungselement in
Dickenrichtung verwendet werden. Hiermit wiirde man erzwingen, dal sowohl auf dem
groberen als auch auf dem feineren Netz die relativen Dickenverhéltnisse der Schichten
aus der Referenzkonfiguration erhalten bleiben.

Vorzugsweise sollte geméf Bild 3.12 rechts fiir jede Schicht des groberen Netzes ein
eigenes Kopplungselement eingefithrt werden. Auch hier werden fiir das feinere Netz
(rechts) die relativen Dickenverhéltnisse der Schichten aus der Referenzkonfiguration
erhalten, nicht jedoch fiir das grobere Netz. Hier sind Deformationen der Elemente in
Dickenrichtung entkoppelt, wodurch wie oben erldutert fiir lineare Ansatzfunktionen
in der Dickenrichtung der Elemente des groberen Netzes eine korrekte Zuordnung der
Knotenpositionen des feineren Netzes zu den entsprechenden Positionen des gréberen
Netzes wahrend der Deformation gewéhrleistet ist.
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KAPITEL 3. STARRKORPER UND KOPPLUNGSBEDINGUNGEN IN DER STATIK

3.4 Beispiel: Flache Zylinderschale unter Einzellast

Das folgende Beispiel zeigt die Finsatzmoglichkeit fiir Starrkérper und Kopplungsele-
mente bei der Analyse elastischer Schalen.

= 2540

= 508

= 11.46°
3.10275
= 0.3

= 6.35

Ntm%\&ﬁ
|

starrer Randtréger

3D-Solid shell Element mit 8 Knoten

Bild 3.13: Zylinderschale: Geometrie, Materialeigenschaften und Belastung

Untersucht werden soll das Durchschlagverhalten der in Bild 3.13 dargestellten fla-
chen Zylinderschale nach SABIR UND LOCK [68] unter mittiger Einzellast. Sie ist an
den Randern gelenkig und unverschieblich gelagert. Zur Diskretisierung der sehr diin-
nen Schale wird das dargestellte 3D-Solid shell Element mit 8 Knoten verwendet. Das
Beispiel wurde von HAUPTMANN [41] ausfiihrlich diskutiert.

Verédnderbare Parameter fiir das System sind:

- Die Position der gelenkigen Auflagerung des Schalenrandes beziiglich der Dicken-
richtung geméf Bild 3.14.

- Die Breite eines starren Randtréagers, parallel zur aufgelagerten Seite geméaf Bild
3.17.

Entsprechend der Darstellung in Bild 3.13 wird ein Viertel der Schale mit 12x12 Ele-
menten diskretisiert. Die relativ grofe Elementzahl resultiert nicht aus Anforderungen
beziiglich der Genauigkeit der Berechnung; eine Diskretisierung mit 6x6 Elementen
fiihrt bei Systemen ohne Randtréager auf nahezu identische Ergebnisse fiir die Verschie-
bung w.. Die feine Diskretisierung erlaubt eine relativ feine Abstufung der Breite der
starren Randtréigers.

Bei Vorgabe geeigneter Randbedingungen an den Symmetrieachsen (keine Verdrehung
um die Symmetrieachsen und keine horizontale Verschiebungen senkrecht zu diesen)
erlaubt die verwendete Diskretisierung nur eine symmetrische Verformung zu den vor-
gegebenen Lastféllen, d.h. es wird das Durchschlagverhalten untersucht und nicht das
zu einer unsymmetrischen Verformungsfigur gehérige Verzweigungsproblem.
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3.4. BEISPIEL: FLACHE ZYLINDERSCHALE UNTER EINZELLAST

Aus den Last - Verformungskurven in Bild 3.15 wird deutlich, daf sich das angespro-
chene Durchschlagverhalten der Zylinderschale weder mit reiner Kraft- noch mit reiner
Verschiebungssteuerung ermitteln lakt. Eine Berechnung des gesamten Last Verfor-
mungsverhaltens wird erst durch den Einsatz von sogenannten Bogenldngenverfahren
moglich. Hierbei wird in jeder Gleichgewichtsiteration eine steuerbare Bogenldnge auf
der Last - Verformungskurve zuriickgelegt. Fiir weitergehende Informationen sei z. B.
auf SCHWEIZERHOF 73] verwiesen.

3.4.1 Einflult der Position der gelenkigen Auflagerung des Scha-
lenrandes beziiglich der Dickenrichtung.

¢

Bild 3.14: Zylinderschale: Darstellung des Schalenrandes mit der in der Dickenrich-
tung frei positionierbaren gelenkigen Auflagerung

Die Méglichkeit der Verdnderung der Position der gelenkigen Auflagerung des Scha-
lenrandes in Dickenrichtung wird erreicht durch den Einbau von Kopplungselementen
geméal Kapitel 3.3.2 entlang den zu lagernden Réndern. Die Verformung der Schale in
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Verschiebung w.

Bild 3.15: Zylinderschale: Struktur ohne Randtréger: Kraft - Verschiebungskurven fiir
verschiedene Positionen der gelenkigen Lagerung in der Dickenrichtung.

Dickenrichtung ist hiermit auch am Schalenrand nicht behindert. Die Kopplung wird
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KAPITEL 3. STARRKORPER UND KOPPLUNGSBEDINGUNGEN IN DER STATIK

durch Transformation auf Minimalkoordinaten erreicht.

In Bild 3.15 sind die Ergebnisse der Parameterstudie dargestellt.

Die aufnehmbare Mittenkraft I vor dem Durchschlagen steigt bei Verschiebung der
Lagerung nach unten deutlich an. Dieser Effekt wird verursacht durch das aus den
Auflagerkréften erzeugte Moment um die Schalenmitte (o = 0). Je tiefer sich die Aufla-
gerung befindet, desto starker wirkt es dem Durchschlagen des Schalenrandes entgegen.
Der Durchschlagvorgang erzeugt bei tiefer liegender Lagerung grofhere Verformungen.
Der Kraft-Verformungsverlauf nach dem Durchschlagen ist nur noch schwach von der
Hoéhe der Lagerung abhingig, die Kurven verlaufen in diesem Bereich etwa parallel.

Die in Bild 3.16 dargestellte Studie der Verformung einer in Schalenmitte gelenkig
gelagerten Zylinderschale zeigt detailliert den 'Durchschlagvorgang’ im Rahmen einer
Analyse statischer Gleichgewichtslagen unter Vernachlassigung des Finflusses der Mas-
sentrigheit.

Lagerung in Schalenmitte

F 1 //

0;// }2/
0 3 (.4/ 3

10 15 20 25 30 35 40

o
o

Verschiebung w. Verschiebungen der Schnittlinie
bei den verschiedenen Laststufen

(10 x iiberhoht)

Bild 3.16: Zylinderschale: Studie des Verlaufes der Verschiebungen der Schale in der
Schnittlinie a bei verschiedenen Laststufen

Die Berechnung wurde mit dem Bogenlangenverfahren durchgefiihrt. Die gezeigten
Verschiebungen der Schnittlinie a geben statische Gleichgewichtslagen an. Wéhrend
des Durchschlagvorganges kann ein Vorzeichenwechsel der Kraft F' zur Erzeugung des
Gleichgewichtes erforderlich sein (Linien 3 und 4). Auch ein lokaler Riickgang der
Verschiebungen in Schalenmitte (von Linie 2 zu Linie 3) tritt auf. Jedoch wachsen hier
weiterhin die Verschiebungen in Randnéhe an.
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3.4. BEISPIEL: FLACHE ZYLINDERSCHALE UNTER EINZELLAST

3.4.2 Variation der Randtragerbreite und der Position der ge-
lenkigen Auflagerung des Schalenrandes beziiglich der
Dickenrichtung

$

Bild 3.17: Zylinderschale: Darstellung des Schalenrandes mit der verdnderlichen Brei-
te des Randtrégers und der, in der Dickenrichtung frei positionierbaren
gelenkigen Auflagerung.

Im folgenden wird der Einfluls eines in der Breite veranderlichen, steifen Randtrégers
am aufgelagerten Querrand der Zylinderschale gemafs Bild 3.17 untersucht. Dieser
Randtrager wird né&herungsweise durch einen Starrkorper ersetzt. Des weiteren
wird auch der Einfluli der Position der Auflagerung beziiglich der Dickenrichtung
untersucht.

Zur Simulation des Randtragers und der verdnderlichen Auflagerung muf am Querrand
ein Starrkorper positioniert werden. Sein Bezugspunkt befindet sich in der Achse der
gelenkigen Auflagerung. Von den je 3 unbekannten Verschiebungen und Verdrehungen
des Starrkérpers werden alle, bis auf die Rotation um diese Achse, aufgelagert.

Verdrehung um die Gelenkachse
Bezugspunkt

Bild 3.18: Zylinderschale: Freiheitsgrade und Lage des Bezugspunktes des Starrkor-
pers bei Lagerung am oberen Schalenrand

Durch die Verwendung des Starrkérpers wird eine Anderung der Schalendicke am Uber-
gang zum Starrkorper behindert. Er wirkt beziiglich des Schalenrandes wie das Kopp-
lungselement aus Kapitel 3.3.1. Der Einflul dieser Behinderung ist lokal auf den Bereich
des Schalenrandes begrenzt. Auf die Verschiebungen in Schalenmitte hat diese 6rtlich
begrenzte, geringe Uberschitzung der Steifigkeit nur noch sehr geringen Auswirkung.
Dies wurde beim Vergleich von Berechnungen ohne Randtréger, jedoch mit Kopplungs-
elementen geméafk der Kapitel 3.3.1 (mit Behinderung der Verformung in Dickenrich-
tung) und 3.3.2 (ohne Behinderung) festgestellt. Der Einfluk dieser Behinderung wird
daher vernachlassigt.
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KAPITEL 3. STARRKORPER UND KOPPLUNGSBEDINGUNGEN IN DER STATIK

Wie zu erwarten fiihrt die Versteifung des Schalenrandes fiir jede Position der
gelenkigen Lagerung beziiglich der Schalendicke zu einem Anstieg der aufnehmbaren
Last bis zum Durchschlagen. Sowohl die maximale aufnehmbare Last vor als auch
der Lastabfall beim Durchschlagen fallen fiir eine Lagerung am unteren Schalenrand
besonders grofs aus.

Position des Auflagers am Schalenrand:  ~~ - .

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Verschiebung w.

M ———  keine Randverstarkung
M —— [Fine Elementreihe starr

M —  /wel Elementreihen starr

'

Bild 3.19: Zylinderschale: Einfluf einer Randverstarkung und der Position der Auf-
lagerung in Dickenrichtung auf den Kraft-Verschiebungsverlauf in Schalen-
mitte. Diskretisierung eines Schalenviertels geméf Bild 3.13 mit 12 x 12
Elementen
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3.5. ZUSAMMENFASSUNG

3.5 Zusammenfassung

Zusammenfassend kann mit Bezug auf KUGLER [53] fiir statische Probleme folgendes
angemerkt werden.

Starrkérper und Kopplungselemente stellen ein Hilfsmittel zur Kopplung verschiedener
Modelltheorien dar. Hiermit wird ein effizienter und am realen Tragverhalten orien-
tierter Entwurf erméglicht. Je nach Anforderungen kann sich die Modellierung vom
Starrkorper iiber ein- und zweidimensionale Strukturen bis zum aufwendigen Volu-
menmodell erstrecken. Wéhrend in weiten Teilen eines Tragwerks ein einfaches Modell
zur Berechnung geniigt, iibersteigen die Anforderungen in einigen wenigen Teilberei-
chen die Grenzen der Giiltigkeit dieser Theorie. Dort laft sich durch Modelliibergdnge
das aufwendigere Strukturmodell anwenden und somit die Leistungsfahigkeit und Ef-
fizienz einfacher Theorien mit der Genauigkeit anspruchsvoller Analysen kombinieren.

Andererseits kann auch im Verlauf der Planung eines Bauwerkes bzw. dem Entwurf ei-
ner Struktur eine bestehende Modellierung problemlos weiterverwendet werden, indem
zum Detailentwurf auf ein genaueres Strukturmodell gewechselt wird.

Mit dem dargestellten Vorgehen, insbesondere der in diesem Kapitel dargestellten
Transformation auf Minimalkoordinaten steht dem Ingenieur ein leistungsfahiges und
effizientes Werkzeug fiir den Entwurf und die Berechnung zur Verfiigung.
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Kapitel 4

Zeitintegrationsverfahren

Im folgenden Kapitel wird eine systematische Einordung der aktuell im Bereich
der Finiten-Elemente-Methode diskutierten impliziten Zeitintegrationsverfahren vor-
genommen. Es dient der Motivation fiir die Auswahl der in den weiternen Kapiteln
favorisierten Energie-Impuls-Methode als einer abgewandelten Form der impliziten Mit-
telpunktsregel.

4.1 Allgemeine Diskussion

Im folgenden Kapitel wird die Zeitdiskretisierung des semidiskreten (d.h. im Raum
diskretisierten) Anfangswertproblems betrachtet. Hierzu wird das zu integrierende Zei-
tintervall I = [tg,to+ Tyes ] zerlegt in eine Reihe von N Zeitintervallen At,, = ¢, —t,_1

so dak gilt:
7fL0‘|‘/Tges N 2%
/ [.]dt = Z/ [.]dt . (4.1)
1) n=1 Tp—1

Ziel ist die Berechnung der Verschiebungen u, Geschwindigkeiten @ und Beschleuni-
gungen % zum Ende eines Zeitschrittes n aus den entsprechenden bereits ermittelten
Groken am Ende des vorangegangenen Zeitschrittes n — 1. Werden hierzu nur die be-
kannten Grofen zu Beginn des betrachteten Zeitschrittes verwendet, so spricht man
von einem Einschrittverfahren. Bei der Berechnung von Systemen mit einer hohen An-
zahl von Unbekannten haben sich Einschrittverfahren in der Strukturdynamik bewéhrt,
da sie sowohl beziiglich des Berechnungsaufwandes als auch des Speicherplatzbedarfes
giinstiger sind als Mehrschrittverfahren. Dieser Vorteil iiberwiegt die im allgemeinen
geringere Genauigkeitsordnung gegeniiber den Mehrschrittverfahren. Daher beschréankt
sich das folgende Kapitel auf die Diskussion von Einschrittverfahren.

Mit angenommenen Funktionsverlaufen fiir w, @ und @ kann das globale Anfangswert-
problem durch sukzessive Lésung lokaler Anfangswertprobleme fiir jeden Zeitschritt
numerisch gelést werden.

Es ist zu unterscheiden zwischen expliziten Zeitintegrationsverfahren, bei denen die
Bewegungsgleichung zu Beginn des Zeitschrittes ausgewertet wird, und impliziten Ver-
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4.1. ALLGEMEINE DISKUSSION

fahren. Hier wird ein anderer Zeitpunkt im Zeitschritt zur Auswertung der Bewegungs-
gleichungen gewéhlt.

Da zur Beschreibung von Starrkérpern die Verwendung von Rotationsfreiheitsgraden
erforderlich ist, sollte das Zeitintegrationsverfahren auch fiir sie die Eigenschaften be-
ziiglich numerischer Stabilitdt und den Erhaltungssétzen aufweisen.

Ein Schwerpunkt der folgenden Untersuchungen ist die Langzeitsimulation gekoppel-
ter starrer und flexibler Strukturen. Daher wird besonderer Wert auf die Erfiillung
der mechanischen Erhaltungssitze gelegt. Dies sind Impuls-, Drehimpuls- und Ener-
gieerhaltung. Hierdurch werden hohe Anforderungen an die numerische Stabilitét des
Zeitintegrationsverfahrens gestellt. Es soll daher zunachst der Begriff der numerischen
Stabilitat fiir lineare und nichtlineare (verschiebungsabhéngige) Probleme beleuchtet
werden, was wiederum auf die Frage der Fnergieerhaltung fithren wird.

Im folgenden erhalten Gréfen zu Beginn des betrachteten Zeitschrittes den Index 00
und an deren Ende den Index 10. Groken mit dem Index 05 werden mit Hilfe der im
Zeitschritt gemittelten Verschiebungen berechnet.

4.1.1 Spektrale Stabilitit und Genauigkeit

Zur Analyse der spektralen Stabilitét linearer Systeme sei verwiesen auf z.B. ARGYRIS
UND MLEINEK [2], BATHE [5] und ZIENKIEWICZ UND TAYLOR [90].

Die homogene lineare Bewegungsgleichung wird mittels Modalanalyse in ein entkop-
peltes System homogener linearer Bewegungsgleichungen tiberfiithrt, wobei jede Einzel-
gleichung die Gestalt

Miu+ Cu+ Ku =0 (4.2)

besitzt, mit der Masse M, dem Dampfungsmal €' und der Steifigkeit K. Durch Ein-
setzen der durch das Zeitintegrationsverfahren vorgegebenen Funktionsverlaufe fiir u, «
und @ wird 4.2 dem Vorgehen in HOFF UND PAHL [43] folgend in die Form

U1o Upo
’&10 — At 1210 — A At 1200 — A ’&00 (43)
ANZRTIN ANZRTIN

gebracht. A ist die Amplifikationsmatrix. Sie ist abhéngig von der Wahl des Zeitin-
tegrationsverfahrens und der gewahlten Zeitschrittweite. Zur genauen Zeitintegration
der Bewegungsgleichung (4.2) miifste die Zeitschrittweite bei etwa T,,,;,, /10 liegen, wobei
Tnin die kleinste Periodendauer des diskretisierten Systems ist. Dies wére im allgemei-
nen mit einem viel zu hohen Rechenaufwand verbunden. Man begniigt sich daher mit
einer ungenaueren Berechnung der Schwingungen mit kleiner Periodendauer und ver-
wendet grofere Zeitschrittweiten als die oben geforderte. Von besonderem Interesse ist
die Frage, ob durch die Wahl grofer Zeitschrittweiten die numerische Losung (4.3) un-
beschréankt anwachsen kann. Hierzu miissen die Eigenwerte A der Amplifikationsmatrix

(A — M )iigo = 0 (4.4)
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bestimmt werden. Ein unbeschréanktes Anwachsen der Losung kann nicht stattfinden,
wenn die Bedingung fiir den Spektralradius

p(A) =mazx|\| <1 (4.5)

unabhédngig von der Wahl der Zeitschrittweite erfiillt ist.
Wenn das gewahlte Zeitintegrationsverfahren die Bedingung (4.5) nur unterhalb einer
zulassigen Zeitschrittweite Aty erfiillt, so spricht man von einem bedingt stabilen

Verfahren.

Wie bereits erldutert ist fiir das weitere Vorgehen die numerische Stabilitat des Zeitin-
tegrationsverfahrens von entscheidender Bedeutung. Es ist zu erwarten, dafs unbedingt
stabile Zeitintegrationsverfahren fiir lineare Systeme auch fiir nichtlineare Systeme sta-
biler sind als bedingt stabile Verfahren. Daher werden in der weiteren Diskussion die
unbedingt stabilen impliziten Methoden den bedingt stabilen expliziten Verfahren vor-
gezogen.

Die Genauigkeitsordnung des Zeitintegrationsverfahrens kann, wiederum HOFF UND

PanL [43] folgend, als Abbruchfehler von

[u(too + At) — 2 A u(teo) + Asultor — At) — Asu(teo—2A8)]  (4.6)

= xp
definiert werden. Die Konstanten A; stellen die drei Invarianten der Amplifikationsma-
trix A dar.

4.1.2 Enmergetische Stabilitat

Offensichtlich ist fiir nichtlineare Systeme der Nachweis der unbedingten Stabilitat mit
dem Spektralradius der Amplifikationsmatrix (4.5) nicht moglich (siehe auch HUGHES
[44]).

Als geeignetes Kriterium wird von BELYTSCHKO UND SCHOEBERLE [8] vorgeschlagen
(spater auch in HUGHES [45] verwendet und in ARGYRIS UND MLEJNEK [2] ausfiihrlich
dargestellt), dak die totale Energie des Systems am Zeitschrittende kleiner (fiir nume-
risch dissipative Systeme) oder gleich (fiir energieerhaltende Systeme) der Summe aus
totaler Energie am Zeitschrittbeginn und zugefiithrter Energie sein muf, das heifst fiir
die Energiebilanz

Uio+ Ko < Ugo+ Koo+ AWy . (4.7)

Hierbei ist U, K die Verzerrungs- bzw. kinetische Energie und W,,; ist die im Zeitschritt
zugefithrte externe Energie darstellt. Viskose Dampfung C und eingeprégte dussere
Kréfte F' werden hierbei iiber die von ihnen verrichtete Arbeit beriicksichtigt. Dies

gibt )
AW, o = / [F(r) -u(r) + Cu(r)- -u(r) ] dr . (4.8)

too

Das obige Kriterium erscheint auch durch die Feststellung begriindet, dafl unbedingt
stabile Zeitintegrationsverfahren bei Anwendung auf nichtlineare Systeme haufig durch
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schlagartiges Anwachsen der Energie (den sogenannten 'Blow up’) versagen. Ein Bei-
spiel hierfiir ist die dampfungsfreie Variante des impliziten Newmark-Verfahrens (Tra-
pezregel).

ORTI1Z [64] zeigt durch ein Gegenbeispiel, dak Energieerhaltung kein hinreichendes Kri-
terium fiir die Konvergenz zur exakten Losung bei kleiner werdender Zeitschrittweite
darstellt. Hierdurch wird zwar die unbedingte Stabilitdt des Verfahrens nicht verletzt,
die Loésung kann jedoch trotzdem unbrauchbar sein.

Es ist auferdem anzumerken, dak moglicherweise auch bei Erfiilllung von Kriterium
4.7 die Konvergenz in der Newton-Raphson Iteration nicht erreicht wird. In diesem
Falle ist eine Berechnung der Losung im allgemeinen auch durch Verkleinerung der
Zeitschrittweite nicht mehr moglich.

In beiden genannten Punkten wird die unbedingte Stabilitdt im Sinne eines unbe-
schrankten Anwachsens der Energie nicht verletzt. Ein optimales Zeitintegrationsver-
fahren miifste daher nicht nur 4.7 erfiillen, sondern auch Konvergenz zur korrekten
Losung fiir kleiner werdende Zeitschrittweiten garantieren, sowie eine Konvergenz in
der Gleichgewichtsiteration fiir beliebige Grofe und Anzahl berechneter Zeitschritte
bieten.

4.1.3 Numerische Dampfung

Bei einer Reihe von Zeitintegrationsverfahren (siehe Kapitel 4.2) wird zur Verbesserung
der numerischen Stabilitdt eine Dampfung fiir den hochfrequenten Lsungsbereich ein-
gefiihrt. Diese Losungen werden infolge relativ grofier Zeitschrittweiten ohnehin nur
ungenau abgebildet, sind aber fiir den 'Blow up’ verantwortlich. Ein Maf fiir die nu-
merische Dampfung stellt der Spektralradius der Amplifikationsmatrix fiir At/7T,, — oo
dar (siehe z.B. CHUNG UND HULBERT [20]). Wird er kleiner, so nimmt die numerische
Dissipation zu.

Hierzu ist anzumerken, daf bei Analysen iiber ldngere Zeitraume energieerhaltende
Verfahren zu bevorzugen sind, da hier die numerische Dissipation zu erheblichen und
schwer steuerbaren Energieverlusten fiihrt. Es kann dann auch nicht mehr zwischen
mechanischer Dampfung im Sinne einer dquivalenten viskosen Dampfung (z.B. durch
Plastizitdt, Reibung etc.) und numerischer Dampfung unterschieden werden.
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4.2 Verfahren mit numerischer Dissipation

Im folgenden werden ausgehend vom Verallgemeinerten-a-Verfahren verschiedene
Einschritt-Zeitintegrationsverfahren diskutiert.

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit erfolgt in Anlehnung an das Vorgehen in KUHL
UND CRISFIELD [56] zundchst eine Beschrankung auf die Zeitintegration von Bewe-
gungsgleichungen mit Verschiebungsfreiheitsgraden.

4.2.1 Das Verallgemeinerte-a-Verfahren
4.2.1.1 Lineare Probleme mit zeitunabhéngigen Systemmatrizen

Das von CHUNG UND HULBERT [20] entwickelte Verallgemeinerte-a-Verfahren ist eine
Kombination des HHTa-Verfahrens (HILBER, HUGHES UND TAYLOR [42]) und der
von WOOD, BOSSAK UND ZIENKIEWICZ [88] entwickelten WBZ-Methode. Ziel der
Methode ist die Erzeugung von Zeitintegrationsverfahren fiir Probleme der linearen
Strukturmechanik mit:

- Genauigkeit zweiter Ordnung.

- moglichst geringer numerischer Dampfung der niederfrequenten Anteile des
Antwortspektrums der Struktur.

- moglichst starker numerischer Démpfung der hochfrequenten Anteile des Ant-
wortspektrums der Struktur.

Die zeitdiskretisierte Bewegungsgleichung fiir einen allgemeinen Zeitpunkt im Zeit-
schritt wird in folgender Form vorgegeben:

Mi;’l—ozm + C’l.lll_af + K’llll_af = F(tl—af) . (49)

Wie iiblich seien M, C und K die zeit- bzw. verschiebungsinvarianten Massen-, die
Dampfungs- und die lineare Steifigkeitsmatrix. Die Verschiebungen und ihre Zeitablei-
tungen werden wie folgt angesetzt:

Wi_q, = Qyp U + (1 —af)u , ’itl—af =af we + (1 —ay)w
ii/l—ozm = Qyy ’iioo + (1 — Oém)’iilo 5 tl—ozf = Qy too + (1 — Oéf)tlo . (410)

Mit Hilfe der urspriinglich im Newmark-Verfahren (NEWMARK [62]) verwendeten Bei-
werte 3 ¢ [0, 2] und v ¢ [0, 1] werden die Verschiebungen, Geschwindigkeiten und

)
Beschleunigungen am Zeitschrittende mit denen des Zeitschrittanfangs verkniipft iiber

. 1 .. ..
U110 = Uoo + Atuoo + AtQ[(§ — 6)71/00 + 6’11,10] 5 (411)

Wy = Ugo + AL[(1 — ) thoo + 7 Ur0] - (4.12)
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Durch Einsetzen von (4.10) in (4.11) und (4.12) konnen die Geschwindigkeiten und
Beschleunigungen im Zeitschritt ausgedriickt werden zu

. 1 —ay, 1l —a, . 1 —a,, —25 ..

Ui_q,, EINE (w10 — ugo) — GAL Uogo — Tﬁuoo , (4.13)

. 1l -« 1l -« — . — 2011 — « .

’U/I—ozf = ( 6Atf)_7 (ulo - uOO) - ( é)ﬁy _ﬁ Ugo — (7 62)2 f) At’U/OO
(4.14)

Einsetzen von (4.13), (4.14) und wu;_,, aus (4.10) in die Bewegungsgleichung (4.9)
liefert das lineare Gleichungssystem zur Bestimmung der Verschiebungen wq

Kerpuio = fopy (4.15)
mit
K = M om + o220 4 k(- (4.16)
o BAP BAt R '
feff = Fl—af - KOéfuoo
1—Oém 1_am. 1_am_2 .
+ M [(GRat) oo + R e 27 i (4-17)
1l —« 1l —« — . — 2681 — « .
L C {( 5Atm o é)v B a1 O ﬁg)é ) A uoo}
Der dargestellte Algorithmus besitzt die Genauigkeitsordnung "2’ fiir
1
7:§—Qm+0zf ) (4.18)
Unbedingte Stabilitét wird mit den Bedingungen
1 1
am Sap S5, 5214'5(0#—0%) (4.19)

erreicht.
Fiir einen vorgegebenen Spektralradius p., der Amplifikationsmatrix wyy = A ugg er-
gibt sich optimale numerische Dissipation beziiglich der Frequenzbereiche des Antwort-
spektrums (siehe o.g. Ziele) fiir

~ 2pee — 1 Poo

g =2~ o= . 4.20
P + 1 d P + 1 ( )

Spezialfall Newmark-Verfahren

Beim Newmark-Verfahren wird die Bewegungsgleichung (4.9) am Zeitschrittende aus-
gewertet. Dieses Verfahren ergibt sich aus dem Verallgemeinerten-a-Verfahren durch
die Vorgaben:

ap =a;=0 . (4.21)
Die dampfungsfreie Variante 2 = I und v = L ist zufolge (4.18) bzw. (4.19) von
zweiter Ordnung genau und unbedingt stabil. Durch die Einfiihrung von numerischer
Déampfung (v > %) sinkt die Genauigkeitsordnung von zwei auf eins.
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4.2.1.2 Nichtlineare Probleme mit zeitabhéngiger (bzw. verschiebungsab-
héngiger) Steifigkeitsmatrix

Zur Anwendung auf nichtlineare Probleme wird (4.9) umformuliert in
f (ulo) = Mi;’l—ozm + C’l.lll_af + N (’llll_af) — F(tl—af) =0 . (422)

Der Residualvektor aus den Verzerrungen ist N (ul_af).

Die iterative Losung dieser Gleichung erfolgt mit dem Newton-Raphson-Verfahren.
Hierzu ist eine konsistente Linearisierung erforderlich. Die Taylorreihenentwicklung von
(4.22) fiir den Iterationsschritt (i + 1) zum Zeitschrittende fithrt auf
: ; If (u
Flaig) = st + L0 Au g 0w (1.29

a’llllo

Hieraus ergibt sich das zu 16sende Gleichungssystem zu

Kiff Au = —f(uyy) (4.24)
mit dem iterativen Verschiebungsvektor Au = w|f" — u}, und der verschiebungsab-

hangigen effektiven tangentiellen Steifigkeitsmatrix

. of (uio) 1 — o, (1 —ay)y ON (ui_af)
K, = 19 — N C : 4.2
hl aulo ( 6At2 ) ( 6At ) a’U,ZIO ( 5)
Der Residualvektor f (u},) fiir den i-ten Iterationschritt folgt zu
f(,u’ZIO) = _Fl—af + N(ui—af)
1_am : 1—Oém. 1—Oém—26
+ {(W) (’qu - ’U/OO) - W Upo — T ’Uloo} (4.26)
1 - : 1 — —p. —28)(1 — )
+ C {( 62;)7 (u)y — uoo) — —( ozé)’y 61&00 — gl 62)2 af)AtUoo} :

Auf die Vorgabe des Vektors IN (u;_,,) wird an dieser Stelle noch nicht néher einge-
gangen. In der weiteren Diskussion spielt sie jedoch eine entscheidende Rolle.

Im weiteren Vorgehen werden allein Systeme ohne mechanische Dampfung
C=0 (4.27)

betrachtet. Dies sind konservative Systeme, Systeme mit beliebigen eingepragten Kraf-
ten und numerisch gedampfte Systeme.
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4.3 Verfahren mit erzwungener Erfiillung der Erhal-
tungssatze

Zur Vermeidung des 'Blow up’ (plotzlicher Anstieg der Energie) bei Verwendung des
Standard Newmark-Verfahrens (5 = i,’y = %) fiir nichtlineare Probleme, machten
HuGHES, CAUGHEY UND LIU [46] den Vorschlag, Energieerhaltung mittels eines La-
grange Multiplikators in der Bewegungsgleichung zu erzwingen. Bei diesem Vorge-
hen treten jedoch anstelle des "blow up’ Konvergenzprobleme im Newton-Raphson-
Verfahren auf. In KUHL UND RAMM [57] wird gezeigt, dak diese Konvergenzprobleme
nur vermeidbar sind, wenn das zugrunde liegende Zeitintegrationsverfahren dissipativ
ist.

4.3.1 Die ’Erzwungene-Energie-Impuls’ Methode

Das Einfiihren von Dampfung fiir die hochfrequenten Anteile der Lésung hatte zum
Ziel, die fiir Langzeitsimulationen wichtige Figenschaft der numerischen Stabilitét des
Verfahrens zu verbessern. Mit dieser Démpfung entstehen jedoch auch Energieverlu-
ste in konservativen Systemen. Es erscheint daher sinnvoll, die verbesserte numerische
Stabilitat hochfrequent gedampfter Systeme mit der Energieerhaltung zu verbinden.
Von KUHL UND RaMM [58] bzw. KUHL [54] werden zu dem oben bereits genannten
Lagrange Multiplikator fiir Energieerhaltung noch jeweils 3 Multiplikatoren fiir Impuls-
und Drehimpulserhaltung eingefithrt. Wie oben bereits erwéhnt, ist auch hier die Ver-
wendung eines dissipativen Zeitintegrationsverfahrens zwingend.

Mit der Vorgabe fiir die Dampfungsmatrix C' = 0 wird folgendermaken vorgegangen:
Ausgehend von den ratenformulierten Erhaltungssatzen mit der Zeitkoordinate T im
Zeitschritt fiir

dE dBpy  dEg,

Energie . = - + o~ u(r) - F(r)
dL
Impuls e aF(r) |, (4.28)
dJ
Drehimpuls = ay(t)F(7)
T

lassen sich durch Zeitintegration iiber den Zeitschritt die Erhaltungssiatze im Zeitschritt
angeben mit:

t10
AFE = E10 — EOO — / ’l.l,(T) . F(T) dr = 0 E= Epot + Ekzn 5
too
t10
AL = L10 — LOO — / a F(T) dr = 0 5 (429)
too
t10
AT = Ji—Jyp — / ay(r)F(r)dr = 0
too
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Hierbei ist a eine Zuordnungsmatrix fiir die Komponenten der Kraftvektoren und y
eine entsprechende Zuordnungsmatrix aus den schiefsymmetrischen Matrizen der Po-
sitionsvektoren der Kraftangriffspunkte.

Mit geeigneten Vorgaben fiir die Verldaufe im Zeitschritt fiir w(7), F(7) und y(7) konnen
alle Komponenten der Gleichungen (4.29) angegeben werden. Jetzt wird das Funktio-
nal um 7 Lagrange-Multiplikatoren zum Erzwingen der Erfiillung der 7 Bedingungen
(4.29) (fiir die Vektorgleichungen sind jeweils 3 Multiplikatoren erforderlich) erweitert
zu

11 + )\AEAE + AAL'AL + AAJ‘AJ = stat . (430)

Einsetzen der Vorgaben aus dem Verallgemeinerten-a-Verfahren und Linearisierung
fiihrt auf die effektive Steifigkeitsmatrix und die effektive rechte Seite zur iterativen
Bestimmung der Verschiebungen am Zeitschrittende sowie der zugehérigen Lagrange-
Multiplikatoren.

Bei diesem Vorgehen wird die durch die Démpfung entnommene Energie in den hoch-
frequenten Anteile des Antwortspektrums dem System wieder zugefiihrt, wodurch ein
kontinuierlicher Energietransfer von hochfrequenten zu den niederfrequenten Anteilen
entsteht und dort zu einer mechanisch nicht begriindbaren Energiezufuhr fiihrt.

4.4 Verfahren mit algorithmischer Erfiillung der Er-
haltungssatze

4.4.1 Einfiihrung
4.4.1.1 Aufbau und Eigenschaften der Hamilton’schen Gleichungen

Mit Hilfe der kinetischen Energie T und der potentiellen Energie V' kann Energieerhal-
tung als Erhaltung der Hamilton’schen Funktion

H = T(p) + Vig) = ;p-M7'p + Vig) (4.31)

definiert werden. g sei der Vektor der n Verschiebungsfreiheitsgrade und p der Vektor
der n Impulse. Die Potentialfunktion V(q) sei beliebig wahlbar. Hiermit kénnen die
Hamilton’schen Bewegungsgleichungen in folgender Form dargestellt werden (siehe z.B.
PFEIFFER [65]):

. oH _
¢ =+ =M"'p .
Jop
oOH
)y = —— = —VV ) 4.32
p Ja (q) (4.32)
Mit Einfithrung von z = (g, p) ergibt sich
. . 0 1,.,
z = JVH(z) mit J = (_1 0 ) . (4.33)
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Es muf ein System mit 2n Differentialgleichungen erster Ordnung integriert werden.
Hierflir werden die Gleichungen (4.32) in der Zeit diskretisiert und Losungen zu vorge-
gebenen Zeitpunkten ermittelt (entsprechend 4.1).

Die Losung von (4.32) bedingt auch die Erfiillung von (4.31). Somit ist die Energie
eine Invariante der Hamilton’schen Gleichungen. Weitere Invarianten sind Impuls und
Drehimpuls.

Mit Hilfe von (4.33) kann der den Hamilton’schen Gleichungen zugrunde liegende Fluf
¥ fiir eine fest vorgegebene Zeit definiert werden zu:

% U(z) = JVH(Y(z)) . (4.34)
Da der Flufs die Bedingung
[D®(2)]" T [D¥(2)] = ] (4.35)

erfiillt, wobei DW(z) die 2n x 2n Matrix der partiellen Ableitungen von W(z) ist,
stellen die Losungen der Hamilton’schen Gleichungen eine symplektische Transforma-
tion dar. Hiermit ist die wichtige Eigenschaft verbunden, daf das héher-dimensionale
Volumen im Phasenraum R?" bei dieser Transformation erhalten bleibt. Fiir weitere
Details sei verwiesen auf SIMO, TARNOW UND WONG [78] bzw. die sehr ausfiihrliche
Diskussion der Symplektizitidt der Hamilton’schen Gleichungen bei SANZ-SERNA [70].
Die zugrundeliegende Theorie wird z.B. in ARNOLD [4] entwickelt. Eine anschauliche
Darstellung des Flusses fiir verschiedene Zeitintegrationsverfahren findet man in HAI-
RER, NORSETT UND WANNER [39)].

Zeitintegrationsverfahren, deren Flufs eine symplektische Transformation fiir alle Ha-
milton’schen Funktionen unabhangig von der Zeitschrittweite darstellt, bezeichnet man
als symplektische Zeitintegrationsverfahren.

ZHONG UND MARSDEN [89] haben bewiesen, dak symplektische Zeitintegrationsver-
fahren nicht exakt energieerhaltend sein kénnen. Die Ausnahme ist der triviale Fall,
bei dem der Fluf im Zeitintegrationsverfahren identisch ist mit dem exakten Hamil-
ton’schen Fluf. Energieerhaltung und Symplektizitat sind daher sich wiedersprechende
Forderungen an ein Zeitintegrationsverfahren und die Frage muf gestellt werden, wel-
cher Forderung der Vorzug gegeben werden soll.

In den kommenden Kapiteln wird die energie-, impuls- und drehimpulserhaltende
Energie-Impuls-Methode weiterverfolgt. Die Erfiillung der mechanischen Erhaltungs-
satze, insbesondere der Energieerhaltung wird als wesentliches Kriterium erachtet. Bei
der Zeitintegration steifer Probleme (Systeme mit hoher Konditionszahl), wie sie in
den folgenden Kapiteln diskutiert werden, ist nach GONZALES UND SiMoO [31] die
numerische Stabilitédt der energieerhaltenden Verfahren bei Verwendung grofer Zeit-
schrittweiten grofher als die der nicht energieerhaltenden Verfahren.

Die Forderung nach Impulserhaltung wird von allen iiblichen Zeitintegrationsverfahren

erfiillt. Daher wird sie nicht mehr ndher betrachtet.

Die Drehimpulserhaltung hingegen muf fiir jedes Verfahren nachgewiesen werden. Bei-

spielsweise wird in SIMO, TARNOW UND WONG [78] gezeigt, dak das explizite Diffe-

renzenverfahren den Sonderfall der Newmark-Verfahren darstellt, der die Drehimpul-
1

serhaltung erfiillt. Die Trapezregel (8 = i, v = 3) hingegen verfehlt die Drallerhaltung.
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4.4.1.2 Zusatzliche Stabilitatsdefinitionen

Als Begriindung fiir die Einfithrung zusatzlicher Stabilitatsdefinitionen fiir gew6hnliche
Differentialgleichungen wird das folgende einfache Modellproblem erster Ordnung

y =Xy yl0)=w AeC (4.36)
betrachtet Die Zeitdiskretisierung fithrt auf die Rekursionsformel
yi = g(AtA) yior = g(2) Yima (4.37)

fiir den i-ten Zeitschritt der Lange At (Siehe hierzu STOER UND BULIRSCH [82]). Dabei
héngt g(z) nur vom betreffenden Zeitintegrationsverfahren ab und wird als Stabilitats-
funktion bezeichnet. Diese ist bei nichtlinearen Problemen zeitabhéngig.

Fiir Werte von A mit Re A < 0 gilt

limy(t) =0 . (4.38)

t—co
Die zeitdiskretisierte Lésung konvergiert nur fiir solche Zeitschrittweiten At > 0 gegen
0, fiir die | g(At )| < 1 fiir das vorgegebene A gilt.

Einige Begriffe werden zur Konkretisierung der Stabilitdtseigenschaften eingefiihrt:

A-Stabilitat
Ein Zeitintegrationsverfahren heifit absolut stabil (A-stabil), falls |g(z)| < 1 fiir alle
zmit Rez < 0 gilt.
L-Stabilitat
Das Verfahren heifit L-stabil, wenn das Verfahren A-stabil ist und wenn zusétzlich gilt:
lim g(z) = 0 . (4.39)
Rez——o0

Erfiillt ein A-stabiles Verfahren die schwéchere Bedingung
lim Jg(z)] < 1 , (4.40)

Rez——o0
dann heift es stark A-stabil (STREHMEL UND WEINER [83]).
Dies lifst sich folgendermalfsen Interpretieren.

Mit der Forderung der A-Stabilitidt wird die asymptotische Forderung (4.38) als rekur-
sive Abbildung

[9(2)]" =0  fir i— o0 (4.41)

an das Zeitintegrationsverfahren vererbt. Mit der L-Stabilitat wird hingegen das asym-
ptotische Verhalten in einem Zeitschritt eingefangen:

g(z)y —0 fiir At = oo . (4.42)

Weitere Details, insbesondere die Vererbung der Stabilitdtseigenschaften auf nichtli-
neare Probleme, werden in DEUFLHARD UND BORNEMANN [24] ausfiihrlich diskutiert.

Es folgt ein Hinweis fiir nichtlineare Differentialgleichungssysteme.

Der Ubergang von einem nichtlinearen Differentialgleichungssystem zur betrachteten
Testgleichung 4.36 wird detailliert in STREHMEL UND WEINER [83] erldutert. Anstelle
der komplexen Grofe A werden die Eigenwerte A; der Systemmatrix eingesetzt. An die
Stelle der Funktion ¢(z) tritt der Fluk.
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4.4.2 Die Runge-Kutta-Methoden

Dem Vorgehen in SANZ-SERNA [70] folgend konnen die Runge-Kutta-Methoden zur
Losung der Hamilton’schen Gleichungen {iber das Butcher Tableau (BUTCHER [18])
beschrieben werden. Hiermit wird eine s-stufige Runge-Kutta-Methode iiber die Bei-

werte
ar ... dig
4.4
ds1 ... dgs ( 3)
by ... b,

mittels der Gleichungen fiir 1 <1 <'s

P; :P00‘|‘Atzaij f(Pijj) ’ Qz :qOO—I_AtZaij g(Pijj) ’ (444)

i=1 i=1

Pio = Poo T Atzbi (P,Q;) q10 = 9ot Atzbi 9(P;,Q;) , (4.45)
=1 =1
definiert. P und @ sind die, an vorgegebenen Zeitpunkten im Zeitschritt ausgewerteten
Unbekannten p und q, fiir die gilt: f = —% und g = —I—%.

Von LASAGNI [59] (ohne Beweis) und SANZ-SERNA [69] (mit Beweis) wurde festgestellt,
dafs Runge-Kutta-Methoden symplektisch sind, wenn sie folgende Bedingung erfiillen:

biaij—I-b]‘a]‘i—bib]‘ =0 1§Z,]§S . (446)

Nachfolgend wird besonders der einzige Typ von Runge-Kutta-Methoden betrachtet,
der als s-stufiges Verfahren die Ordnung 2s erreicht. Dies sind die symplektischen Gaufs-
Legendre-Runge-Kutta-Methoden. Bei ihnen findet die Auswertung im Zeitschritt an
den Integrationspunkten und mit den Gewichten der Gaul-Legendre Integration statt.
Sie sind A-stabil (SANZ-SERNA [70]).

SANZ-SERNA [69] zeigt, dak diese Runge-Kutta-Methoden auch die Energieerhaltung
erfiillen, wenn die Hamilton’sche Funktion quadratisch ist (d.h. fiir lineare Probleme).

Die hier betrachteten Runge-Kutta-Methoden sind Finschrittverfahren. Jedoch mufs
zur Berechnung der jeweils n unbekannten Verschiebungen und Geschwindigkeiten am
Zeitschrittende ein implizites Gleichungssystem mit s * n Unbekannten gelést werden.
Da somit der Rechenaufwand bei mehrstufigen Runge-Kutta-Methoden erheblich an-
steigt, wollen wir uns auf die Betrachtung der einstufigen Methode, der sogenannten
impliziten Mittelpunktsregel, beschranken.

4.4.2.1 Die implizite Mittelpunktsregel

Mit Hilfe des Butcher-Tableaus fiir die einstufige Runge-Kutta-Methode (s = 1) (siehe
z.B. DEUFLHARD UND BORNEMANN [24])

(4.47)
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kann man durch Einsetzen der Hamilton’schen Gleichungen (4.32) in die Entwick-
lungsgleichungen der Runge-Kutta-Methode (4.45) die implizite Mittelpunktsregel
herleiten.

Auswertung von (4.45 links) fiihrt fiir konservative Systeme auf die Impulsbilanz im

Zeitschritt erweitert um den Faktor é

M B o N () = 0| (4.48)

Der Residualvektor N, der in den hier betrachteten Problemen aus den Verzerrungen
resultiert, wird mit den im Zeitschritt gemittelten Verschiebungen

(woo + w1o) (4.49)

Uos =

berechnet.

U0 4 [ )

Ups T

’iI/OO 1+ @

1 \ —
loo 1o
Bild 4.1: Verlauf von @& im Zeitschritt bei Anwendung der Mittelpunktsregel

Fiir die Geschwindigkeit im Zeitschritt gilt folgende wichtige Beziehung

. . U — U
(oo + i) = % (4.50)

Uos =

mit der man die Geschwindigkeit am Zeitschrittende als Unbekannte eliminieren kann.
Dem Verfahren liegt somit ein konstanter Verlauf der Geschwindigkeit geméaf Bild 4.1
zugrunde, wobei

U9 = Ugy + ’l.l,05 At . (451)

Das Verfahren kann auch aus dem Verallgemeinerten-a-Verfahren fiir nichtlineare Sy-
steme (4.22) mit den Parametern

1

abgeleitet werden.

In spateren Kapiteln wird gezeigt, dal sich fiir das Verfahren Impuls und Drehimpul-
serhaltung nachweisen laft. Da die Mittelpunktsregel, wie bereits oben dargestellt und
erstmals in FENG KANG [50] gezeigt, symplektisch ist, kann Energieerhaltung nicht
erzielt werden.
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4.4.3 Das Energie-Impuls-Verfahren

Einen weiteren Zugang zur Entwicklung von Zeitintegrationsverfahren bietet die Ver-
wendung finiter Zeitelemente. BETSCH UND STEINMANN [11], [12] und [13] gehen
hierzu von einer Petrov-Galerkin Formulierung des gewichteten Residuums der Hamil-
ton’schen Gleichungen (4.32) im Zeitschritt aus:

/ttw{[d—M‘lp]-ép + [p+VV(g)]-dg }dt =0 . (4.53)

Als Ansatzfunktionen fiir den Verlauf von g und p im Zeitschritt werden Lagrange-
Polynome der Ordnung k gewéhlt. Die Ansatzfunktionen fiir g und dp sind die ent-
sprechenden Polynome der Ordnung & — 1. Dies fiihrt auf kontinuierliche Galerkin-
Formulierungen (keine Spriinge von Verschiebungen oder Geschwindigkeiten an den
Zeitschrittgrenzen!). Lediglich die Testfunktionen kénnen diskontinuierlich sein.
Verfahren mit diskontinuierlichen Test- und Ansatzfunktionen wurden beispielswei-
se von BAUCHAU UND THERON [6] entwickelt. Diese sogenannten diskontinuierlichen
Galerkin-Verfahren zeigen hohe numerische Stabilitédt aufgrund ihres dissipativen Ver-
haltens in den hohen Figenfrequenzen.

Die Verwendung linearer Ansatz- (k = 1) und konstanter Testfunktionen in (4.53) fithrt
auf die Gleichungen

t1o0
too
1. . U — U
5 (oo + Ur0) = 710At = . (4.55)

Ein Vergleich von (4.54) mit (4.48) sowie von (4.55) mit (4.50) zeigt, dak dieses Vor-
gehen auf Zeitintegrationsverfahren fiihrt, die die im vorherigen Abschnitt entwickelte
Mittelpunktsregel als Sonderfall enthalten. Hierzu muf das Integral in (4.54) mit einer
1-Punkt Gauf-Integration ausgewertet werden.

Es kann gezeigt werden, daf nur mit der 1-Punkt Gauf-Integration die Drehimpul-
serhaltung erzielt werden kann; Gauf-Integrationen mit héherer Ordnung verbessern
zwar die Erhaltung der Energie, die Drehimpulserhaltung ist dann jedoch nicht mehr
gegeben.

Analog kann gezeigt werden, daf sich fiir eine Entwicklung von (4.50) mittels quadra-
tischer Zeitelemente (k = 2) nur fiir eine 2-Punkt Gauf Integration der entsprechenden
Integrale Drehimpulserhaltung ergibt. Dieses Verfahren ist dann identisch mit der zwei-
stufigen Gauls Runge-Kutta-Methode. Energieerhaltung ist hier, wie bereits diskutiert,
aufgrund der Symplektizitat des Verfahrens nicht gegeben. Aufgrund der grofken Zahl
zusitzlicher Unbekannter werden die Zeitelemente hoherer Ordnung (k > 1) nicht wei-
ter verfolgt.

Die Energie-Impuls-Methode nach StMO UND TARNOW [76] stellt nun einen Sonderfall
der obigen Vorgehensweise dar, bei der das Integral in (4.54) derart ausgewertet wird,
dal sich sowohl Drehimpuls- als auch Energieerhaltung im Zeitschritt nachweisen las-
sen. Entsprechende Uberlegungen wurden auch von CRISFIELD UND SHI [22] und [23]
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fiir Co-Rotational Fachwerkelemente formuliert. Auch das Vorgehen von GREENSPAN
[37] fiir allgemeine Mehrkérperprobleme in Potentialfeldern fithrt auf diese Methode. In
den folgenden Kapiteln wird dieses Verfahren, insbesondere in Bezug auf die Kopplung
starrer und flexibler Systeme, ausfiihrlich diskutiert.
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4.4.4 Zeitintegration der Bewegungsgleichung von Starrkor-
pern mit Rotationsfreiheitsgraden

Im folgenden Kapitel wird die Zeitintegration von Strukturen mit Rotationsfreiheits-
graden diskutiert. Da Rotationsfreiheitsgrade im Weiteren nur zur Beschreibung der
Bewegung von Starrkérpern verwendet werden, beschrankt sich die folgende Darstel-
lung hierauf.

Bei der Verwendung von Rotationsfreiheitsgraden mufs, wie bereits in Kapitel 2.2.2
erlautert, unterschieden werden zwischen dem globalen (ortsfesten) und dem lokalen
(korperfesten) Koordinatensystem.

Mit den Parametern geméf (4.22) und der Vorgabe a,,, = ay = o ergibt sich die Bewe-
gungsgleichung fiir die Rotationsfreiheitsgrade eines Starrkérpers ohne Bindungen in
globalen Koordinaten zu

Il—oz ’lbl—oz + wi_, ><:Z'l—oz Wi_q = m(tl—oz) . (456)

Hierbei sind Z, m, w und w der Massentriagheitstensor, das resultierende dussere einge-
pragte Moment, die Winkelgeschwindigkeit und die Winkelbeschleunigung in globalen
Koordinaten.

Mit Hilfe der Rotationsmatrix in lokaler Darstellung R = R(®) sind diese Groken
mit dem lokalen Massentrigheitstensor I, der lokalen Winkelgeschwindigkeit W und
Winkelbeschleunigung W verkniipft iiber

w = RW | (4.57)
w = RW | (4.58)
I = RIR" . (4.59)
Eingesetzt in (4.56) erhdlt man die Bewegungsgleichung in lokaler Darstellung
IW,_, + W,_,xIW,_, = R"'m(t,_,) . (4.60)

Der Massentragheitstensor I in kérperfesten, lokalen Koordinaten ist unabhingig von
der aktuellen Konfiguration.
Der Verlauf im Zeitschritt sei gegeben durch

®_. = (1—a)® ) Wl—a:OéWoo—l-(l—Oé)Wlo )
Wl—oz = o WOO + (1 — Oé) WIO 5 tl—oz = « too + (1 — Oé) th . (461)

Hierbei ist ® der relative Rotationsvektor im Zeitschritt in lokalen Koordinaten. Dies
ergibt mit der schiefsymmetrischen Matrix @ zum Vektor @ (analog 2.37)

R10 = ROO e:z;p(@) . (462)
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Analog den Gleichungen (4.11) und (4.12) werden der relative Rotationsvektor im Zeit-
schritt sowie die Winkelgeschwindigkeiten und -beschleunigungen an den Zeitschritt-
grenzen iiber

e = AtW00+At2[(%—6)WOO+6W10] : (4.63)

W10 = WOO + At[(l - ’)/) Woo + Y WIO] (464)

verkniipft. Die Beiwerte 3 ¢ [0, 1] und v € [0, 1] sind identisch mit denen der
Newmark-Methode.

Da sich infolge einer Starrkérperdrehung die Winkelgeschwindigkeiten und Winkelbe-
schleunigungen im globalen Koordinatensystem dndern, sind Additionen dieser Grofsen
nur im lokalen Koordinatensystem zulassig (siehe auch SIMO UND WONG [80]). Daher
sind die Gleichungen (4.63) und (4.64) aus lokal definierten Grofen aufgebaut.

Zur Formulierung von (4.60) mit der Mittelpunktsregel werden die Parameter

1

a:2627:§ (4.65)
gesetzt. Die Bewegungsgleichung fiir die Zeitschrittmitte lautet dann
I WOE) ‘|‘ W05 X IW05 = RT m(t05) . (466)

Mit dem hieraus resultierenden Zeitintegrationsverfahren kann fiir Starrkoérper, auf
die keine dusseren eingepragten Krafte bzw. Momente einwirken Energieerhaltung im
Zeitschritt nachgewiesen werden. Der Vektor des Drehimpulses wird jedoch nur in der
Norm und nicht komponentenweise erfiillt (siche SIMO UND WONG [80]).

Es erscheint daher sinnvoll, anstelle einer Gleichgewichtsbedingung direkt die globale
Drehimpulsbilanz im Zeitschritt fiir die Rotationsfreiheitsgrade zu definieren als

t1o
Ilowlo — IOO Woo = / m(t) dt . (467)
t

00

In lokaler Darstellung wird hieraus:

t1o
R10 I W10 — ROO IWOO = / m(t) dt . (468)
t

00

Mit den Vorgaben a = 28 = v = £ koénnen mit Hilfe von (4.61), (4.63) und (4.64)

folgende wichtige Beziehungen ermittelt werden:

- Die Winkelbeschleunigung am Zeitschrittende lautet

) 9 )
W10 — E [WIO — Woo] — Woo . (469)
- Der relative Rotationsvektor im Zeitschritt ist
1
® = §(W00 + Wi )AL,

Mit dem dargestellten Zeitintegrationsverfahren kann fiir Starrkérper Impuls-
Drehimpuls- und Energieerhaltung nachgewiesen werden. Hierfiir wird auf Kapitel 5.2.3
verwiesen.
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4.4.5 Implementierung

Zum Schluf wird auf die Implementierung eines einstufigen Einschritt-Zeitinte-
grationsverfahrens in Verbindung mit dem Newton-Raphson-Verfahren eingegangen.
Die im folgenden Ablaufschema aufgezeigte Art der Implementierung liegt den in den
weiteren Kapiteln dargestellten und entwickelten Vorgehensweisen zugrunde. Basis ist
das Verallgemeinerte-a-Verfahren mit den fiir die Implementierung wesentlichen Pa-
rametern 5 und v (also das Newmark-Verfahren). Da Residuum und Steifigkeitsma-
trix nicht nadher spezifiziert sind, sind die Mittelpunktsregel sowie die Energie-Impuls-
Methode hierin ebenfalls als Sonderfélle (28 = v = 1) enthalten.

Es wird hier insbesondere, SIMO UND WONG [80] folgend, auf die Behandlung der
inkrementellen Rotationen @, Winkelgeschwindigkeiten W und Winkelbeschleunigun-
gen w eingegangen.

Die Implementierung wird fiir Translations- und Rotationsfreiheitsgrade fiir einen ty-
pischen Zeitschritt (o9 — t10) aufgezeigt. Der Index k gibt den Iterationschritt der
Newton-Raphson Iteration im Zeitschritt an.
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Ablaufschema zur Zeitintegration

1. Initialisierung zum Beginn des Zeitschrittes

Bekannte Grofen zum Zeitschrittbeginn zur Beschreibung der Bewegungen aus

Translation: wgy, wgg, oo Rotation: Quaternionen goq9, Qoo

Woo, Wog
Vorberechnung der Groken am Zeitschrittende (0. Iteration)

udy = dgo + (1 —7) Aliigo WO = Wo + (1—7) At W
uly = oo + Aldton + (1 — B)APiino ®° = At Woo + (L — B)APW
Quaternionen der inkr. Rotation gem. (2.47)
(4 9") = Q(O")

Quaternionen der Gesamtdrehung
gemal Kapitel 2.2.2.3

(90(1)07 q?o) = (Gooo» Goo) © (qgv qo)

2. Berechne Residuum und priife auf Konvergenz
Berechne Residuum %,

WENN die Bedingung | f.,| < ¢ mit der Toleranz ¢ hinreichend genau erfiillt ist
DANN Berechne die Beschleunigungen zum Zeitschrittende

u10 — Uopo

U0 = ~ At

+ (1- %) oo Wy =

— neuer Zeitschritt

SONST Weiter mit 3.

3. Fiihre Berechnungen fiir Iterationschritt : + 1 durch

Berechne iterative Verschiebungen / Verdrehungen aus linearisierter effektiver
Steifigkeitsmatrix und effektiver rechter Seite

(Auia A®i) = [Kio]_l fio
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Aktualisieren der Verschiebungen Aktualisieren der Rotationen
Quaternionen der iterativen Rotation gem. (2.47)
(Ag. Ag') = Q(AO)
Aktualisieren der inkrementellen Quaternionen
gemal Kapitel 2.2.2.3
(@™ ¢*") = (@', q') ° (Ag, Aq)
Quaternionen der Gesamtdrehung
(i, ai5") = (wio> aw’) © (Ag, Aq)
Sicherung der Orthogonalitat durch Normierung
von (g0, g'*') und (qoif', qif') gem. (2.48)

Inkrementeller Rotationsvektor aus QQuaternionen

gem. (2.51) und (2.52)
uif! = uy, + Aul O = Q'(4¢» q')
Aktualisieren der Geschwindigkeiten

— weiter mit 2.
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Kapitel 5

Spezielle Finite Elemente fur die
Energy-Momentum-Methode

5.1 Formulierung von Volumenelementen

5.1.1 Schwache Form in der Zeit diskretisiert

Im folgenden werden Steifigkeitsmatrix und Residualvektor fiir ein 3D Verschiebungs-
element mit 8 Knoten fiir St. Venant Kirchhoff Material entwickelt. Dieses Element
wurde allgemein von STMO UND TARNOW [76] diskutiert. Die Herleitung wird in Anleh-
nung an das Standard Volumenelement bei CRISFIELD [21] sehr ausfiihrlich behandelt
und soll den Einfluf des Zeitintegrationsverfahrens auf die Ableitung der Residual- und
Steifigkeitsmatrizen aufzeigen.

Das Element ist zur Darstellung grofer Starrkérperbewegungen bei kleinen Verzerrun-
gen geeignet.

Die schwache Form der Impulsbilanz im Zeitschritt tgo0 — 1o fiir das unbelastete System
lautet:

é Qo (’iblo — ’l:lloo) -ou dV + / Fa S . grad ou dV =0 (51)
BO BO
mit
Foz — F(uoz) (52)
u, = (1 — Oé) Ugo + U9 . (53

Hierin bezeichnet F' den Deformationsgradienten, S den 2. Piola Kirchhoff Spannungs-
tensor, o, die Dichte und w den Verschiebungsvektor.

Dieser Ansatz erfiillt mit der Annahme a = % fiir jeden symmetrischen Spannungsten-
sor Impuls- und Drehimpulserhaltung. Fiir die Spannungen im Zeitschritt wird allge-
mein ein Ansatz der Form

S = BoxSwt(1—PBo)*Sw :  Bo e [0,1] (5.4)
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verwendet. Der Faktor 8y wird aus der Forderung der Energieerhaltung im Zeitschritt
ermittelt. Fir St. Venant-Kirchhoff Material ergibt sich mit £y = %:

S =85, = %(SOO‘I‘SIO) = %CM(E('U/OO) + E(uy)) - (5.5)

C4 ist der 4 stufige Materialtensor fiir linear elastisches, isotropes Material.

Anschauliche Deutung

Im folgenden wird eine anschauliche Begriindung fiir die Wahl der Spannungen und
Verzerrungen in Ansatz (5.1) gegeben. Betrachtet wird ein 3D - Fachwerkelement
innerhalb eines Zeitschrittes gemél folgender Skizze:

Konfiguration &g

Konfiguration s = (wugs)

Ups = %(Uoo + uqp)

Konfiguration @9

Bild 5.1: Fachwerkstab im Zeitschritt

Zur Berechnung der Residualkréfte infolge Elementverzerrungen wird

£ =n ( _625 ) (5.6)

vorgeschlagen. Dabei sei n° der Betrag der Normalkraft im Stab. In obiger Skizze wird
deutlich, dass es bei grofen Starrkorperdrehungen im Zeitschritts falsch ist n® = n(wos)
zu wéhlen, da dann die Stablédnge in dieser Konfiguration immer zu klein angenommen
wird. Es erscheint daher naheliegend die Normalkraft ausschlieklich mit Hilfe der (nicht
linear interpolierten) Verschiebungen an den Zeitschrittgrenzen zu ermitteln. Die An-
nahme

1
Ne = 3 (noo + n10) (5.7)

fiihrt auf ein Stabelement, dessen rdumliche Position aus der Mittelpunktskonfigura-
tion ermittelt wird, wéhrend sein Spannungszustand aus den arithmetisch gemittelten
Spannungen berechnet wird. Dieser Ansatz fiir ein 'corotational element’ wurde von
CRISFIELD UND SHI [22] vorgeschlagen.
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5.1.2 Nachweis der Erhaltungssiatze im Zeitschritt
5.1.2.1 Einfiihrung

Im folgenden werden die Nachweise der Erhaltung von Impuls, Drehimpuls und Ener-
gie im Zeitschritt fiir die schwache Form der Impulsbilanz (5.1) erbracht. Fiir jeden
Nachweis wird aus (5.1) durch Einsetzen zuléassiger virtueller Verschiebungen (giiltiger
Testfunktion) der jeweilige Erhaltungssatz im Zeitschritt entwickelt.

Hierbei ist zu beachten, dafk von (5.1) die Impuls- und Drehimpulserhaltung nur fiir
Strukturen ohne Dirichlet Randbedingungen erfiillt wird, da der Impuls bzw. Drehim-
puls infolge der Auflagerkréfte hierin nicht enthalten ist. Daher miissen die gewéhlten
virtuellen Verschiebungen solche Randbedingungen nicht erfiillen. Dies gilt nicht fiir
die Energieerhaltung, da die Auflagerkréfte als Zwangskréfte keine Arbeit leisten. Die
zum Nachweis der Energieerhaltung gewéhlten virtuellen Verschiebungen sollten daher
die Dirichlet-Randbedingungen erfiillen.

Die folgenden Nachweise werden mit speziellen, fiir den Nachweis geeigneten und zu-
lassigen virtuellen Verschiebungen gefiihrt. Da diese fiir voneinander unabhéngige Frei-
heitsgrade frei wahlbar sind (siehe z.B. RIEMER, WAUER UND WEDIG [66]) wird hier-
durch die Allgemeingiiltigkeit der erzielten Aussage nicht eingeschrankt.

5.1.2.2 Impulserhaltung

Fiir den Nachweis der Impulserhaltung wird die virtuelle Verschiebung
Su=3p mit Spe R §psei beliebig aber raumlich konstant (5.8)

gewshlt. Sie stellt eine beliebig kleine, konstante Verschiebung (reine Translation) des
zu integrierenden Volumens dar und ist in Strukturen ohne Dirichlet Randbedingungen
zuldssig. Eingesetzt in (5.1) ergibt sich mit grad(dp) = 0

1

A7 /Qo (10 — o) - opp dV = 0 . (5.9)

By

Mit dem Funamentallemma folgt direkt die Impulsbilanz im Zeitschritt
L10 - LOO - 0 . (510)

Impulserhaltung ist somit fiir jedes a und fy geméak (5.3) und (5.4) gewéhrleistet.

5.1.2.3 Drallerhaltung

Fiir den Nachweis der Drallerhaltung wird die virtuelle Verschiebung

Su=0dp x x, mit dp e R? dp  sei beliebig aber rdumlich konstant
r, = (1 — Oé) oo+ a x1o (511)
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gewdhlt. Dies entspricht einer beliebig kleinen Verdrehung des zu integrierende Volu-
mens um den Ursprung mit der Verdrehung dg. Sie ist in Strukturen ohne Dirichlet
Randbedingungen zulédssig.

Ziel des folgenden Nachweises ist es durch einsetzen der Testfunktion Gleichung (5.1)
in die Drehimpulsbilanz im Zeitschritt zu iiberfiihren und aus der Forderung der Dre-
himpulserhaltung eine Bedingung zur Wahl von « zu ermitteln. Hierbei wird bei der
Testfunktion willkiirlich derselbe Freiwert o gewahlt, wie in (5.1).

Einsetzen der Testfunktion fiihrt mit grad(dp x u,) = g;\t F, auf

1 —
E Qo (’ilqo — ’l:lloo) . ((Sﬂ, X a:a) dV—I—/FaS : grad (5uwa) dV =0 . (512)

BO BO
Nach einigen Umformungen erhélt man

1 ~

E(Su-/wax(ﬂ'lo—ﬂ'oo) dV—I—(Su:/FQSFg dV =0 . (5.13)
BO BO

Unter der Voraussetzung, dak S symmetrisch ist, stellt der zweite Term in (5.13) das

innere Produkt (Symbol ") aus einer schiefsymmetrischen Matrix g;\t deren Diagonal-
elemente den Betrag '0’ besitzen und einer symmetrischen Matrix (dem Integral) dar.
Da sich hierfiir immer 0 ergibt, gilt

/wa X (7710 — 7700) dV =0 . (514)

Bo

Drallerhaltung im Zeitschritt bedeutet

Jiw—Jop =0 = /51310><7T10—51300><7700dv )
By

= T1g X Mo — oo X Woo + T4 X (7710—7700)—513a X (7710—7700) dv,

By

= /wa ><(7710 — 7700) dv—|—/(£1310 — 51300) ><(om'10—|—(1—oz)7700) dV,

BO BO
mit (5.14)
= /(51310 — 51300) X (OHTOO + (1 — Oé)ﬂ'lo) dV
By
= /(wlo—woo)X(QTfog,—ﬂ'a) dV s
By

mit 75 = % (oo + 10) und 7, = (1 — a) 7o + o 7w1o . Im verwendeten Zeitintegra-
tionsverfahren ergibt sich mit % = 1 die konstante Geschwindigkeit im Zeitschritt &4,

zu
. &0 — Loo
Tar = ——,  —

[N
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Mit (5.15) folgt:
/Q&At X (27:(05 — 7:"&) dV =0 . (517)
By

Diese Bedingung ist nur fir a = % erfiillt.

Voraussetzung fiir die Drallerhaltung ist somit Symmetrie des 2.P. K. Spannungstensors,
sowie Annahme von arithmetisch gemittelten Geschwindigkeiten und Verschiebungen
im Zeitschritt.

5.1.2.4 Energieerhaltung

Fiir den Nachweis der Energieerhaltung wird die virtuelle Verschiebung

du = 6 uay 0&  sei beliebig aber raumlich konstant

wan; = = (Woo + Uio) (5.18)

[N

gewdhlt. Dies entspricht einer Verschiebung infolge der im Zeitschritt konstanten Ge-
schwindigkeit @a; (die jedoch im Raum veradnderlich ist !) multipliziert (skaliert) mit
einer beliebig kleinen Zeitschrittweite 6¢. Da sie auch die Dirichlet Randbedingungen
erfiillt, gilt der folgende Nachweis auch fiir aufgelagerte Strukturen.

Einsetzen der Testfunktion in (5.1) fiihrt mit dem Fundamentallemma auf auf

/Qo (’iblo — ’l:lloo) . ’l.l,At dV + At/Fog,S : grad iI.ZAt dV =0 . (519)
By

By
Der erste Teil von (5.19) lakt sich mit (5.18) umformen zu

1 . . . . . .
5/@0 (W10 - W10 — oo " Uoo ) dV = Kio— Koo (5.20)
Bo

wobei K die kinetische Energie ist.

Der zweite Teil von (5.19) fithrt mit &, = 21020 auf

At
/Fo553(F10—F00) v = /53[F0T5(F10—F00)] v,
BO BO
1
= 5/5 [(FL,Fyg— FL Fo) + FL.Fyy— FI Fo) dV
By
= /Si(Em—Eoo) dv 5 (5-21)
By
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da S symmetrisch ist und FL Fio — F1, Foo = (FL, Fyo) — (FL, F1)T schiefsymme-
trisch ist.
Gleichung (5.19) 14kt sich mit Hilfe von (5.20) nur mit der Vorgabe von

1
S — S(BOZ%) - §Ct4(E00—|—E10) (522)
in (5.21) zur Energiebilanz im Zeitschritt umformulieren

(Ko + Ero) — (Koo + Egg) =0, (5.23)

mit der Verzerrungsenergie I.

Voraussetzung fiir die Energieerhaltung ist neben den zur Drallerhaltung notwendigen
Voraussetzungen daher 3y = % bei Zugrundelegung eines St. Venant Kirchhoff Materi-
algesetzes.
5.1.3 Diskretisierung im Raum
Mit den Definitionen des Verschiebungsgradienten

D = grad(u) (5.24)

lafkt sich der virtuelle Green’sche Verzerrungstensor ausdriicken durch

1 1
(SE05 = (S(E(’ll,og,)) = §Fg5 (SD05 + §5Dg5 F05 5 (525)
wobei
(SD05 = grad(5u05) . (526)

Mittels der virtuellen Verschiebung wird das Funktional beziiglich der Verschiebung
w19 zum Zeitschrittende minimiert, wobei die Verschiebung wgy zum Zeitschrittbeginn
unveranderlich ist. Dies fiithrt auf

1

Hieraus folgt fiir den Steifigkeitsterm in (5.1)

/ Fos5S,, : grad du dV = 2 / SEo; : S, dV = 2 / SEgs - Sap dV (5.28)

BO BO BO

tiberfithrt werden kann. E05 und §av sind Green’scher Verzerrungstensor und 2. Piola
Kirchhoff Spannungstensor in Vektorschreibweise.
Mit den Ansatzfunktionen in lokalen Koordinaten

Ni:%(l—f)(l—n)(l—g) P18 (5.29)
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ergeben sich die Koordinaten, Verschiebungen und Geschwindigkeiten im Element

durch Summation iiber alle Knoten ¢ zu:

X = ) N(&n() X X, =[xy z]"
u = Z Nz(f,n,C) d; d; = [uz Ui wi]T )
W o= Y N(EnQdidi= [ i)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

Zur Bildung von Ableitungen der dreidimensionalen Interpolationsfunktionen iiber die

Kettenregel
= — — — analog ) (5.33)
0X o 0X  odn 0X  0C 090X aY ' 07
werden die Elemente der invertierten Jacobimatrix bendtigt:
29X Ay 9z ON; . ONi v ONi 7. 8¢ am B¢
he e o s [ e X Y S 5X X X
_ | ax av az | _ ONi y. ONi v ONi 7. -1 _ 26 om ¢
J= on  On  9n _Z 9n Xi 9n Yi 9n Zi , J = ay % ay
axX Y 9z i=1 ON; y. 9N: vy ONi 7. 9t a ac
a¢  a¢  9¢ a¢ X a¢ Y, a¢ Zi BV % EVA
(5.34)
Unter Zuhilfenahme von
83_]? 0 g; 0; O3
g =J L =0 ., Gi= |05 g; 0 (5.35)
aaj\g 0 0; 05 g;
lafkt sich der Verschiebungsgradient in Vektorschreibweise aufbauen
U U U v v v w w w T
q=] o] = Gi1GyGsGiG5GsG-Gs | d =G d.
(5.36)
Die Matrix G ist konfigurationsunabhéngig und somit im Zeitschritt konstant.
Einfiihrung der Hilfsmatrizen
B B B
000000001 000 2 0 0 2 o0 o0
H:010100000,A(q):a_ua_u%zal@%za_wa_w
001000100 BT o T T
000000000 oo BT o BT
000001010 0 5% &% 0 &% 35 0 5
(5.37)
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fiihrt auf den Green’schen Verzerrungstensor in Vektorschreibweise

P [H—|—%A(q)]q | (5.38)

Mit der Vorgabe des Verschiebungsgradienten in Zeitschrittmitte zu

1
qoy; =G dys =G §(doo + dyo) (5.39)

ergibt sich der Verzerrungsvektor

. 1
Eos = [H‘|‘§A(CI05)]CI05 . (5-40)

Mit der Variation ddgs = %5d gilt

o 1 1
0Eps = H 5‘105 + 5 5A(CI05) qos + 5 A(CI05) 5‘105 )

= H 5CI05 + A(CI05) 5‘105 )
1
= [H‘|‘A(CI05)]G§5d )

1
= 5 Bnl,05 (Sd . (541)

Zur Auswertung des Massenterms in (5.1) wird die Matrix der Formfunktionen definiert
zu

N 0 0 Ny 0 0 ... Ng 0 0
N = 0O N O 0 Ny 0 ... 0 Ng O (5.42)
0O 0 N 0 0 Ny ... 0 0 Ng
Es gilt
! (i1 — itog) - 6w dV = — N(dyo — doo) - (N 6d) dV
. o (U — U - 0U = R o _ . \
At e 10 00 At e 10 00
BO BO
1 . .
= —(Sd/QONTN dV(dlo—doo) 5
At
By
1 . .
— E(Sd [ Me( le_dOO ) ] . (543)
Hieraus folgt die konsistente Elementmassenmatrix zu
M. = /go NN av . (5.44)
By
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5.1.4 Residualvektor

Der Residualvektor auf Elementebene f° bestimmt sich mit (5.41) und (5.44) aus

é Qo (ﬁlo—ﬁoo)'(su dVv 4+ 2 /(SE% . §av v = f°-id
Bg By
1 . . - 1 .
E(Sd'[Me(dlo_dOO)]—l_Q/Sa,u-(§Bnl705(sd) dv = f(sd ,
Bo
1 . . "
770 [ Mec(dio—doo )] —|—5d-/Bfm5S(w v = f°.5d
Bo
zu
fo=xM.(dy—dy)+ [ BlysSw dV (5.45)
By

5.1.5 Linearisierung

Fiir die Linearisierung wird das Symbol A verwendet. Es ist

1 . . - -
A[EMe(dIO_dOO)'(Sd —|— Q/Sav'(SEog, dV] -
By
1 ) . - S - q
Al M(dio—duw)-dd] + z/AsM-aE05 v + Q/SM-ME05 A%
BO BO

Massenterm

Materialterm Geometrieterm

(5.46)

5.1.5.1 Materialterm

Die Linearisierung des gemittelten 2. PK Spannungstensors in Vektorschreibweise fithrt
auf

1 . . 1 .
ASaU — A[§ CtQ(EOO —|— EIO)] — 5 Ctg AElO . (547)

Mit den Green’schen Verzerrungen (siehe (5.41))

— 1 —
(SE05 — 5 Bn[705 (Sd AElO — Bnl,lOAd (548)
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laft sich der Materialterm in (5.46) umformen zu
— — — 1 —
/A Sav : (SE05 dV — /(SE05 : ( 5 Ctg AElo) y
By

By
1
= 4d- / 532,705 Ciy B0 dV Ad . (5.49)
By

Mit dem zweistufigen Materialtensor fiir linear elastisches, isotropes Material (siehe
z.B. CRISFIELD [21] )

(1 —-v) v v
v (1 —-v) v 0
D) v v (1—-v)
o= Ui L1 —2v)
0 %(1 —2v)
%(1 —2v)

(5.50)
folgt hieraus der unsymmetrische materielle Anteil fiir die Elementsteifigkeitsmatrix
zu

Kpa = 1 [ Bl CoBuaodV (5.51)
By

Die Unsymmetrie folgt aus der Auswertung der Verzerrungen zu unterschiedlichen Zeit-
punkten im Zeitschritt. Sie ergibt sich somit aus dem verwendeten Zeitintegrationsver-
fahren und ist nicht in der Mechanik des Elementes begriindet.

5.1.5.2 Geometrieterm

Die Linearisierung des Deformationsgradienten in Zeitschrittmitte fithrt auf
1 1
AF05 = A(]_ + D05) = 5 grad Au — 5 ADlO . (552)

Die Linearisierung findet am Ende des Zeitschrittes statt. Daher gilt

1 1 1
A’ll,()5 = A[§ (uOO + ulo)] = 5 Aum = 5 Au . (553)
Hiermit lakt sich (5.26) umformen zu
1
A FEy = Z(ADIT0 §Dys + 6D, ADy) . (5.54)
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Fiir den Geometrieterm in (5.46) gilt somit bei Ubergang auf die Tensorschreibweise

= = 1 1
Q/Sav . A(SE05 dV == 2[1 /(ADlO Sav) : (SD05 dV + Z /((SDog, Sav) : ADlO dV ] 5
Bg By By

1 ~ 1 ~
= 20 [ a0 (B Aqyy) aV + 5 [ Mgy (3 da)] V.

4
BO BO
— i/éd-GTgavGAd dV+i/Ad- G'S,, Géd dv
By By
_ %/M- G’ S,, G Ad dV (5.55)
By

wobel
Sav 031’3 031’3

Sav = 05,3 Sau 05,3 . (556)
031’3 031’3 Sav

Der symmetrische geometrische Anteil fiir die Elementsteifigkeitsmatrix folgt zu

T A
Ky, =1 [G S§,GdV | . (5.57)
By
5.1.5.3 Massenterm
Mit der Beziehung fiir £ = L im Zeitintegrationsverfahren gilt
¥ 2
dyo—d 1, . :
% = §(d00 + d10) . (5.58)

Mit Auflésen nach Ci1o folgt

1 : : 2
A[EMe(dIO_dOO)'(Sd] - @MeAd(Sd . (559)

Der symmetrische Massenanteil zur effektiven Steifigkeitsmatrix ergibt sich zu

Koes = =M, | . (5.60)
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5.1.6 Numerische Dampfung

Zur Verbesserung des Konvergenzverhaltens, insbesondere bei Systemen mit hohen FEi-
genfrequenzen kann die schwache Form (5.1) um eine numerische Dampfung erweitert
werden. Diese sollte besonders auf die hochfrequenten Schwingungen der Struktur ein-
wirken, wahrend die Starrkérperbewegungen nicht gedampft werden diirfen, da sonst
die Impuls- und Drehimpulserhaltung nicht mehr gewahrt sind. Hierzu haben ARMERO
UND PETOCZ [3] folgenden Vorschlag gemacht. Anstelle einer Annahme fiir den 2. P.K.
Spannungstensor in der Form (5.5) wird gewahlt:

S = Su = [(3-0Sw + (5+6Su] . (5.61)

Dies fithrt geméf folgender Skizze zu einer etwas hoheren Gewichtung der Spannung

SIO

Loo

th
—— —e

/Q SdSlao

at
= s
SOOQ/J

e Zat
—(5re)at —

Bild 5.2: Spannungen bei numerischer Dampfung im Zeitschritt

Da Impuls und Drehimpuls in (5.1) unabhéngig von der Wahl des Spannungstensors
erhalten bleiben, hat (5.61) keinen Einflufs auf die Starrkérperbewegung des Systems.
Zur Berechnung der Energiedissipation im Zeitschritt wird (5.61) umgeformt zu

1
Si. = 5 (Soo + Si0) + £(S10 — Soo)

= S, +E(AS (5.62)

Dies wird in die schwache Form (5.1) mit der virtuellen Verschiebung du = du wos
(siehe Kapitel 5.1.2.4) eingesetzt. Die Energiebilanz im Zeitschritt ergibt sich mit dem
Fundametallemma zu

1

E /Qo (’illlo—’l:lloo)"l.llog, dV—I—/ F05 Sav . grad ’l.l,05 dV—I—f /F05 AS . grad ’l.l,05 dV =
BO BO

Bo
(5.63)
Da sich fiir die ersten beiden Terme in (5.63) Energieerhaltung zeigen laft, folgt fiir
die Energieanderung infolge numerischer Dampfung im Zeitschritt

AW == —fAt/F%AS:gradiL% dV 5
By
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= —5 /F05 AS : grad (um — ’ll,()o) dV . (564)

Da Aw und AS immer das gleiche Vorzeichen besitzen, gilt im Sinne einer Plausibili-
tatskontrolle immer

AW <0, (5.65)

Die Dampfung ist somit abhéngig von der Verzerrungsrate. Starke zeitliche Anderungen
in den Verzerrungen erzeugen starke Dissipation. Das System wird solange gedampft,
bis es eine reine Starrkérperbewegung ausfiihrt, oder zur Ruhe gekommen ist.

Die angegebene Formulierung erzeugt ein Systemverhalten, das einer Materialdamp-
fung dhnlich ist. Der Beiwert ¢ sollte dabei sehr klein (d.h. < 0.01) gew&hlt werden.

Durch Einfiihrung der numerischen Dampfung dndert sich Gleichung(5.47) in
— 1 —
ASda — (5 —|— f) Ctg AElO . (566)
Dies fithrt zur effektiven Elementsteifigkeitsmatrix

K = 6ZtM6 4 +§ /Bn,05 Ci B dV + —/GT S0 G dV (5.67)
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5.2 Formulierung von Starrkorpern

Im folgenden wird die Formulierung eines isolierten Starrkérpers untersucht, der aus
einer Gruppe vorgegebener Elemente aufgebaut ist. Fiir die einzelnen Elemente sei-
en die Dichte p, die Knotenkoordinaten X; sowie die Geometrieansatzfunktionen N;
bekannt. Die Position des Starrkérpers ist durch 3 Translationen und die 3 Komponen-
ten des Rotationsvektors eindeutig festgelegt. Als Bezugspunkt wird der Schwerpunkt
gewdhlt, da nur fiir ihn die Anteile der Massenmatrix fiir die Verschiebungs- und Ver-
drehungsfreiheitsgrade entkoppelt sind. Zur Formulierung der Bewegungsgleichungen
ist die Kenntnis der Masse, des Massentrigheitstensors und der Position des Schwer-
punktes des Starrkoérpers erforderlich.

5.2.1 Ermittlung von Masse, Massentrigheitstensor und
Schwerpunkt

5.2.1.1 Berechnung von Masse, Massentrigheitstensor und Schwerpunkt
aus den Geometrieansatzfunktionen

Bild 5.3: Aufbau eines Starrkérpers aus mehreren Elementen

Die globalen Koordinaten fiir einen Punkt im Element X geméf Bild 5.3 lassen sich mit
Hilfe der Geometrieansatzfunktionen in den lokalen Elementkoordinaten &, n, ¢ (Index

[) nach (5.29) ausdriicken {iber

nen

X =Y NEnO X X=X vzl (5.65)

Die Anzahl der Knoten je Element betriagt nen.

Fiir jedes Element des Starrkorpers werden folgende Grofen bestimmt:

Elementmasse : m° = g/detJ avye (5.69)
‘/le
Elementschwerpunkt : X5 = g /X detJ dV° . (5.70)
me
Ve

i
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Der Massentriagheitstensor des Elementes bezogen auf den Ursprung des globalen
Koordinatensystems in der Referenzkonfiguration wird (siehe z.B.WITTENBURG [87])
zu

[(Y24 7% dve  — [ XYdVe — [ XZdVe

VG VG VG
15 =0 er(X2+Zz)dVe —erYZdVB . (5.7
symmetrisch f (X% +Y?)
Ve

Dies 1alt sich formal auch ausdriicken tiber:

I, = g/(XT X Esps — X X7T) detd dVy (5.72)
‘/’le
P A
= Q/X X detd dVF (5.73)
Ve

i

wobei Iy der Massentriagheitstensor des Elementes bezogen auf den Ursprung des glo-
balen Koordinatensystems in der Referenzkonfiguration darstellt.

Die Dichte wird im Element als Konstante angenommen. X stellt die schiefsymmetri-
sche Matrix zum Vektor X dar und detJ ist die Determinante der Jacobimatrix gemafs

(5.34).

Hieraus konnen die entsprechenden Grofen fiir den Starrkérper (Index rb), bezogen
auf den Koordinatenursprung zusammengebaut werden. Dies sind:

nel

Starrkérpermasse : m'" = Zme (5.74)
i=1
nel
Starrkérperschwerpunkt : Xy = 1rb (m° X%) (5.75)
m =
nel
Massentrigheitstensor : I} = ZIS ) (5.76)
i=1

wobei nel die Anzahl der Elemente des Starrkérpers darstellt.
Die Transformation des Massentragheitstensors auf den Schwerpunkt des Starrkorpers
erfolgt mittels des "Huygens-Steiner’ - Satzes. Es ist

I7 = I —m™ (XL X5 Esps — X5 XL) . (5.77)

Fiir 3D-Quaderelemente mit trilinearen Ansatzfunktionen (8 Knoten) werden die oben
angefithrten Grofen exakt ermittelt, wenn zur numerischen Integration die Gauf-
Quadratur mit 2 x 2 x 2 Stiitzpunkten verwendet wird.
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5.2.1.2 Berechnung von Masse, Massentrigheitstensor und Schwerpunkt
mit Hilfe der diagonalen Massenmatrix

Auf der Diagonalen einer diagonalisierten Massenmatrix steht fiir jeden Freiheitsgrad
die Knotenmasse m; des jeweiligen Knotens 7 zu dem dieser Freiheitsgrad gehort. Die
gesuchten Gréfen ergeben sich zu:

Starrkorpermasse : m’™ = ZmZ (5.78)
=1
knz
Starrkd h kt Xy = > (mi X 5.79
arrkorperschwerpun : s = 2 (m; X,) (5.79)
Massentrigheitstensor : mit AX; = X; - X7 (5.80)
knz

=1

Hierbei ist knz die Anzahl aller zum Starrkérper gehérenden Knoten.

5.2.2 Schwache Form in der Zeit diskretisiert

Im folgenden wird die Formulierung eines ungekoppelten Starrkérpers in der Energie-
Impuls-Methode geméaf SIMO UND WONG [80] diskutiert. Die schwache Form der Im-
pulsbilanz im Zeitschritt o9 — t1¢ fiir das unbelastete System ist gegeben durch

é ms (F10 — Foo) - 7 + é (Ihow1o — Topwoo) -6 = 0 . (5.82)
Hierbei ist mg die Masse und I; der Massentragheitstensor zum Zeitpunkt t in globalen
Koordinaten. Die Verschiebungs- bzw. Geschwindigkeitsvektoren des Schwerpunktes
sind * und #. Entsprechend ist w der Vektor der Winkelgeschwindigkeit des Starrkor-
pers im globalen Koordinatensystem. € ist der inkrementelle Rotationsvektor (Expo-
nential Map) bzw. der skalierte inkrementelle Rotationsvektor (Cayley Map) in globalen
Koordinaten. Der entsprechende Vektor in lokalen Koordinaten ist @.

Es gelte auch hier analog (5.3)

To = (1 — Oé) Too + P10 . (583)
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5.2.3 Nachweis der Erhaltungssiatze im Zeitschritt

Zum Verstandnis der folgenden Nachweise sei Kapitel 5.1.2.1 verwiesen.

5.2.3.1 Impulserhaltung

Fiir den Nachweis der Impulserhaltung werden die virtuelle Verschiebungen bzw. Ver-
drehungen (siehe Kapitel 5.1.2.2)

sr ¢ R? 50 =0 (5.84)

gewshlt. Dies stellt eine beliebig kleine, konstante Verschiebung (reine Translation)
des Starrkorpers dar und ist in Strukturen ohne Dirichlet Randbedingungen zuléssig.
Finsetzen in (5.82) fithrt unmittelbar auf die Impulserhaltung im Zeitschritt

ms (7:‘10 — 7:‘00) = T — TWoo = o . (585)

Die Impulserhaltung ist somit gegeben.

5.2.3.2 Drallerhaltung

Fiir den Nachweis der Drallerhaltung beziiglich des Ursprunges des globalen Koordi-
natensystemes werden die virtuelle Verschiebungen bzw. Verdrehungen (siehe Kapitel
5.1.2.3)

560 = dp or = dp X xos Sp e R? (5.86)

gewdhlt. Dies entspricht einer beliebig kleinen Verdrehung des Starrkérpers um den
Ursprung mit der Verdrehung dp. Sie ist in Strukturen ohne Dirichlet Randbedingun-
gen zulassig.

Mit den Schwerpunktskoordinaten X g gilt dann

1 1
o5 = Xs+§(roo+7°1o) = §($00+$10) . (5.87)
Im Zeitschritt ergibt sich fiir % =1
T — T 1. .
710At 00 = 5 (51300 —|— 51310) . (588)
Hiermit laft sich (5.82) umformen in
L5 X [mg (3.310—3.300)]'5[1/ + (Ilowlo—Ioowoo)'(Sﬂ, =0 . (589)
Eine Nebenrechnung fithrt auf
. . 1 . .
Zos X (51310 - 51300) = 5 (51300 + 51310) X (51310 - 51300) )

= X190 X ®1p — Xog X Tgp — X109 X £10 + Lo X Too
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1 . .
+ 5 (oo + ®10) X (#1090 — Eo0)

. . 1 . .
= X0 X 10 — Loo X Loo — 5 (51310 - 51300) X (51310 + 51300) )
= L109 X 51.310 — oo X 51.300 . (590)
Der letzte Schritt folgt wegen (5.88) unmittelbar aus der Parallelitat der Vektoren.
Fingesetzt in (5.89) folgt

(@10 X (ms ®10) + Liowio] — [®oo X (Mg Too) + Toowoee] = 0 . (5.91)

J10 JOO

Der Drehimpuls des Starrkorpers beziiglich des Ursprunges des globalen Koordinaten-
systemes ist J.

5.2.3.3 Energieerhaltung

Fiir den Nachweis der Energieerhaltung werden die virtuelle Verschiebungen bzw. Ver-
drehungen (siehe Kapitel 5.1.2.4)

51 = 66 T as 50 = 5¢ wa, 3¢ e R (5.92)

gewahlt. Dies entspricht einer Verschiebung / Verdrehung infolge der im Zeitschritt
konstanten Geschwindigkeit #a;, wa; (die jedoch im Raum veranderlich ist !) multi-
pliziert (skaliert) mit einer beliebig kleinen Zeitschrittweite 6. Mit diesen Vorgaben
und der fiir g = % giiltigen Beziehung fiir den global definierten Rotationsvektor im
Zeitschritt 8

6 (5.93)
Wp; = — )
NN
lafst sich (5.82) mit dem Fundamentallemma umformen in
. . . 6
ms (10 — Poo) - *ar + (L0 w10 — Too woo) - N 0 . (5.94)

Folgende Nebenrechnung ist hier notwendig.

Fiir lokale inkrementelle (skalierte) Rotationsvektoren gilt (Kapitel 2.2.2.2)
Ry = Ry R(O) . (5.95)
Erweiterung mit @ und Einsetzen von (2.38) fiihrt auf
Ry® = Ry R(©®)®
— Rw® . (5.96)

Diese Beziehung gilt sowohl fiir die Exponential-Transformation (Kapitel 2.2.1.1)
als auch fiir die Cayley-Transformation (Kapitel 2.2.2).
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Im allgemeinen gilt Ry # Roo. Dem widerspricht (5.96) nicht!
Hiermit folgt bei Anwendung von 8 = Ryy © fiir den zweiten Term in (5.94)

/] R,y©® Ry, ©
E'(IIOwIO_IOOwOO) = Xt -Tiowip — %‘Ioowoo )
@ T T
= A/ : (RloIm wio — Rygloo ’woo) )
@ T T
= E . (RmIlO R Wi, — ROOIOO R, WOO) >
©®
= E(IO W10—IO WOO) 9
1
= 5 W10 IO W10 - WOO IO WOO 9
1
= 5 wio - T10 wip — 5 Woo - Loo woo - (5-97)

Fiir den vorletzten Schritt wird die Beziehung

Q)] 1
N Wa = ) (Woo+ Wyo) . (5.98)
benotigt.
Mit |
’I:‘At — 5 (7;00 —|— 7:‘10) (599)
laft sich (5.94) nun darstellen als
1 ] . 1 1 ] .
5 msPTio- Tio + 5 wio - Iio wip — ( B Mg Poo " Poo + 5 woo - Loo weo ) =0 .
kin. Energie Zeitschrittende kin. Energie Zeitschrittanfang
(5.100)

Dies ist der Nachweis der Energieerhaltung im Zeitschritt sowohl fiir den Exponential
Map als auch fiir den Cayley Map.

Es muf angemerkt werden, dass in (5.82) nur Massenkréfte in der Anfangs- und End-
konfiguration ausgewertet werden. Fiir die Formulierung lassen sich die Erhaltungs-
siatze direkt ohne zusatzliche Annahmen herleiten. (5.82) ist somit giiltig sowohl in
Verbindung mit zusdtzlichen Anteilen nach der Mittelpunktsregel als auch nach der
Energie-Impuls-Methode. Nur fiir diese zusatzlichen Anteile sind die beiden Verfahren
unterschiedlich.
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5.2.4 Linearisierung

Die Linearisierung von (5.82) fiithrt auf:

1 . . 1
A[—mg (T‘lo—’f‘oo)'(s’f‘] + A[E

At
Massenterm Massentriagheitsterm

(Ilowlo—Ioowoo) 50] =0 . (5101)

5.2.4.1 Massenterm

Aus dem Massenterm in (5.101) kann voéllig analog dem Vorgehen in Kapitel 5.1.5.3
der Anteil zur effektiven Steifigkeitsmatrix

K s AT = 3 mg Esy Ar (5.102)

ermittelt werden.

5.2.4.2 Massentriagheitsterm

Unter Verwendung von (5.98) gilt

A(Im’wm) = A(RmIoRlToRlon) )
= (ARy)IcWi + Riolo(AWy,)

~ 2
= (RpAO®)I\W, + RIOIO[EA(Q)] ;

~ 2
mit J10 = IO W10

Die aufwendige Herleitung der Linearisierung A(®) = T(®)A® ist in SIMO UND
Vu-Quoc [79] fiir die Exponential-Transformation ausgefiihrt und ergibt

o]
TO®)pxp = 6®6++®|] [Ess—e®e]| +

tan 5

. 2]
® mit e=-— . (5104)
©]

[N

Werden skalierte Rotationsvektoren verwendet und hieraus die Rotationstensoren mit-
tels der Cayley-Transformation ermittelt, so gilt

I~ 1

Hiermit ergibt sich der Anteil zur effektiven Steifigkeitsmatrix zu
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KiuyA® = LR [ZT,T(©) — J;n] A®

(5.106)

Dieser Anteil ist unsymmetrisch aufgrund des schiefsymmetrischen Anteils % @in T(®)
(siehe 5.104 bzw 5.105). Die Ursache dieser Unsymmetrie liegt nicht im verwendeten
Zeitintegrationsverfahren, wie bei den flexiblen Elementen, sondern ist eine Folge des

Verfahrens zur Beschreibung grofer Rotationen.
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Kapitel 6

Kopplung starrer und flexibler
Strukturbereiche

6.1 Einfiihrung

Im vorangegangenen Kapitel wurde die Formulierung von starren und flexiblen Elemen-
ten in der Energie-Impuls-Methode diskutiert. In diesem Kapitel folgt die Kopplung
starrer und flexibler Strukturbereiche iiber Verschiebungsfreiheitsgrade innerhalb des
gewdhlten Zeitintegrationsverfahrens. Von besonderem Interesse ist auch hier wieder
die Erfiillung der mechanischen Frhaltungssédtze insbesondere fiir die in der Zwangsbe-
dingung enthaltenen Rotationsfreiheitsgrade.

Die Kopplung starrer und flexibler Strukturen in der Energie-Impuls-Methode mit dem
Penalty-Verfahren wurde in GARCIA ORDEN, GOICOLEA UND ARRIBAS [29] und GAR-
CIA ORDEN UND GOICOLEA [27], [28] dargestellt. Eine entsprechende Vorgehensweise
mit Hilfe von Lagrange Multiplikatoren wurde in CHEN [19] ausfiihrlich ausgearbeitet
und auch in [IBRAHIMBEGOVIC, MAMOURI, TAYLOR UND CHEN [49] veréffentlicht. In
letzterem Artikel findet sich auch eine Formulierung fiir den Einbau von allgemeinen
Zwangsbedingungen auf Basis von Minimalkoordinaten, die in IBRAHIMBEGOVIC UND
MAMOURI [48] ausfiihrlicher erlautert wird. Eine entsprechende Formulierung fiir die-
se Methode speziell fiir Starrkorper wird in GOTTLICHER UND SCHWEIZERHOF [34]
vorgeschlagen. Die zugrundeliegende Methode der Transformation auf Minimalkoordi-
naten ist auch in ZIENKIEWICZ UND TAYLOR [90] beschrieben.

Der Vergleich der verschiedenen Kopplungsverfahren in Kapitel 3 hat gezeigt, dak die
Transformation auf Minimalkoordinaten die Methode mit der héchsten Effizienz und
numerischen Stabilitét ist. Daher wird diese Methode im folgenden Kapitel auf dyna-
mische Probleme erweitert.
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6.2 Schwache Form in Raum und Zeit diskretisiert

Zur Formulierung der schwachen Form eines gekoppelten starr - flexiblen Systems in
Minimalkoordinaten ist es erforderlich, geméf Bild 6.1 fiir die diskretisierte Struk-
tur die Verschiebungsfreiheitsgrade w; der Knoten der flexiblen Elemente, die an den
Starrkorper grenzen, durch die Starrkorperfreiheitsgrade rg, 8¢ auszudriicken. Hierzu
bendtigt man die in Kapitel 3.1.1 verwendeten Zwangsbedingungen fiir den Knoten ¢:

zZ; = r; + (R VZ—VZ) —u;, = 0o . (61)

Zur Transformation der Massenmatrix wird zusétzlich die zeitliche Ableitung von 6.1
bendtigt. Dies ist die Zwangsbedingung beziiglich der Geschwindigkeiten

Z.i = TZ + sz _"-.'fi = 0 )

Freiheitsgrade des
ungekoppelten Systems gekoppelten Systems

starr flexibel starr flexibel

Zwangsbe-

dingungen

Bild 6.1: Reduktion der Anzahl der Freiheitsgrade flexibler Elemente durch Kopplung
an Starrkorper bei Transformation auf Minimalkoordinaten

Der Vektor vom Schwerpunkt des Starrkérpers zum Kopplungsknoten ¢ wird im Zeit-
schritt als arithmetisches Mittel seiner Komponenten aus Zeitschrittanfang und Zeit-
schrittende angenommen.

1

Viaw = = (000 + Vi0)

2
= R, V., (6.3)

Hierbei ist V'; der Verbindungsvektor zum Zeitpunkt ¢ = 0. Der Rotationstensor zur
Beschreibung der rdumlichen Drehung des Starrkorpers im Zeitschritt lautet entspre-

chend

R,, = =(Ryp + Ryy) - (6.4)

[N
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Mit diesen Vorgaben ergibt sich die virtuelle Form der Zwangsbedingung fiir die Kopp-
lung von Knoten ¢ an den Starrkérper j zu

(S’UJZ' = (S’I"]‘ — 1/)\2'7@1,50]‘ . (65)

Die Vorgabe dieser virtuellen Form erscheint zunéchst willkiirlich. Wir werden jedoch
sehen, dak nur mit dieser Wahl alle Erhaltungssitze erfiillt werden kénnen.

Zur Formulierung der virtuellen Arbeiten wird der Vektor der Verschiebungs.- bzw
Verdrehungsfreiheitsgrade w aufgespalten in

L N T L
T
v = |ul’, .., uigT |
R L L (6.6)

Hierbei ist 4" zusammengesetzt aus den n, Knotenverschiebungsvektoren der unge-
koppelten (nicht an einen Starrkorper grenzenden) flexiblen Strukturbereiche, w? aus
den n, Knotenverschiebungsvektoren zwischen starren und flexiblen Strukturbereichen
und r° aus den n,; Verschiebungs- und Verdrehungsvektoren der Starrkérper.

Der Impulsvektor
p=I[pl, p, " = Mu (6.7)
kann analog in die Vektoren p*, p? und p*® aufgespalten werden.

Die schwache Form der Impulsbilanz fiir das unbelastete, gekoppelte System in Raum
und Zeit diskretisiert, laft sich mit Hilfe der Gleichungen 5.1 und 5.82 erzeugen. Es ist

S + oI 4 SII° = 0 (6.8)
mit den Anteilen
ungekoppelt  S1I" At = (plo— Poo) - 0u" + At fos-du" | (6.9)
gekoppelt 6119 At = (ply —piy) - 0w + At fi.-ou’ | (6.10)

starr SI° AL = Y { M (#20— #250) - 672+ (IS g w? o — T ggwly, ) - 365},
7=1

(6.11)

In den Anteilen der virtuellen Arbeit fiir jeden an den Starrkérper 5 gekoppelten Knoten
¢ konnen mit Hilfe der Zwangsbedingung 6.5 durch

?,05 du! = f?,05 : 57; + (V40 X f?,05) ) 50; ) (6.12)
pl-ou! = pl-ori + (view xp!) - 600 (6.13)
die Verschiebungen von Knoten ¢ eliminiert werden. In den obigen Gleichungen sind #
und w; die translatorischen und rotatorischen Geschwindigkeitsvektoren der Starrkor-
perschwerpunkte, M, = m?® 15 ist die (diagonale) Massenmatrix und I, der Massen-

tragheitstensor des Starrkorpers. f, und f; sind die Knotenvektoren der Residualkréfte
der ungekoppelten bzw. gekoppelten Freiheitsgrade.
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6.2.1 Vereinfachung bei Verwendung diagonaler Massenmatri-
zen

Wenn die Massenmatrizen der flexiblen Elemente, die an Starrkérper grenzen, diago-
nale Struktur besitzen, dann sind auch nach der Transformation auf Minimalkoordina-
ten die Massenmatrizen der starren Strukturbereiche (einschlieflich der angekoppelten
Knoten) und der flexiblen Bereiche in der Massenmatrix entkoppelt. Im folgenden wird
der Einfluf der Transformation auf die Massenmatrix am Zeitschrittende betrachtet.
Mittels der Zwangsbedingung (6.13) wird an die Massenmatrix des (ungekoppelten)

Starrkorpers j
STK u m? Eayz 0303
Mg = ( ]0 I )
3x3 7,10

die Knotenmasse m,; angekoppelt. Einsetzen von
Pzg,m = my i‘?,m
= my (1;;10 + 1/)\210 “-’;,10) wegen (6.2) (6.14)
in (6.13) fithrt auf
p?,m du! = my 7;;,10 : 57; +m; 1/’\210 "‘-’;,10 : 57°;,10
M0 - 005 4 M B, 1w 1 - 667 . (6.15)

Einsetzen in (6.8) liefert die erweiterte Massenmatrix des Starrkérpers zu

s . T
STK,g (m} +my) B MiYi 1o
MK = . . (6.16)
~ ~ ~ s
m;U; qv m; Vg qu vi,lO + Ij,lO

Die Koppelterme zwischen den Massenanteilen fiir Verschiebungen und Verdrehungen
haben ihre Ursache darin, dak sich durch das Ankoppeln einer Masse an den Starrkérper
die Lage des Starrkorperschwerpunktes verdndert. Bei Verwendung der Zwangsbedin-
gung (6.13) wird jedoch weiterhin als Bezugspunkt der Schwerpunkt des urspriinglichen
Starrkorpers verwendet.

Als Alternative hierzu kann man zur Vermeidung eventuell grofer Nebendiagonal-
elemente und unnétiger Rechenoperationen (v ist konfigurationsabhéngig !), Masse,
Schwerpunkt und Massentrégheitstensor unter Berticksichtigung der angekoppelten
Massen neu zu berechnen. Hierzu werden die Gleichungen 5.74 - 5.77 analog verwendet.
Bei diesem Vorgehen entfallen die Impulsanteile p? in (6.10) bzw. (6.13), da sie bereits
in den Anteilen fiir die Starrkérper enthalten sind.
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6.3 Nachweis der Erhaltungssatze im Zeitschritt

In den vorangegangenen Kapiteln ist gezeigt worden, dafs sich die Energie-Impuls-
Methode beziiglich der Formulierung flexibler Kérper von der impliziten Mittelpunkts-
regel unterscheidet. Hierdurch kann die Energieerhaltung im Zeitschritt gewahrleistet
werden. Bei Starrkorpern ist keine Unterscheidung der beiden Methoden erforderlich,
da beziiglich der Trégheitsanteile der schwachen Form keine zusdtzlichen Annahmen
im Zeitschritt erforderlich sind.

Im folgenden wird gezeigt, dal sich auch die Beschreibung der Kopplung fiir beide
Methoden nicht unterscheidet. Dieser Aussage widerspricht auch (6.3) nicht, da beziig-
lich der Verschiebungen der gekoppelten Knoten die Mittelpunktskonfiguration gewahlt
wird. Dies entspricht einer Mittelung der Rotationstensoren aus Zeitschrittanfang und
-ende und nicht der Berechnung des Rotationstensors aus dem Rotationsvektor in Zeit-
schrittmitte.

Das Augenmerk muf in den folgenden Nachweisen nicht auf das Zeitintegrationsver-
fahren gerichtet werden, sondern darauf, ob die inkrementellen Rotationen als skalierte
oder unskalierte Drehungen beschrieben werden. Beziiglich der flexiblen Bereiche ist
dies unerheblich, da keine Rotationsfreiheitsgrade verwendet werden und beziiglich der
Starrkorper spielt dies ebenfalls keine Rolle, da die Erhaltungssétze fiir beide Rotati-
onsbeschreibungen erfiillt sind. Bei den jetzt folgenden Nachweisen der Frhaltungssétze
wird sich jedoch zeigen, dal die Energieerhaltung nur bei Verwendung von skalierten
inkrementellen Rotationen erfiillt werden kann.

Zum Verstandnis der folgenden Nachweise sei Kapitel 5.1.2.1 verwiesen.

6.3.1 Impulserhaltung

Fiir den Nachweis der Impulserhaltung werden die virtuelle Verschiebungen bzw. Ver-
drehungen (siehe Kapitel 5.1.2.2)

or? = dui =dp mit Spoe R?,
607 = 0 (6.17)

fiir den ungekoppelten Knoten bzw. Schwerpunktsknoten j gewahlt. Die virtuelle Ver-
schiebung fiir einen Knoten ¢ zwischen flexibler und starrer Struktur ohne Beriicksich-
tigung der Kopplung lautet entsprechend

du, = op (6.18)

Fiir den gleichen Knoten, jedoch mit Kopplung an den Starrkorper r liefert (6.17) mit
(6.5)
du. = ori—v., x40’

c,av

= 0p . (6.19)
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Diese virtuelle Verschiebung stellt eine beliebig kleine, konstante Verschiebung (reine
Translation) des zu gekoppelten starren und flexiblen Volumens dar und ist in Struk-
turen ohne Dirichlet Randbedingungen zuldssig.

Der Nachweis der Impulserhaltung mit obigen Vorgaben im ungekoppelten System
wurde in den Kapiteln 5.1.2.2 (flexibler Bereich) und 5.2.3.1 (Starrkorper) gefiihrt.
Finsetzen von (6.17) und (6.18) in (6.8) fiihrt somit auf die Impulserhaltung des

ungekoppelten Systems:
Sp- (Liy — Lgo) =0 . (6.20)

Werden nun die Anteile fiir die gekoppelten Knoten (6.18) durch die Anteile (6.19)
ersetzt, so ist die Erfiilllung der Drallerhaltung fiir das gekoppelte System offensichtlich
gegeben.

Bemerkt werden mufs, dak fiir die Nachweise der Erhaltungssitze die Zwangsbedingun-
gen beziiglich der Geschwindigkeiten (6.2) (enthalten in p?) keinen Einfluf besitzen.
Da sich die Massenverteilung andert, wiirde eine gednderte Zwangsbhedingung zwar zu
anderen Ergebnissen fiithren; auf die Erfiillung der Erhaltungssiatze hatte dies jedoch

keinen Einflufs.

Somit ist die Impulserhaltung unabhangig von der Wahl fiir v; im Zeitschritt immer
gesichert.

6.3.2 Drallerhaltung

Fiir den Nachweis der Drallerhaltung beziiglich des Ursprunges des globalen Koordi-
natensystemes werden die virtuelle Verschiebungen bzw. Verdrehungen (siehe Kapitel

5.1.2.3)
60° =, duj = pxaio, Or? = dp X &5, Spoe R? (6.21)

fiir den ungekoppelten Knoten bzw. Schwerpunktsknoten j gewéhlt. Die virtuelle Ver-
schiebung fiir einen Knoten ¢ zwischen flexibler und starrer Struktur ohne Berticksich-
tigung der Kopplung lautet entsprechend

du, = Op X xegs - (6.22)

Fiir den gleichen Knoten, jedoch mit Kopplung an den Starrkorper r liefert (6.21) mit
(6.5)

du, = or) —v;,, x60] = dpx (x5 +vr,,) - (6.23)
Diese Vorgaben entsprichen einer beliebig kleinen Verdrehung des gekoppelten starren
und flexiblen Volumens um den Ursprung mit der Verdrehung dg. Sie ist in Strukturen
ohne Dirichlet Randbedingungen zuléssig.

Der Nachweis der Drallerhaltung mit obigen Vorgaben im ungekoppelten System wurde
in den Kapiteln 5.1.2.3 (flexibler Bereich) und 5.2.3.2 (Starrkorper) gefiihrt. Einsetzen
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von (6.21) und (6.22) in (6.8) fiihrt somit auf die Drallerhaltung des ungekoppelten
Systems:

op- (Jio = Jip) =0 . (6.24)

Werden nun die Anteile fiir die gekoppelten Knoten (6.22) durch die Anteile (6.23)
ersetzt, so ist die Erfiillung der Drallerhaltung fiir das gekoppelte System offensichtlich
gegeben, wenn die Bedingung

Sp X wogs = 61X (55405, ) (6.25)
erfiillt ist. Dies ist unter Beriicksichtigung von (6.3) gegeben.

Die Forderung nach Drallerhaltung beziiglich der Kopplung ist daher erfiillt. Sie ist
unabhéngig davon, ob unskalierte (Exponential-Transformation) oder skalierte (Cayley-
Transformation) Rotationen verwendet werden.

6.3.3 Energieerhaltung

Zum Nachweis der Energieerhaltung werden folgende virtuelle Verschiebungen bzw.
Verdrehungen (siehe Kapitel 5.1.2.4) fiir den ungekoppelten Knoten bzw. Schwer-
punktsknoten j

dul = SEaf,, , or? =66 72 o5 00% = 66 wjos 6 e R (6.26)

gewdhlt. Die virtuelle Verschiebung fiir einen Knoten ¢ zwischen flexibler und starrer
Struktur ohne Beriicksichtigung der Kopplung lautet entsprechend

(S’U,c = (Sf ’l.l,c705 . (627)

Fiir den gleichen Knoten, jedoch mit Kopplung an den Starrkorper r liefert (6.26) mit
(6.5)

c
r,av

du, = Oor) —v;,, X080, = 66 (¥ 05—V, X Weos) (6.28)

Diese Vorgaben entsprichen einer Verschiebung / Verdrehung infolge der im Zeitschritt
konstanten Geschwindigkeit (die jedoch im Raum verdnderlich ist !) multipliziert (ska-
liert) mit einer beliebig kleinen Zeitschrittweite d¢.

Der Nachweis der Energieerhaltung mit obigen Vorgaben im ungekoppelten System
wurde in den Kapiteln 5.1.2.4 (flexibler Bereich) und 5.2.3.3 (Starrkorper) gefiihrt.
Einsetzen von (6.26) und (6.27) in (6.8) fithrt somit auf die Energieerhaltung des un-
gekoppelten Systems. Es gilt

Ko+ Ejp — Kog — Ligy =0, (6.29)
wobei K die kinetische und F die Verzerrungsenergie darstellt.

Werden nun die Anteile fiir die gekoppelten Knoten (6.27) durch die Anteile (6.28) er-
setzt, so ist die Erfiillung der Energieerhaltung fiir das gekoppelte System offensichtlich
gegeben, wenn die Bedingung

. . -
Ucos = Tros — Upgy X Wr 05 (630)
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erfillt ist.

Der Beweis von Gleichung 6.30 ist wie folgt zu fiihren:

Aus (4.55) ergibt sich unmittelbar

e, 10 — Uc,00 Tr10 — Tro00

’l.l,c705 = Al bzw. 7:‘7»705 == At (631)
Die Formulierung von 4.70 in globalen Koordinaten fiithrt auf
0
r05 = — 6.32
Wr 05 At ( )
Hierbei ist 8 der Rotationsvektor des betrachteten Zeitschrittes in globalen Ko-
ordinaten.

Mit der Vorgabe von R,, = % (Roo + Ryo) aus (6.4) gilt nur bei Anwendung
skalierter Rotationsvektoren ®

R.,® = Ry, — Ry . (6.33)

Fiir den Beweis dieser Gleichung wird auf SiMo, TARNOW UND DOBLARE |77]
verwiesen.

Auferdem wird die Beziehung
0 — ROO @ - R10 @ (634)

benotigt. Fiir das Kreuzprodukt in (6.30) ergibt sich

—U X Wros = Wros X UL,
O L (R4 RV it (6.32)
= — — mit (6.
N 5 00 10 . )
1 -~ .
= m ( ROO ©® V; + R10 ® Vr ) mit (634) 5
- L Rr. ev
At r
1
— E ( RIO — ROO ) V; mlt (633) 5
or ) - )] (6.35)
= — [ (ueq0—17, — ( Wego — 7 ) )
A7 10 10 .00 .00
Einsetzen von (6.35) und (6.31) in (6.30) fiihrt auf
W10 — WUe,00 Tr10 — Tro00 e, 10 — Uc,00 Tri10 —Tr00
’ 0 _ Ino T ’ w0 om0 6,36
Al AL T T A Al (6.36)

Da diese Gleichung offensichtlich erfiillt ist, ist die Giiltigkeit von (6.30) bewiesen.

Die Energieerhaltung beziiglich der Kopplung ist somit nur gegeben, wenn mit skalier-
ten Rotationen gearbeitet wird.
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6.4 Linearisierung

Im ungekoppelten System sind die globalen Steifigkeits- und Massenmatrizen der fle-
xiblen und starren Teilkérper vollstindig entkoppelt. Durch die Transformation auf
Minimalkoordinaten werden Freiheitsgrade der flexiblen Strukturbereiche entfernt. Es
geniigt daher, wenn dem Vorgehen in Kapitel 3.2.4.1 folgend zur besseren Ubersichtlich-
keit nur die flexiblen Anteile (ungekoppelter und gekoppelter Anteil in (6.8)) betrachtet
werden und mit Hilfe der Zwangsbedingungen die Anteile bestimmt werden, die auf
die Starrkoérperfreiheitsgrade aufaddiert werden. Die Linearisierung des Anteils 'starr’
in (6.8) kann Kapitel 5.2.4 entnommen werden.

Gegeben sei die schwache Form einer in Raum und Zeit diskretisierten flexiblen Struk-
tur mit n Knoten, wobei der Knoten ¢ an den Starrkérper r mittels der virtuellen Form
der Zwangsbedingung

du. = or’ + 46, x v, (6.37)

r,av

angekoppelt ist. Mit Hilfe der Gleichungen (6.8) - (6.11) gilt

Y

oIl = Ol + 6119 + OII°
—_————

SIS
I é(pmo - pl,oo) +fios | [ duy |
- ﬁ(pc,m —Peoo) T Foos | | due | 47,
L E(Pn,m - Pn,oo) + fn,05 1 L du, |
! Suf
[ Ess 0 7 0w
A . .
= ff . E31’3 —'Una,u 592 _I_ 51‘[5 :
- O E31’3 i (S’U,n |
T.. —
= ff '(11w 5unz) + S11° ,
= (TZ;} ff) . (S’U/m + 51—[5 :

Der Index f steht hierbei fiir Knotengrofen flexibler Strukturbereiche ohne Bertick-
sichtigung der Kopplung. Entsprechend steht der Index m fiir Knotengréfen flexibler
Strukturbereiche in Minimalkoodinaten.
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Linearisierung der virtuellen Form der Zwangsbedingungen (6.37) fithrt beziiglich der
Verschiebungen zum Zeitschrittende auf

1 1
Adu. = Adr] + A xvi  + 665 x A(§”;,00 + =vr0)

r,av 9

~0
1
= 3 007 x (A8; xv; ) . (6.39)
Die effektive Steifigkeitsmatrix der ungekoppelten flexiblen Bereiche ergibt sich un-

ter Beriicksichtigung des Zeitintegrationsverfahrens (implizite Mittelpunktsregel oder
Energie-Impuls-Methode) zu

2
K/, = EMf + K'(u) . (6.40)

Hiermit ergibt sich die Linearisierung von (6.38) zu

ASTL = (T% Af!)-6u™ + (TT, f1)- Adu™ + AP |
I Aul i [ (S’Ull T
- Kgff Ar: + A0 x vy | 0l 4607 xvi,, | +
L Au, | i Su,, |
T ~ 0 T
T fo || 30602x (A0 xv;,) :
L f. 1L ~ 0 |

1
= [(Tgqufleo) Aum]'(sum‘|‘§ [(_U;,{o f. E3$3+v?,1och)A9i]'59i-

(6.41)

Mit diesem Ergebnis lautet die Steifigkeitsmatrix zum Ankoppeln von Knoten ¢ an den
Starrkérper r in Minimalkoordinaten

1
K7y Au™ = (Tgqufleo ) Au™ + 5 ( _U;,{ofc Ess + U;,mch ) A6

(6.42)

In diesem Kapitel wurde zur besseren Ubersichtlichkeit die Linearisierung fiir die Kopp-
lung eines Knotens an einen Starrkérper dargestellt. Fiir mehrere Knoten kann véllig
analog verfahren werden.
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6.4. LINEARISIERUNG

6.4.1 Vergleich der Transformationen auf Elementebene und
auf globaler Ebene

Eine ausfiihrliche Diskussion dieser beiden Méglichkeiten der Implementierung fiir sta-
tische Berechnungen wurde bereits in Kap 3.2.4.2 gefiihrt.

6.4.1.1 Transformation auf Elementebene

Nach dem Aufbau der effektiven Elementsteifigkeitsmatrix eines flexiblen Elementes

[ k1 k. ki, | [ Au; ]
Kg}'ef A’u,f’e — kil kcc kcn A’u,c (643)
L k7ﬂ knc knn 1 L A’U,n i

wird gepriift, ob Knoten an Starrkorper grenzen. Grenzt der Knoten ¢ an den Starr-
korper r, so sind geméif 6.42 die Transformationen

kll e klc e kln klc vr,lO AU1
~cT
e kcl kcc kcn kcc IUTJO A’I"z
’ mo__
Kegpdum=1 s s . s
~cT
knl knc knn knc IUTJO A’U,n
fe fe ~c fe ~cT s
L /vr,av kCl /vr,av kCC /vr,av kcn /vr,av kCC vr,lO + PM 4 L Aer n
erforderlich, wobei
_ cT c T
Py = —wv0f. Eses + vy fe (6.45)

gilt. Dabei ist zu beachten, dass zum Aufbau der effektiven Elementsteifigkeitsmatrix
in jedem Iterationsschritt die Berechnung der konfigurationsunabhédngigen Element-
massenmatrix des flexiblen Verschiebungselementes erforderlich ist. Die Anzahl der
zusdtzlichen Rechenschritte ist jedoch bei geeigneter Programmierung vergleichsweise
gering.

Alternativ konnte die Massenmatrix der flexiblen Elemente auf globaler Ebene gespei-
chert werden. Eine Speicherung in Minimalkoordinaten ist jedoch nicht sinnvoll, da
diese Massenmatrix infolge der Vektoren v konfigurationsabhangig ist. Fine Abspei-
cherung in den Koordinaten des ungekoppelten Systems ist ebenfalls nicht sinnvoll, da
dies eine von der Transformation der Steifigkeitsmatrix unabhéngige zweite Transfor-
mation auf Minimalkoordinaten erforderlich machen wiirde. In Verbindung mit einer
Transformation der Steifigkeitsmatrix auf Elementebene ist daher nur der oben be-
schriebene Aufbau der effektiven Elementsteifigkeitsmatrix zu empfehlen.
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6.4.1.2 Transformation auf globaler Ebene

Die Transformation auf globaler Ebene ist aus folgenden Griinden effizienter als die
vorgenannte Transformation auf Elementebene:

- Ein Matrixelement der globalen effektiven Steifigkeitsmatrix setzt sich im allge-
meinen aus mehreren Matrixelementen der Elementsteifigkeitsmatrizen zusam-
men. Auf Elementebene ist daher fiir jeden Anteil eine Transformation erforder-

lich.

- Die globale Massenmatrix des ungekoppelten Systems ist beziiglich der flexiblen
Elemente zeitunabhingig, und muf nur einmal erzeugt werden.

Die Speicherung der Massenmatrix in Minimalkoordinaten ist, wie oben bereits erlau-
tert auch hier nicht zu empfehlen.

Es sei angemerkt, daf bei Verwendung diagonalisierter Massenmatrizen fiir flexible, an
Starrkorper grenzende Elemente keine Transformation der Massenmatrix erforderlich
ist, wenn wie in Kap. 6.2.1 beschrieben, die Knotenmassen der angekoppelten Knoten
vorab in den Starrkérperdaten beriicksichtigt werden. Bei diesem Vorgehen ist sowohl
fiir die Transformation auf Elementebene als auch auf globaler Ebene ein Abspeiche-
rung der globalen Massenmatrix in Minimalkoordinaten sinnvoll.

106
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6.5 Beispiel: Hantelsatellit mit flexibler Verbindung

Im folgenden Beispiel wird das Verhalten eines freien Systems mit 2 gleichen Starrkor-
pern untersucht, die iiber einen elastischen Zylinder mit quadratischem Querschnitt
gemifs Bild 6.2 miteinander verbunden sind.

starr
z
y
X
Abmessungen in x/y/z Richtung: Belastung: Moment am
- Starrkorper 60 / 80 / 80 [cm] linken Starrkérper
- elast. Korper 240 / 40 / 40 [cm] m, = 50
0<t < 7Ts m=| m, = 90 [Nm]
Materialeigenschaften: m. = 110
i . : e g
Starrkérper Dichte: 8 %5 L T m— 0

- elast. Korper Dichte: 8 Cm% i

Querdehnzahl: v =0 %Z 7777777

y

E-Modul: 2.0 - 10° bzw. 2.0 - 10® % Y S—

- num. Dampfung & = 0.0 bzw. 0.10 gem. (5.61) -
0 Tt ]s]

Anfangsbedingungen fiir t = 0 Struktur undeformiert und in Ruhe

Bild 6.2: Hantelsatellit: System, Abmessungen und Materialkennwerte

In diesem Anfangsrandwertproblem wird die Struktur fiir 0 < ¢ < 7 s dem angegebenen
eingepragten Moment an einem der beiden Starrkorper ausgesetzt. Dies ist moglich, da
fiir die Starrkérper Rotationsfreiheitsgrade definiert sind. Fiir ¢ > 7s ist keine &ufere
Belastung mehr vorhanden; Bei Berechnung ohne numerische Dampfung (¢ = 0) liegt
ab diesem Zeitpunkt ein konservatives System vor.

Die Zeitschrittweite wird in der Beschleunigungsphase (0 < ¢ < 7s) mit At = 0.25s
konstant belassen. Danach wird sie gesteuert. Hierzu wird die Zeitschrittweite des neuen
Zeitschrittes At,., aus derjenigen des vorangegangen Zeitschrittes geméaf

itersou

Atneu - Atalt (646)

rler; s
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t = 50s t = 75s

t =0s

Bild 6.3: Hantelsatellit: Abbildung der Struktur zu verschiedenen Zeitpunkten mit der
Vorgabe: E-Modul = 2.0 -10° %

berechnet.

Hiebei ist iters,; eine, vom Anwender vorgegebene Anzahl von Gleichgewichtsite-
rationen je Zeitschritt bis zum erreichen des vorgegebenen Abbruchkriteriums, und
iter;s st die im vorangegangenen Zeitschritt vorhandene Anzahl von Iterationen. Der
Elastizitdtsmodul des elastischen Bereiches ist wéhrend einer Berechnung konstant.
Wird der E-Modul grofker gewédhlt, dann vergrohert sich die Konditionszahl der
effektiven Steifigkeitsmatrix. Daraus resultiert bei gleicher vorgegebener Anzahl von
Gleichgewichtsiterationen iter,,; eine geringere Zeitschrittweite. Konvergenzprobleme
werden sich darin dubern, dal die Zeitschrittweite gegen At = ( geht.

Um einen Eindruck vom geometrisch sehr stark nichtlinearen Verschiebungsverhalten
zu bekommen, ist das System in Bild 6.3 fiir einige Zeitpunkte dargestellt.

6.5.1 Diskussion der Erhaltungssatze
6.5.1.1 Impulserhaltung

Da die Anfangsgeschwindigkeiten mit @;—9 = 0 angenommen werden und keine Kréafte
aufgebracht werden, gilt fiir den Vektor des Gesamtimpulses zu allen Zeitpunkten:
7 = 0. Diese Anforderung an das Berechnungsergebnis wird fiir alle vorgegebenen E-
Moduli zu allen ermittelten Zeitpunkten fiir numerisch gedampfte und ungedampfte
Systeme erfiillt. Da die Impulserhaltung eine leicht zu erfiillende Forderung darstellt
(hierzu sei an die entsprechenden Beweise erinnert) wird sie im folgenden nicht mehr
weiter betrachtet.
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Drall [Nms]

Drall [Nms]

6.5. BEISPIEL: HANTELSATELLIT MIT FLEXIBLER VERBINDUNG

6.5.1.2 Drehimpuls- und Energieerhaltung

Der in die Struktur eingeleitete Drehimpulsvektor ergibt sich direkt aus dem Produkt
des aufgebrachten Momentenvektors um die globalen Achsen und der Zeit zu

50 Nm 350 Nms
X = 90 Nm - 7s = | 630 Nms
110 Nm 770 Nms

Weiches, ungedampftes System

Drehimpuls E-Modul: 2.010° % Energie
900
160
800
140
700
— 120
£
°o° = 100
500 0] Gesamtenergie
400 ‘T 80 kinetische Energie
b Verzerrungsenergie -
300 2 60
Drall um x-Achse M :
200 Drall um y-Achse 40
Drall um z-Achse
100 4 20
0 L L L L L 0
0 50 100 150 200 250 300 350 0 50 100 150 200 250 300 350
Zeit [s] Zeit [s]
Steifes, ungedampftes System
Drehimpuls E-Modul: 2.010% % Energie
900
160
800
140
700
— 120
£
°o° = 100
500 0] Z Gesamtenergiec
400 ‘T 80 | kinetische Energie
b Verzerrungsenergie
300 1 8 60
Drall um X-Achse H
200 Drall um y-Achse 1 40
Drall um z-Achse
100 4 20
0 L L L L L . 0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 50 100 150 200 250 300 350 0 50 100 150 200 250 300 350
Zeit [s] Zeit [s]

Bild 6.4: Hantelsatellit: Zeitverlauf von Energie und Drehimpuls fiir weiches und ein
steifes, ungeddmpftes System

Der zeitliche Verlauf des Drehimpulses bei Berchnung ohne numerische Dampfung ge-
mék der Bilder 6.4 und 6.5 zeigt, dak die Drehimpulserhaltung auch in Langzeitsimu-
lationen sowohl fiir numerisch gedampfte als auch fiir ungedampfte Strukturen exakt
erfiilllt wird.
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Bei Berechnung mit numerischer Dampfung nimmt die Verzerrungsenergie geméf Bild
6.5 allméhlich ab. Dieser Vorgang ist an Verzerrungséanderungen gekniipft. Auch nach
langer Zeit wird daher die Verzerrungsenergie nicht exakt zu Null werden, da infolge der
Massenkrifte aus der Rotation in der Struktur auch stationdre Verzerrungen existieren.
Dennoch wird der Satellit nach hinreichend langer Zeit nur noch eine Starrkérperrotati-
on ausfithren. Der gesamte Vorgang der numerischen Dampfung hat erwartungsgemaf
keinen Einflufs auf den globalen Vektor des Drehimpulses.

Drehimpuls Energie
900
160
800
140
700
= 600 E 120 L
é 500 — 100 4
- o Gesamtenergie
— 400 T 80 kinetische Energie
© H Verzerrungsenergie
8 300 g 604
Drall um X-Achse e M
200 Drall um y-Achse 40 f
Drall um z-Achse
100 1 20
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0
0 50 100 150 200 250 300 350 0 50 100 150 200 250 300
Zeit [s] Zeit [s]

E-Modul: 2.010° 2% starke numerische Dampfung (£ = 0.10 gem. Gleichung (5.61))

Bild 6.5: Hantelsatellit: Zeitverlauf von Energie und Drehimpuls fiir weiches, nume-
risch gedampftes System

Aus Bild 6.4 geht hervor, daf in ungeddmpften Strukturen sowohl fiir sehr weiche Syste-
me mit starken Schwankungen in der kinetischen Energie und der Verzerrungsenergie,
als auch fiir steife Systeme mit vernachlassigbarer Verzerrungsenergie die Energieerhal-
tung beziiglich der Gesamtenergie exakt erfiillt wird. Im steifen System iiberdecken sich
die Linien fiir die Gesamtenergie und die kinetischer Energie, die Verzerrungsenergie
ist nahezu Null.

Ein Moment, das iiber einen konstanten Zeitraum auf einen Starrkérper innerhalb ei-
ner flexiblen Struktur einwirkt, verdreht den Starrkérper in einer weichen Struktur
stéarker als in einer steifen. Daher ist die vom Moment in dieser Zeit verrichtete Arbeit
in der weichen Struktur gréfer. Hiermit lassen sich die Unterschiede im Betrag der
Gesamtenergie zwischen der weichen und der steifen Struktur in Bild 6.4 erkléren.
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Kapitel 7

Strukturen mit zeitwelse starren
Bereichen

7.1

Einfiihrung

Als Anwendung der in den vorangegangenen Kapiteln vorgeschlagenen Kopplung star-

rer und flexibler Strukturbereiche, wird im folgenden Kapitel die Moglichkeit gezeigt,

geeignete Bereiche einer flexiblen Struktur zeitweise als Starrkérper zu modellieren.
Dieses Vorgehen kann insbesonders bei transienten Langzeitsimulationen aus folgen-

den Griinden vorteilhaft sein:

1)

Eine feine Diskretisierung von Bereichen mit sehr geringen Deformationsdnderun-
gen fiihrt auf unnétig grofe Gleichungssysteme. Solche Bereiche verhalten sich
wie Starrkoérper, auch wenn ihre Steifigkeit sehr klein ist.

Der Einsatz von Starrkérpern ist hierbei vorteilhafter als eine Vergréberung des
Netzes, da beim Starrkoérper die Randbedingungen und die Massenkréfte weiter-
hin mit der Genauigkeit des feinen Netzes erfakt werden, wahrend die Zahl der
Freiheitsgrade deutlich gesenkt wird.

Die Eigenfrequenzen von diskretisierten Strukturbereichen mit grofer Steifigkeit
sind sehr hoch. Die Verzerrungsanderungen hingegen sind oft sehr gering. Da die
Abbildung der hochfrequenten Anteile der Systemantwort durch das Zeitintegra-
tionsverfahren relativ schlecht ist und im allgemeinen auch nur die Ermittlung
der niederfrequenten Anteile von Interesse ist, erscheint es sinnvoll, solche Be-
reiche ebenfalls wie Starrkérper zu behandeln. Neben der Reduktion der Anzahl
der unbekannten Freiheitsgrade ergibt sich hier noch der Vorteil einer kleineren
Konditionszahl der effektiven Steifigkeitsmatrix. Hierdurch wird die Losbarkeit
des nichtlinearen Gleichungssystems verbessert.

Durch das Auffinden und visualisieren von Bereichen, die sich nahezu wie Starr-
korper verhalten, kann das Verstéandnis fiir das dynamische Verhalten einer Struk-
tur verbessert werden. Geeignete kontinuierliche Strukturen kénnen unter Zuhil-
fenahme der Ergebnisse in einfache Mehrkorpersysteme zerlegt werden.
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Flufidiagramm zum automatischen Starrsetzen

Systemzeit : t =

Berechnungsstart mit flexibler Struktur

lo

Zeitvariable fiir das Starrsetzen: ¢,.q = 0
Vorgegebenes Zeitintervall fiir das Starrsetzen: T, 4
kein Element markiert

— (alle Elemente potentielle Starrkorper)

t=t+4+ At
lred = treq + At

1a
t > to+ Thes ? )J—» ENDE

nein

FE-Berechnung fiir aktuellen Zeitschritt

Haben sich Randbe-
dingungen geéndert 7

ja
lred = 0
nein l
nein
Markiere alle noch nicht markierten

Elemente die Kriterium (7.2) verletzen

(

Setze alle Starrkorper
flexibel

Setze Markierungen der
Elemente zuriick

(Gibt es starre Bereiche ?)& Lade Berechnungsgrofhen

vom Zeitschrittanfang

@)

nein

tred 2 Tred? )

ja

lyed = 0
Setze Markierungen

Setze Bereiche aus nichtmarkierten Elementen starr

e Frzeuge Elementzuordnung der neuen Starrkérper aus
nichtmarkierten Elementen

e Berechne Starrkérperdaten und Schwerpunktsgeschwindig-
keiten der neuen Starrkorper

der Elemente zuriick
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Hierbei ist zu beachten, dal der iibergang vom Strukturmodell zum vereinfach-
ten Modell auch von der duferen Belastung abhingig ist. Dieses Vorgehen erlaubt
auch eine adaptive Vorgehensweise in der Form, daf sich die vereinfachten Mo-
delle fiir eine Strukturoptimierung seitens des Berechners eignen. Es stellt eine
Verbindung der Methode der Finiten Elemente und der Strukturdynamik dar.

Im folgenden wird eine Vorgehensweise vorgeschlagen, die ein automatisches Erkennen
und Starrsetzen hierfiir geeigneter Bereiche wéhrend des Ablaufes der Berechnung er-
laubt.

Das automatische Starrsetzen ist empfehlenswert fiir Systeme, in denen keine zu héufi-
ge zeitliche Anderung der Randbedingungen (aus Belastung oder Auflagerung) eintritt.
Allgemein ist das Verfahren sinnvoll, wenn eine gleichférmige (periodische) Systemant-
wort erwartet werden kann, deren Amplituden nicht anwachsen.

Eines der Hauptmotive fiir das automatische Starrsetzen von Strukturbereichen liegt in
der Effizienzsteigerung des Berechnungsvorganges als Folge der Reduktion der Anzahl
der Freiheitsgrade. Aufgrund des zur Reduktion erforderlichen zusétzlichen Transfor-
mationsaufwandes ist es daher nicht empfehlenswert, Bereiche aus einzelnen oder nur
sehr wenigen Elementen starrzusetzen. Beim Starrsetzen hierfiir geeigneter Struktur-
bereiche kann es auch zu Konstellationen kommen, bei denen Starkérper kinematisch
miteinander verbunden sind. Da die zur Erfassung der zugehérigen Kinematik not-
wendigen Berechnungen relativ aufwendig sind, sollte die Bildung kinematischer Starr-
korperetten verhindert werden, indem im Bereich der kinematischen Kopplungen das
Starrsetzen verhindert wird. Die Starrkérper bleiben dann getrennt.

7.2 Vorgehensweise fiir das automatische Starrsetzen

Zur Erkennung der Bereiche, die starr gesetzt werden konnen, ist es erforderlich, das
Verhalten der Struktur iiber einen gewissen Zeitraum zu beobachten. Hierzu wird das
zu integrierende Zeitintervall I = [tg,to + Tyes | zerlegt in eine Reihe von N,..4 Zeitin-
tervallen T4, = t, — t,—1 die ihrerseits aus M,.q Zeitintervallen At,, = t,, —t,,_1 (der
Zeitdiskretisierung zur Losung der Bewegungsgleichung) zusammengestzt sind, sodafs

gilt:
Nred Mred

to+Tges Nrea oty tm
/ [L]dt = Z/ [Jdt = ) Z/ [.]dt . (7.1)

to n=1 7 tn-1 n=1 m=1"1m=1
Innerhalb jedes Zeitintervalls T,.4 wird das Strukturverhalten in jedem Zeitschritt At
beziiglich eines Kriteriums iiberpriift. Am Ende des Zeitintervalls werden die Struk-
turbereiche starrgesetzt, welche das Kriterium innerhalb des Intervalls immer erfiillt

haben.

Sollten sich zu einem Zeitpunkt nach dem Starrsetzen einzelner Teile die (Dirichlet-
oder Neumann- ) Randbedingungen dndern, so ist das Starrkorpersystem zur weiteren
Untersuchung im allgemeinen ungeeignet. Da der Einflul einer solchen Systeméande-
rung a priori sehr schwer einzuschétzen ist, miissen in diesem Fall alle Starrkérper
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aufgelést und die Berechnung fiir den Zeitschritt, in dem die Anderungen eingetreten
sind, wiederholt werden.

Die Ablauf des Verfahrens ist im Flufdiagramm dargestellt und wird im folgenden
ausfithrlich diskutiert.

7.3 Vorgaben beziiglich des ’Beobachtungszeitrau-
mes’ 1.4

Tyeq mulk derart gewdhlt werden, daf das Fintreten des ungiinstigsten Ereignisses (grofs-
te Abweichung vom Verhalten eines Starrkorpers) fiir das gewahlte Kriterium wahrend
des Beobachtungszeitraumes garantiert werden kann. Dies fithrt zur hinreichenden Be-
dingung, dak T,.; bei periodischen Schwingungsvorgéngen grofer sein mufs als deren
Periodendauer. Da jedoch die betrachteten Vorgénge i.a. nichtperiodisch sind, und auch
bei periodischen Vorgéngen die Periodendauer unbekannt ist, kann nur die Erfiillung
der folgenden, notwendigen Bedingung empfohlen werden. Der "Beobachtungszeitraum’
T'.cq sollte groker gewéhlt werden, als die Periodendauer zur niedrigsten (angeregten)
Eigenfrequenz der Struktur, bzw. der niedrigsten Frequenz einer Anderung der Rand-
bedingungen.

7.4 Kriterium zum Auffinden von flexiblen Bereichen,
die sich wie Starrkorper verhalten

Ein Strukturbereich wird dann als Starrkérper betrachtet, wenn sich seine Geometrie
im betrachteten Zeitintervall 7,.; hinreichend wenig dndert. Die Anderung der Geome-
trie wird kontrolliert iiber die Anderungen der Verzerrungen.

Dementsprechend wird in jedem Zeitschritt fiir jedes flexible Finite Element die nor-
mierte Verzerrungsrate

. \/f(Em—Eoo)i(Em—Eoo) dvoe - ; 7 9
e = ALV < to (7.2)

ermittelt. Dabei sind Eqg, Eg sind die Green’schen Verzerrungstensoren zu Beginn und
am Fnde des Zeitschrittes, Vi ist das Elementvolumen.

Das Kriterium ist objektiv (unabhéngig von Starrkorperrotationen). Die Abhangigkeit
von Raum- und Zeitdiskretisierung ist nur in der Form vorhanden, dak die Verzer-
rungsénderungen im gewéhlten Raum- und Zeitbereich gemittelt werden. Das Kriteri-
um kann sehr effizient iiberpriift werden, da die enthaltenen Gréfen zum Aufbau der
Elementsteifigkeitsmatrix ohnehin berechnet werden miissen - lediglich die Integralbil-
dung mit ohnehin zu berechnenden Wichtungsfaktoren muf zusétzlich vorgenommen
werden.

Alle Elemente, die dieses Kriterium in irgendeinem Zeitschritt innerhalb von 7T,.; nicht
erfiillen, werden markiert. Nach Ablauf des Zeitintervalls T).; konnen aus allen nicht
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7.4. KRITERIUM ZUM AUFFINDEN VON FLEXIBLEN BEREICHEN, DIE SICH WIE
STARRKORPER VERHALTEN

markierten Elementen Starrkorper aufgebaut werden.

Da am Starrkorper keine Verzerrungen auftreten liefert das genannte Kriterium keine
Aussage dariiber, ob bereits starre Bereiche auch weiterhin als Starrkoérper betrachtet
werden diirfen. D.h. einmal starre bzw. starrgesetzte Bereiche bleiben starr. Zur Dis-

/] ® —» w(t)=asin(wt)

A
Bild 7.1: Beispiel zur Diskussion von Kriterium (7.2)

kussion des Kriteriums wird folgendes Beispiel betrachtet:

Ein einseitig eingespanntes eindimensionales masseloses Kontinuum, geméf Bild 7.1
wird am freien Ende in Achsrichtung harmonisch mit w(t) = a sin (wt) zwangsverscho-
ben. Kriterium (7.2) liefert fiir hinreichend kleine Zeitschrittweiten Werte, die propor-
tional zum Betrag der Geschwindigkeit w(f) = a w cos (wt) sind.

Fiir hochfrequente Schwingungen ergeben sich bei gleicher Amplitude grofkere Verzer-
rungsraten als fiir niederfrequente. Die Toleranz muf dann so gewahlt werden, dafl auch
die relevanten niederfrequenten Anteile der Lésung noch erkannt werden. Hierbei ist
jedoch zu beachten, daf bei iiblichen Strukturbeanspruchungen die niederfrequenten
Anteile im allgemeinen grofere Amplituden aufweisen.

Das Beispiel macht auch deutlich, daf die Vergréherung einer Amplitude bei gleicher
Frequenz erwartungsgemél auch auf hohere Werte fiir das Kriterium fiihrt.

Es folgen einige Anmerkungen.

1.) Kriterien mit anderen objektiven Tensoren

Zum Bewertung des Kriteriums wird eine (kleine) Storung betrachtet, die als zeitli-
che Veranderung der Verzerrungen mit der Geschwindigkeit ¢ = y/F/p durch ein, aus
verschiedenen Materialien aufgebautes elastisches Kontinuum (E-Modul FE, Dichte p)
lauft. Beim (reflexionsfreien) Durchgang der Stoérung von einem weichen Strukturteil
Fyi, ¢ zu einem steifen Fy, c; mit vy = FEy/F; geschieht folgendes. Die Spannungen
auf beiden Seiten des Uberganges bleiben aufgrund des herrschenden Gleichgewichts-
zustandes unverandert (S; = S,), fiir die Verzerrungen gilt jedoch Ey = vyg E5. Daher
verhilt sich ein energieratenbasiertes Kriterium der Art

e f(Sm :E10 — Soo: Eoo) dvoe

= < .
e At ‘/06 ~ tOl (7 3)

in gleicher weise umgekehrt proportional (Proportionalitatskonstante v ) zur Steifigkeit
des Materials wie das verzerrungsratenbasierte Kriterium

\/f(Em :Eio — Eogo: Eoo) dvoe
At Vg

\/f(E10 - Eoo) . (E10 - Eoo) dvoe
At Ve

R

A

g
=
=
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Da somit die Steifigkeit des Materials indirekt auch in das verzerrungsratenbasierte
Kriterium (7.2) eingeht, sind verzerrungs- und energieratenbasierte Kriterien gleich-
wertig.

Im steiferen Matrial wird die Stérung infolge der hoheren Fortpflanzungsgeschwindig-
keit rdumlich auseinandergezogen. Dies hat auf die betrachteten Raten keinen Einflufs,
da hier nicht die rdumliche sondern die zeitliche Ratendnderung bezogen auf bestimmte
rdumliche Punkte betrachtet wird; d.h die Dispersion der Stérung im steiferen Materi-
al wird im Kriterium aufgehoben durch die héhere Fortpflanzungsgeschwindigkeit der
Storung.

2.) Nicht ratenbasierte Kriterien

Ein Kriterium, das nicht auf Anderungen von Spannungen oder Verzerrungen basiert,
sondern darauf, daft die Werte selbst hinreichend klein sind, wiirde nur Starrkérper aus
schwach beanspruchten Bereichen bilden. Dies ist deutlich weniger als bei Nutzung der
Raten, was beispielsweise der Blick auf einen unbelasteten, frei rotierenden flexiblen
Koérper zeigt. Infolge Materialdampfung sind nach einer ldngeren Beobachtungszeit
kaum mehr Verzerrungsanderungen vorhanden. Der Korper verhélt sich wie ein Starr-
korper, obgleich die Fliehkrafte aus der Rotation weiterhin Verzerrungen hervorrufen,
die jedoch, gemessen mit objektiven Maken, unveranderlich, d.h. statisch sind.

3.) Einflufl der Zeitschrittweite

Die Zeitschrittweite muf selbstverstandlich so klein gewdhlt werden, dak auch die Ver-
zerrungsraten hochfrequenter Anteile des Antwortspektrums noch erfalt werden kon-
nen. Somit sollte sie nicht grober als % bis i der Periodendauer einer Schwingung mit
dieser (gewahlten) Frequenz sein.
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7.5 Starrkorperdaten der starrzusetzenden Struktur-
bereiche

Da die starrzusetzenden Bereiche Verzerrungen aufweisen kénnen, werden sie beim
Starrsetzen in der aktuellen Konfiguration ’eingefroren’. Hierbei reduziert sich die An-
zahl der Freiheitsgrade des starren Bereiches, wie in Bild 7.2 erlautert, auf die 6 Frei-
heitsgrade des Starrkorpers.

.

Bild 7.2: Reduktion der Freiheitsgrade beim automatischen Starrsetzen des flexiblen,
grau dargestellten Bereiches.

7.5.1 Methode zur Ermittlung der Massenmatrix fiir die fle-
xiblen Bereiche

Fiir die folgenden Ausfiihrungen wird davon ausgegangen, daf die flexiblen Bereiche
entweder vollstdndig mit konsistenter Massenmatrix oder vollstdndig mit diagonalisier-
ter Massenmatrix berechnet werden. Ein Entkoppeln der Massenmatrizen der Starr-
korper dadurch zu erreichen, dass die angrenzenden flexiblen Elemente mit diagona-
lisierten Massenmatrizen berechnet werden, die restliche flexible Struktur jedoch mit
konsistenter Formulierung, ist hier nicht sinnvoll, da im vorhinein nicht bekannt ist,
welche Bereiche im Verlauf der Untersuchung starr werden. Wahrend der Berechnung
darf das Modell diesbeziiglich auf keinen Fall verandert werden, da ansonsten die Dre-
himpulserhaltung verletzt wiirde.

7.5.2 Starrkorperdaten zuvor flexibler Bereiche

Zur Erfillung der Drehimpulserhaltung mufs bei der Berechnung der Starrkérperdaten
immer die gleiche Massenverteilung zugrundegelegt werden wie bei der Berechnung der
Massenmatrizen der flexiblen Elemente. Bei Verwendung konsistenter Massenmatri-
zen fiir die flexiblen Elemente erfolgt dies gemél Kapitel 5.2.1.1, oder direkt aus der
globalen konsistenten Massenmatrix (siehe hierzu die Anmerkung in Kapitel 7.6.2.1).
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Bei diagonaler Formulierung kann gemaf Kapitel 5.2.1.2 vorgegangen werden. Hier soll-
ten die Starrkérpergrofhen unter Beriicksichtigung der Knotenmassen der angrenzenden
Knoten neu berechnet werden wie in Kapitel 6.2.1 erlautert.

7.5.3 Starrkorperdaten fiir zuvor teilweise starre und flexible
Bereiche

Wird im Laufe einer Analyse der Vorgang des automatischen Starrsetzens ausgefiihrt,
so ist davon auszugehen, dal eventuell schon vorher starre Bereiche vorhanden sind. Die
Starrkorper fiir die weitere Berechnung werden im allgemeinen nicht identisch mit den
bisherigen sein. Bei einer Verdnderung wachsen die starren Bereiche, da das Vorgehen
nie zu einer Auflésung starrer Bereiche fithren kann. Es ist auch méglich, dal getrennte
Starrkorper vereinigt werden. In jedem Fall ist eine Neuberechnung der Starrkérper-
daten fiir jeden starren Bereich durchzufiihren, da eine direkte Umstrukturierung der
globalen Massenmatrix duferst uniibersichtlich ist.

Da der Schritt des automatischen Starrsetzens relativ selten ausgefithrt wird, ist auch
folgende Variante trotz erhohtem Rechenaufwand vertretbar. Zunachst werden mit Hil-
fe der Verschiebungszwangsbedingungen die Verschiebungen fiir die urspriingliche Dis-
kretisierung der bisherigen Starrkérper ermittelt. Anschliefend werden die Starrkor-
perdaten des neuen Systems mit Hilfe der Massenmatrix des Referenzsystems (¢ = 0)
und den aktuellen Knotenverschiebungen berechnet.

7.5.4 Verzerrungsenergie starr gesetzter Bereiche

Da sich die Knoten im starr gesetzten Korper relativ zueinander nicht mehr bewe-
gen konnen, kann die Information iiber den Verzerrungszustand unmittelbar vor dem
Starrsetzen gespeichert werden. Hierzu sind auch eventuelle zusétzliche Variablen zur
Beschreibung beispielsweise einer Plastifizierung ebenfalls zu speichern. Sollten die Be-
reiche wieder flexibel gesetzt werden, so kann deren Anteil an der Verzerrungsenergie
der gesamten Struktur wieder rekonstruiert werden. Damit ist eine einfache Fortsetzung
einer Untersuchung mit dem urspriinglichen FE-Netz z.B. bei verdnderten Randbedin-
gungen problemlos moéglich.
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STRUKTURBEREICHE

7.6 Schwerpunktsgeschwindigkeiten der starrgesetz-
ten Strukturbereiche

7.6.1 Einfiihrung

Bei der Umwandlung eines flexiblen Bereiches in einen Starrkérper miissen die Knoten-
geschwindigkeiten des urspriinglich flexiblen Bereiches auf die Geschwindigkeiten und
Winkelgeschwindigkeiten des Schwerpunktes des neuen Starrkérpers reduziert werden.
Die Geschwindigkeit eines beliebigen Punktes ¢ des Starrkérpers ergibt sich aus der
translatorischen Geschwindigkeit #°, und der Winkelgeschwindigkeit w?® des Starrkor-
pers mit dem Vektor vom Schwerpunkt zum betrachteten Punkt v;, zu

’I:LZ' = 7’ + w’® X v; . (75)

Der naheliegende Weg einer Berechnung der Schwerpunktsgeschwindigkeiten aus den
Knotengeschwindigkeiten unter Verwendung von (7.5) erzeugt jedoch je nach Wahl der
Knoten stark unterschiedliche Frgebnisse. Das Auftreten hochfrequenter Schwingun-
gen mit sehr kleinen Amplituden, kann bei den Knotengeschwindigkeiten zu deutlichen
Abweichungen von den Geschwindigkeiten eines Starrkérpers fithren. Eine Berechnung
mit (7.5) aufgrund mehrerer zufillig ausgewéhlter Knoten wird daher die Impuls- und
Drehimpulsbilanz zwischen den Zustanden "flexibel” und ’starr’ im Regelfall nicht er-
fiillen.

7.6.2 Nutzung der Impuls- und Drehimpulserhaltung

Die obigen Ausfiihrungen legen nahe, die Impuls- und Drehimpulserhaltung fiir das
System zur Bestimmung der Schwerpunktsgeschwindigkeiten zu nutzen. Dabei wer-
den die Geschwindigkeiten und die Winkelgeschwindigkeiten fiir die Schwerpunkte der
Starrkérper derart bestimmt, daf Impuls und Drehimpuls des Gesamtsystems durch
das Starrsetzen nicht verdndert werden. Dies fithrt gemélk der folgenden Darstellung fiir
jeden Starrkorper auf ein 6 x 6 Gleichungssystem. Hierbei kénnen Impuls und Drehim-
puls nach dem Starrsetzen sowohl mittels der Schwerpunktsgeschwindigkeiten und der
Starrkérperdaten berechnet werden, als auch mittels der Massenmatrix des Systems
vor dem Starrsetzen und den auf die Knoten der urspriinglichen Diskretisierung umge-
rechneten Schwerpunktsgeschwindigkeiten (siehe (7.5)).

Im folgenden bezeichnet der Index v links oben Gréfsen unmittelbar vor dem Starrset-
zen und n entsprechend Grofen nach dem Starrsetzen. Fiir die gesamte Struktur muf
gelten:

Impulserhaltung ‘L = "L (7.6)
Drehimpulserhaltung vJo= "Jd . (7.7)

Die globale Massenmatrix des flexiblen Systems kann bei n Knoten zerlegt werden in
n? 3x3 Knotenmassenmatrizen M ;; mit i,5 ¢ 1..n.
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Fiir ein flexibles System mit n Knoten gilt:

L = i i:Mijuj (7.8)

=1 j=1
=1 7=1

Da sich beim Starrsetzen nur die Knotengeschwindigkeitsvektoren der Knoten der zu-
kiinftigen Starrkorper verandern, geniigt es, nur die auf sie entfallenden Anteile in (7.8)

und (7.9) zu vergleichen. Gleichungen (7.6) und (7.7) kénnen daher zu

nrb  ni nrb  ni
Z o> My va, = Z > M, (7.10)
=1 j5=1 r=1 =1 j5=1 r=1
n nrb  ni n nrb  ni
Z x; X Z ZM”’ w, ) = Z x; X Z ZM”’ w, ) (7.11)
=1 j=1 r=1 =1 j=1 r=1

reduziert werden. Hierbei sei der Index r ein Zeiger vom r-ten Knoten des aktuell be-
trachteten Starrkorpers j mit n? Knoten auf dessen Knotennummer im Gesamtsystem.
Im System gebe es nrb Starrkérper. Die Aufteilung der Summe iiber alle zukiinftigen
Starrkérperknoten in obige Doppelsumme ist moglich, da direkte Kopplungen zwischen
den Starrkérpern ausgeschlossen sind. Jede Knotengeschwindigkeit @, kann eindeutig
einem Starrkorper zugeordnet werden.

Die Knotengeschwindigkeiten Y, sind bekannt; die unbekannten Knotengeschwindig-
keiten ", werden mit (7.5) durch die unbekannten Geschwindigkeiten @* bzw. Win-
kelgechwindigkeiten w?® der Starrkoérper ausgedriickt. Nun werden (7.10) und (7.11)
zu

_ nrb n nl
Z { Z ZM“, (@tw <o) = Y [ Y ZMu} (7.12)
j= i=1 r=1 ) j=1  i=1 r=1
nrb n ni _ nrb n ni
Z { <33¢><ZM¢T(’5L;—|—W§ X vf,)) = Z(mixZM”Wdr ﬂ
j=1 i=1 r=1 ) j=1 = =1 r=1

(7.13)

umgeformt. v/ ist der Vektor vom Schwerpunkt des spiteren zugehdrigen Starrkérpers
7 zum betrachteten Knoten r.

Das Gleichungssystem (7.12) und (7.13) kann nun fiir jeden Starrkérper getrennt aus-
gewertet werden. Es entsteht jeweils ein Gleichungssystem aus 6 Gleichungen mit 6
Unbekannten.
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7.6.2.1 Flexibles System mit konsistenter Massenmatrix

Da (7.13) fiir jeden Starrkorper getrennt ausgewertet werden kann, kann man auch
fiir jeden Starrkorper einen anderen Bezugspunkt fiir die Bestimmung des globalen
Drehimpulses wahlen. Zur iibersichtlicheren Darstellung wird jeweils der Schwerpunkt
des aktuellen Starrkorpers gewéhlt. Mit der obigen Definition fiir den Laufindex r lautet
das Gleichungssystem fiir den Starrkorper j:

T

n n M, M, EZ, uj n  ni M. “u,

Y S = . (7.14)
- — P i /\T s — — /\] o

=1 r=l1 ’Ug Mir ’U]» Mir ’U] w] =1 r=l v; Mzr u,

k3 r

Das zu lésende 6 x 6 Gleichungssystem ist im allgemeinen vollbesetzt und unsymme-
trisch.

Anmerkung

Mit Hilfe von Gleichung (7.14) kann man die Starrkorperdaten fiir ein abgeschlossenes
Gebiet mit n Knoten aus der konsistenten Massenmatrix dieses Gebietes entwickeln. Zu
beachten ist, dafs jetzt auch der Index 2 nur iiber Starrkérperknoten lauft. Die Matrix
auf der linken Seite stellt fiir ein solches Gebiet die Massenmatrix fiir einen beliebigen
Bezugspunkt b dar. v; ist der Vektor von diesem Bezugspunkt zum Knoten j. Die
allgemeine Darstellung fiir die Massenmatrix lautet:

T
n n Mz Mz i\)b m’ 13 03953
e 9 ol A I G B

~b ~b
=1 j=1 v, MZ']‘ v, Mij U 0343

% % 7

Die Starrkérperdaten kénnen jetzt durch direkten Vergleich der Komponenten gefunden
werden. Da die Knotenmassenmatrizen der konsistenten Massenmatrix die Form M ;; =
m;; 13 haben, ergibt der Vergleich der Matrixelemente links oben in (7.15) direkt:

ms = Z Zmij . (716)

=1 j=1

Aus dem Anteil rechts oben bzw. links unten folgt mit v? = @; — ®° nach kurzen
Umformungen fiir den Schwerpunkt als Bezugspunkt:

s Daim D= i T
m,

Aus dem Anteil unten rechts folgt direkt:

r=> > uM;o" . (7.18)

=1 j=1
Hier wird offensichtlich, daf die Wahl des Schwerpunktes als Bezugspunkt den Vor-
teil besitzt, dak die Nebendiagonaleintrage in der Massenmatrix moglichst klein sind,
und daf die Anteile fiir Verschiebungen und Verdrehungen entkoppelt sind. Wird der
Starrkorper jedoch mit flexiblen Elementen mit konsistenter Massenmatrix gekoppelt,

€

(7.17)

so sind Kopplungsterme zwischen Verschiebungen und Verdrehungen unvermeidbar.
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7.6.2.2 Flexibles System mit diagonaler Massenmatrix

Bei Verwendung diagonaler Massenmatrizen sind die Massenmatrizen der Starrkérper
entkoppelt von denen der iibrigen Struktur. Dann kénnen auf der linken Seite von (7.14)
direkt die Starrkérperdaten eingesetzt werden. Mit der Masse m? und dem Tréigheits-
tensor I’ des Starrkorpers j, sowie der Knotenmasse m, fiir den Starrkérperknoten vor

dem Starrsetzen ergibt sich:

v .
m? Es3 Oy u; i m, U,

= > - . (7.19)

r=1 \ m,v!"w,

B

S S

Das Gleichungssystem zerfallt in ein 3 x 3 Gleichungssystem und 3 Gleichungen mit
jeweils einer Unbekannten.
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7.7 [Energieerhaltung im Gesamtprozels

Wird ein Teil einer flexiblen Struktur starrgesetzt, so wird die Verzerrungsenergie dieses
Strukturteils im neuen Starrkorper gespeichert. Wird dieser Bereich zu einem spéateren
Zeitpunkt der Berechnung wieder flexibel gesetzt, so kann dem System diese Verzer-
rungsenergie wieder vollstdndig zugefithrt werden.

Im folgenden wird ein flexibler Bereich betrachtet, der zum Zeitpunkt ¢ = ¢; in den
Starrkorper j umgewandelt wird. Die Geschwindigkeit von Knoten r dieses flexiblen
Bereiches sei “'u,.. Dieser materielle Punkt besitzt unmittelbar nach dem Starrsetzen
unter Anwendung der Impuls- und Drehimpulserhaltung geméal Kapitel 7.6.2 die Ge-
schwindigkeit " a,.. Diese unterscheidet sich im Regelfall von der Geschwindigkeit "',
des urspriinglich flexiblen Knotens.

Die Differenzgeschwindigkeit

A . U1

w, = w, — "

w,
= Ul’l.l,r — ( ’l..l/}9 + w; X ’U; )t:tl (720)

kann nun fiir die Zeit ¢, < t < t, gespeichert werden. Sie stellt die Relativgeschwin-
digkeit der Knoten zwischen den Zustinden flexibel und starr zum gleichen Zeitpunkt
dar.

Zum Zeitpunkt ¢ = ¢5 wird der Starrkérper j wieder in einen flexiblen Bereich ver-
wandelt. Der Geschwindigkeitvektor fiir Knoten r ergibt sich unmittelbar nach dem
"flexibel” setzen zu

no

w, = 24, +°4,
= (U 4 WXV oy, + U, (7.21)

Im folgenden wird der Frage nachgegangen, unter welchen Bedingungen bei dieser Vor-
gehensweise volle Energieerhaltung der flexiblen Struktur vor und nach dem Starrsetzen
gewéhrleistet ist. Hierbei werden folgende Voraussetzungen gemacht:

1.) Fiir die Berechnung der Struktur mit Starrkorper im Zeitintervall ¢; <t < 5 ist
Energieerhaltung gewahrleistet.

2.) Wird ein flexibler Strukturbereich mit 24, = 0 fiir alle Knoten, d.h. mit rein
statischem Verhalten, starr und wieder flexibel gesetzt, so ist Energieerhaltung
fiir die Zustande vor und nach dem Starrsetzen gegeben (im Zustand ’starr’ ist
die Verzerrungsenergie im Starrkorper gespeichert!)

Wegen Voraussetzung 2.), mit der die Erhaltung der Verzerrungsenergie gesichert ist,
muf nur der Nachweis erbracht werden, dal die Differenz der kinetischen Energien beim
Starrsetzen zum Zeitpunkt ¢; genau so grof sein muf, wie die entsprechende Differenz
beim wieder flexibel” setzen zum Zeitpunkt ¢,.

Da sich in der Struktur mit Starrkérpern die absoluten Knotengeschwindigkeiten im
Zeitintervall t; < t < {5 im allgemeinen gedndert haben, ist dies gleichbedeutend mit
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dem Nachweis, daft die Anderung der kinetischen Energie beim Aufaddieren von 24

unabhéngig sein muf von der kinetischen Energie (d.h. den Knotengeschwindigkeits-
vektoren) des Systems vor dem Aufaddieren! Hierbei besitzen die starren Bereiche des
Systems vor dem Aufaddieren die zu einem Starrkérper gehorigen Knotengeschwindig-
keiten.

7.7.1 Flexibles System mit diagonaler Massenmatrix

Im folgenden wird nun das flexible System unmittelbar vor dem Starrsetzen betrachtet.
Beim Starrsetzen dndern sich nur die Knotengeschwindigkeitsvektoren der Knoten der
Starrkorper. Die diagonalen Massenmatrizen dieser zukiinftigen Starrkérper sind weder
untereinander noch mit den Massenmatrizen der flexiblen Bereichen gekoppelt. Daher
kann die Anderung der kinetischen Energie beim Starrsetzen flexibler Bereiche fiir jeden
Starrkorper getrennt berechnet werden.

Die Anderung der kinetischen Energie AK beim Umwandeln eines Bereiches mit n
Knoten in den Starrkérper j zum Zeitpunkt ¢ ergibt sich zu

1 n

1 n
= 520 | e R R+ 2 - )
=1
1 . :
=1

mit dem Vektor v; vom Schwerpunkt zum Knoten : und den Geschwindigkeitsvektoren
'4° und ‘w® des Schwerpunktes. Hierzu ist anzumerken, daf fiir die rechte Summe der
vorletzten Zeile von (7.22)

n n
Z mltuZAuZ = Z mi(tizs—l-twsxvi)-AiLi
=1 =1
n n
= tﬁs'z mZA’UJZ —I-tws'z mi(’UiXA’l‘Li)
=1

=1

- 0 . (7.23)

gilt. Gleichung (7.23) ist giiltig, da die Summen in der vorletzten Zeile nichts anderes
darstellen als den Impuls bzw. Drehimpuls des starren Bereiches mit den Differenz-
knotengeschwindigkeiten. Wurden beim Starrsetzen die Schwerpunktsgeschwindigkei-
ten geméh Kapitel 7.6.2 bestimmt, so miissen diese Anteile verschwinden.

Hiermit wurde gezeigt, dak bei Verwendung diagonaler Massenmatrizen fiir die fle-
xiblen Strukturbereiche die Anderung der kinetischen Energie beim Starrsetzen AK
unabhédngig ist von den Knotengeschwindigkeiten der Knoten der starren Struktur.
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Da das oben gesagte vollig analog auch beim Aufaddieren der Differenzgeschwindigkei-
ten nach dem Auflésen der Starrkérper gilt, ist mit der beschriebenen Vorgehensweise
die Erhaltung der Energie im Gesamtprozel aus Starrsetzen und wieder flexibel Setzen
gewahrleistet.

7.7.2 Flexibles System mit konsistenter Massenmatrix

Bei Verwendung konsistenter Massenmatrizen fiir die flexiblen Bereiche sind die spéater
starren und flexiblen Bereiche in der Massenmatrix gekoppelt. Daher gibt es bei der
Berechnung der kinetischen Energie gekoppelte Terme zwischen Starrkérpergeschwin-
digkeit und Knotengeschwindigkeiten angrenzender, weiterhin flexibler Bereiche. Da
sich die Geschwindigkeitsvektoren dieser flexiblen Bereiche nicht mittels der Schwer-
punktsgeschwindigkeiten des Starrkorpers (7.5) beschreiben lassen, verschwinden die in
Gleichung (7.23) betrachteten Anteile nicht mehr. Die beim Starrsetzen ’eingefrorene’
Energie ist somit aufgrund der genannten Kopplungsterme nicht mehr identisch mit
der beim 'wieder flexibel Setzen’ zugefiithrten Energie

Daher kann bei Verwendung konsistenter Massenmatrizen mit diesem Vorgehen die
Energieerhaltung im Gesamtprozel im allgemeinen nicht erreicht werden.
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7.8 Beispiel: Frei fliegender rotierender Korper

Im folgenden Beispiel wird das dynamische Verhalten eines Systems bestehend aus
einem Block und einem Kragarm gemaf Bild 7.3 untersucht. Beide Strukturteile be-
stehen aus dem gleichen Material. Die Struktur wird fiir £ = 2s mit den angegebenen

iF

L

iF

Abmessungen in x/y/z Richtung:

- Block 60 / 80 / 80 [cm]
- Kragarm 250 / 40 / 40 [cm]

Materialeigenschaften:

- Dichte: p =82
- E-Modul: E=2010° X%

- Querdehnzahl: v =0
Numerische Dampfung;:

- (Siehe Kapitel 5.1.6) £ = 0.1

Belastung:
0.0 <t <2.0s Krifte I'=T20N
2.0 <t F=0

Zeitschrittwelte: At = 0.05s

diagonale Massenmatrix
Starrkorpererkennung

- Priife Kriterium 7.2 fiir jedes Element in
jedem Zeitschritt und markiere Elemente

die es verletzen

Toleranz des Kriteriums: tol = 0.02 %

- Automatisches Starrsetzen
im Zeitabstand 7,.; = 5s

- Mindestgrohe eines Starrkorpers

5 Elemente

Bild 7.3: Rotierender Korper: System, Abmessungen und Materialkennwerte und Be-
lastung

Kréften belastet. Die Lasteinleitung in den Block geschieht mittels gleicher Knotenla-
sten iiber alle Knoten auf der Ober- bzw. Unterseite. Auf den Kragarm wird die Kraft
zu gleichen Teilen auf die 20 Knoten auf der Oberseite am freien Ende aufgebracht.
Die dufseren Kréfte erzeugen nur einen Drehimpuls um die y-Achse.

Das Augenmerk in der Diskussion des Systems wird auf die Betrachtung der Erhal-
tungssatze gerichtet, sowie die Méglichkeit mit dem gewidhlten Kriterium zwischen
zeitunabhangigen und zeitabhdngigen, objektiven Verzerrungen zu unterscheiden.
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Da die Struktur sehr weich ist, treten unmittelbar nach dem zeitlichen Ende der Einlei-
tung der dukeren eingepragten Krifte (¢ > 2.0 s) sehr groke Verzerrungen mit starken
Verzerrungsénderungen auf. In Bild 7.4 ist die deformierte Struktur zur Verdeutlichung
fiir einige Zeitpunkte in diesem Zeitbereich dargestellt.

T=3s T=5s T =10s T =16s

Bild 7.4: Rotierender Korper: Deformierte Struktur fiir einige Zeitpunkte nahe dem
zeitlichen Ende der Einleitung der &uferen eingepragten Krafte (System ro-
tiert um Massenmittelpunkt - Translationen zur Ubersichtlichkeit hinzuge-

fiigt!)

Infolge der sehr starken numerischen Dampfung klingen diese Anderungen rasch ab.
Die Uberpriifung auf mogliche starre Bereiche im zeitlichen Abstand T,y bewirkt einen
allmé&hlichen Aufbau starrer Bereiche in der Struktur. In Bild 7.5 ist die Verteilung
starrer und flexibler Bereiche zu einigen Zeitpunkten dargestellt.

Die numerische Dampfung nach ARMERO UND PETOCZ [3] (Siehe Kapitel 5.1.6)
dampft hochfrequente Verzerrungsénderungen starker als niederfrequente. Der Vorgang
des Starrsetzens wird daher bestimmt durch das langsame Abklingen der Amplituden
der Biegeschwingung des Kragarms. Diese Schwingung erzeugt nur geringe Verzer-
rungsdnderungen am freien Ende des Blocks. Daher liefert das Kriterium hier auch die
ersten moglichen Starrkérper. Im Ubergangsbereich zum Kragarm treten aus der Bie-
geschwingung starke Verzerrungsénderungen auf; dieser Bereich bleibt daher zunéchst
noch flexibel. Die Amplituden der Verzerrungsédnderung aus der Biegeschwingung sind
am Kragarmende geringer als im Ubergangsbereich zum Block. Sie sind auch in der
Mitte geringer als oben bzw. unten. Dies erklért den zeitlichen Ablauf der Bildung der
starren Bereiche. Zwischen T' = 410s und T' = 415s haben alle Elemente in allen Zeit-
schritten das Kriterium 7.2 erfiillt. Dies folgt unmittelbar aus Bild 7.5. Die flexiblen
Elemente in diesem Zeitbereich kénnen nicht mehr verzerrt werden, da alle Knoten die-
ser Elemente bereits mit dem Starrkoérper verbunden sind. D.h. System besitzt bereits
fiir T" > 410 s nur noch die 6 Freiheitsgrade des Starrkérpers. Da die Struktur infolge
der Massenkrifte aus der Rotation auch nach Abklingen aller Verzerrungsanderungen
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noch stationédre Verzerrungen aufweist, werden diese im Starrkorper ’eingefroren’.

Das ratenbasierte Kriterium muf offensichtlich so gewéhlt werden, daf die relativ lang-
samen Verzerrungsidnderungen aus der Kragarmschwingung erkannt werden. Daher soll-
te T,.q mit Bezug auf die Periodendauer dieser Schwingung gewéhlt werden.

Der in Bild 7.6 dargestellte zeitliche Verlauf der Energien zeigt nach dem zeitlichen

T=0s T =140s

— |

— |

-

1

— |

T =325s T =3935

T =410s T > 415 s

Heerr S

Bild 7.5: Rotierender Korper: Verteilung starrer (dunkel) und flexibler (hell) Struk-
turbereiche fiir einige ausgewahlte Zeitpunkte (Verschiebungen nicht darge-
stellt!).

Ende der Krafteinleitung den sehr groflen Wechsel zwischen kinetischer Energie und
Verzerrungsenergie. Infolge der numerischen Démpfung nimmt die Gesamtenergie in
dieser Phase starker Verzerrungsdnderungen schnell ab. Die Bildung der ersten star-
ren Bereiche ist in diesem Bild nicht zu erkennen. Sie haben den gréfsten Abstand zur
Drehachse und weisen daher kaum zeitunabhangige Verzerrungen aus der Rotation des
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Systems auf. Im Zeitbereich 300 s < T < 415 s werden die Bereiche nahe der Drehachse
starrgesetzt. Daher wird hier dem System relativ viel Verzerrungsenergie entnommen.

1200
1000 -
—) Ergebnis der
— 800 T . ..
E Modelldnderung
8 600 g
o)l
g
Q
o
M 400 Gesamtenergie — 1
kinetische Energie
Verzerrungsenergie
200 E
—— .} gespeichert im
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ .
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 Starrkérper

Zeit [s]

Bild 7.6: Rotierender Korper: Zeitlicher Verlauf von kinetischer Energie, Verzerrungs-
und Gesamtenergie fiir die gesamte Struktur

Bei dem rotierenden Starrkorper (T > 415 s) sind kinetische Energie und Gesamtener-
gie identisch. Die diinnen Linien fiir T' > 415 s zeigen die im Starrkdrper gespeicherte
Verzerrungsenergie bzw. die Gesamtenergie unter Beriicksichtigung dieser Verzerrungs-
energie. Der Verlauf des Drehimpulses um die globale y-Achse fiir die gesamte Struktur

3500 T
3000 W

2500

[Nms]

2000

1500

1000

(-1) Drehimpuls aktuell starre Bereiche
-500 | (-1) Drehimpuls Gesamt —

Anzahl der Gleichungen

-1000

Drehimpuls um die globale y-Achse

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Zeit [s]

Bild 7.7: Rotierender Korper: Zeitlicher Verlauf des Drehimpulses der Gesamtstruk-
tur, der aktuell starren Bereiche und Anzahl der Unbekannten
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in Bild 7.7 verdeutlicht, daf weder die numerische Dampfung noch die Kopplung oder
der Vorgang des automatischen Starrsetzens einen Einflufs auf die Drehimpulserhaltung
haben. Der Verlauf des Drehimpulses fiir die starren Bereiche zeigt den Zeitbereich des
Uberganges zur starren Struktur.

Betrachtet man nur den Drehimpuls eines Teils der Struktur, so ist ihr Drehimpuls
auch bei einer drehimpulserhaltenden Starrkérperdrehung des Gesamtsystems abhén-
gig von der Lage zu den globalen Achsen, es sei denn, die Drehachse ist identisch mit
einer globalen Achse. Die Ursache fiir die gleichférmigen Schwankungen im Verlauf des
Drehimpulses in Bild 7.7 ist daher die Rotation des Gesamtsystems.

Das Diagramm zeigt auch die Reduktion der Anzahl der Verschiebungsfreiheitsgrade
im Verlauf der Berechnung von anfanglich 1722 bis auf die 6 Freiheitsgrade des Starr-
kérpers.
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Kapitel 8

Strukturen in Zentralkraftfeldern

8.1 Einfiihrung

Die Untersuchung der transienten Bewegung von Strukturen in Gravitationsfeldern
erfordert tiblichereise eine Zeitintegration von Strukturen mit stark geometrisch nicht-
linearem Verhalten (grofe raumliche Rotationen) {iber grofe Zeitraume hinweg. Hierfiir
sind dissipative Verfahren wenig sinnvoll, inshesondere wenn Impuls- und Drehimpul-
serhaltung nicht gewdhrleistet werden kénnen. Aufgrund ihrer hohen numerischen Sta-
bilitat sind daher die implizite Mittelpunktsregel sowie die Energie-Impuls-Methode zur
Zeitintegration besonders geeignet. Da, wie bereits erlautert, mit der Mittelpunktsregel
im allgemeinen die Energieerhaltung nicht gewihrleistet ist, wird die Energie-Impuls-
Methode weiterverfolgt. Von GONZALES UND SIiMO [31] wurden die Hamilton’schen
Gleichungen allgemein fiir das Potential des Kepler Problems beziiglich der impliziten
Mittelpunktsregel und der Energie-Impuls-Methode entwickelt. Beide Verfahren werden
hinsichtlich Threr Stabilitat verglichen. In GREENSPAN [37]| wurde eine die Erhaltungs-
satze erfiillende Formulierung entsprechend der Energie-Impuls-Methode vorgeschla-
gen, mit der Punktmassensysteme mit den von ihnen ausgehenden Potentialfeldern
berechnet werden kénnen.

Das folgende Kapitel widmet sich der Formulierung der Anziehungskraft als eingeprég-
te Kraft auf einen Satelliten in einem Zentralkraftfeld, das von der Masse des Satelliten
nicht beeinflultt wird. Insbesondere wird die Erfordernis und Form der réumlichen Dis-
kretisierung dieser Anziehungskréfte diskutiert. Fiir entsprechende Darstellungen sei
auch auf GOTTLICHER UND SCHWEIZERHOF [35] und [36] verwiesen
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8.2 Definition von Gravitationsfeldern

Das betrachtete Schwerefeld wird von einer Punktmasse erzeugt, deren Masse sehr
viel grober ist als die Masse des im Schwerefeld betrachteten Korpers. Daher kann das
Schwerefeld beziiglich der Bewegung des Ursprunges als ortsfest angesehen werden,
d.h.seine Position wird von den Koérpern in seinem Schwerefeld nicht beeinfluft.

Das Schwerefeld sei wie folgt definiert:

Der Betrag der Gravitationsbeschleunigung g im Schwerefeld ist abhangig vom Quadrat
des Abstandes r des Korpers zum Zentrum, der Masse M im Zentrum des Feldes und
der Gravitationskonstante GG = 6.67107° ”5”—23 Sie lautet

_GM

2

g(r) (8.1)

Bei Kenntnis der Gravitationsbeschleunigung ¢,.; in einer Referenzentfernung r,.s er-
gibt sich der Vektor der Gravitationsbeschleunigung eines Punktes i auf dem Koérper

7

zua

2
r ) r
g; = Gresf r;f e; mit € = - (8.2)

Gemak Bild 8.1 ist »; der Vektor vom Punkt 7 zum Zentrum des Schwerefeldes
’I"Z':Xz—XZ'—’UJZ':Xz—wZ' . (83)

Zentrum 7 r;
Punkt 1

ZBZ:XZ
x,=X;+u

Ursprung

des Koordinatensystems

Bild 8.1: Vektoren im Schwerefeld

Die nach Betrag und Richtung im Raum veranderliche Anziehungskraft auf eine Punkt-
masse mm; wird zu:

fl=mg; . (8.4)

Ziele der Untersuchung sind:

1. die konsistente Definition der Lastvektoren und Steifigkeitsmatrizen fiir die Be-
wegung von Strukturen in Zentralkraftfeldern.

2. die Untersuchung der Leistungsfahigkeit numerischer Einschritt - Zeitintegrati-
onsverfahren bei der Beschreibung des wie oben definierten Kraftfeldes.

3. die numerische Untersuchung der Bewegung von typischen elastischen oder star-
ren Kontinua in solchen Schwerefeldern.
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8.3 Schwache Form in der Zeit diskretisiert

Die Gravitation fithrt mit der Dichte p auf eine Volumenkraft der Form

P=09c (8.5)

wobel mit g,,, der im Zeitschritt als konstant angenommene Vektor der Gravitations-
beschleunigung bezeichnet wird. Fiir g_,, mul im Zusammenhang mit der Energie-
Impuls-Methode ein spezieller Ansatz eingefiihrt werden.

Die schwache Form fiir das zeitdiskretisierte, unbelastete System im Schwerefeld fiir
Zeitschritt tog — 10 lautet

5H:5HM+5HE—/ggm-5udvzo. (8.6)

B

SIIM und SII% stehen fiir die virtuellen Arbeiten infolge Massentrigheit und Verzer-
rungen von elastischen, starren und gekoppelten starr-elastischen Strukturbereichen.

Fiir die Gravitationsbeschleunigung g.,, im Zeitschritt wird folgender spezieller Ansatz
eingefiihrt: ,
Tref  Too+ Tio

Jem = Gref rooTio Too +T10 ®.7)
D.h. die Beschleunigung ist lageabhéngig. Sie ist beziiglich ihrer Richtung das Mittel
aus den Abstandssvektoren zu Beginn und zu Ende des Zeitschrittes. Die Sinnhaftigkeit
des Ansatzes beziiglich der Abbildung stationarer Zentralkraftfelder wird im folgenden
bewiesen.

8.4 Betrachtung der Erhaltungssatze

Es wird davon ausgegangen, daf sich fiir die beiden ersten Anteile ( 611 und J11% )
in (8.6) die Nachweise der Impuls-, Drehimpuls- und Energieerhaltung fiihren lassen.
Hierzu wird auf die vorangegangenen Kapitel 5 und 6 verwiesen. Fiir den Arbeitsanteil
infolge der Gravitationskrafte miissen die entsprechenden Nachweise erbracht werden.

8.4.1 Energieerhaltung

Energieerhaltung im Zeitschritt kann fiir die schwache Form (8.6) nicht direkt gezeigt
werden, da die Anziehungskraft als dufere Kraft auf die Struktur einwirkt. Es muf
daher bewiesen werden, daft die Arbeit der Gravitationskrafte W,,; im Zeitschritt ge-
nauso grofs ist wie der Potentialverlust W, im Schwerefeld.

Mit der Zeitkoordinate 7 im Zeitschritt ergibt sich

W = /tt /[gg(r)-it(r)] v odr (8.8)
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Da im vorgegebenen Zeitintegrationsverfahren weder die Geschwindigkeit im Zeitschritt
gemaf (8.3) und (4.50)
U109 — Ugp Too — T1o

. _1(._|_.)_ _ (8.9)
U05—2 Upo T U0 ) = A7 = A/ .

noch die Gravitationsbeschleunigung im Zeitschritt g.,, geméaf (8.7) von 7 abhangen,
gilt fiir die Arbeit der Gravitationskrifte im Zeitschritt

Wext = At/ggem "I:l,05 dV . (810)
B

Mit (8.9) und g.,, gem. (8.7) folgt

) _ rf@f (TOO + 7“10) : (Too - 7‘10)
gem 05 gref At (Too —|— Tlo) oo 1o

2 2 2
Tref oo — "o

Grel At (roo + 7m10) Too 10

2
ref Too — 710

= g 8.11
g ! At TooT10 ( )
Durch Einsetzen ergibt sich
Too — 710
”/ext = /Q gr’ef rzef m dV . (812)

B
Die Potentialanderung im Schwerefeld im Zeitschritt ergibt sich aus der Differenz der
Werte zwischen der Ausgangs- und Endlage zu

W, = /Q (G910 T10 — Goo - Poo) dV
B
_ 2 ego r 660 r .
= GrefTrey | 0 = - (€l9T10) — — - (€go700) | dV mit (8.2)
o T00
B
1 1
= grefrfef/@( — ——) dV
10 oo
B
oo — T'10
= g,,efrfef/g dV
oo 10
B
= W = We ! (8.13)

Es sei abschliefend festgestellt, dal dieser Nachweis nur mittels der vorgeschlagenen
Annahme fiir die Beschleunigung g.,, gelingt; fiir eine Formulierung mit der Mittel-
punktsregel gemaf

2
rre Tos5

g = 80 = 8(ros) = gy =L — (8.14)
Tos Tos

ist Energieerhaltung im Zeitschritt nicht gegeben.

134



8.4. BETRACHTUNG DER ERHALTUNGSSATZE

8.4.2 Drehimpulserhaltung um das Gravitationszentrum

In einem Gravitationsfeld mufs der Drehimpuls um das Zentrum erhalten bleiben, wenn
keine anderen eingeprigten Krafte angreifen. Dies ist identisch mit der Forderung,
dal der Kraftstof, also das Zeitintegral der Anziehungskraft im Zeitschritt infolge der
Gravitationskraft durch das Gravitationszentrum gehen mufs. Daher mufs die Forderung

t1o
/ /r(r) X904, dVdr =20 (8.15)
tog B

erfiilllt sein. Die Zeitkoordinate im Zeitschritt sei 7. Da die Geschwindigkeit als Folge
des gewidhlten Zeitintegrationsverfahrens im Zeitschritt konstant ist, ergibt sich der
Vektor v(7) gemék Bild 8.2 im Zeitschritt zu

T—too

7(T) =700 — (Poo — T10) - (8.16)

th - tOO

Position am Zeitschrittbeginn (¢go)

Zentrum 7

Position am Zeitschrittende (¢10)

Bild 8.2: Vektor »(7)

Fiir das Integral im Zeitschritt folgt

t10

(roo +7r10) - (8.17)

T‘(T) dr = At Tos mit Tos =

[N

too

Mit der im Zeitschritt konstanten Gravitationsbeschleunigung kann die Forderung nach
Drehimpulserhaltung um das Gravitationszentrum (8.15) zu

t10

/ / r(r)dr xog,, dV =0 (8.18)

B 100

umgeformt werden. Mit (8.17) folgt

At/’f‘og, X0 Gem dV =0 . (819)
B
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Gleichung (8.19) ist offensichtlich erfiillt, da ro5 (8.17) und g.,, (8.7) parallel sind.

Mit der Annahme von gos entsprechend (8.14) ist die Drehimpulserhaltung auch fiir
die Mittelpunktsregel

At/’f‘og, X 0 Gos dV =0 (820)
B

aufgrund der Parallelitat von g, und 75 gegeben.

8.5 Diskretisierung im Raum

Werden Verschiebungsansatze verwendet, so gilt mit den Formfunktionen im Element
N, = [Isx3 N1, ..., Isxs Npen| geméh (5.42) und den diskreten Verschiebungen der Ele-

mentknoten d. fiir die Verschiebungen im Element
du. = N.id. . (8.21)

Hiermit ergibt sich aus der duferen Arbeit das Residuum der Volumenkrifte f, fiir ein
Element zu

f.-éd. = /ggm(r)-éu6 dv

Be

= /g Nlg..(r) dV-éd. (8.22)

Be

mit g,,, geméak (8.7) und r gemak (8.3).
Im folgenden werden verschiedene Moglichkeiten der Auswertung von (8.22) diskutiert.

8.5.1 Auswertung von (8.22) mittels GauBlintegration

Auswertung von (8.22) mittels einer Gaubintegration an den rdumlichen Integrati-
onspunkten fithrt auf die numerische Integration einer gebrochen rationalen Funk-
tion mit Polynomgrad 2 im Zahler und 3 im Nenner. (8.22) kann daher mit einer
Gaufs-Integration niedriger Ordnung nicht exakt berechnet werden. Mit einer 2-Punkt-
Integration kann nur ein Polynom der 3. Ordnung exakt integriert werden. Dies er-
scheint als Néherung fiir die Verteilung der Anziehungskraft im Element allerdings
als ausreichend, da beziiglich der Gravitationskrafte in realistischen Fillen ohnehin
nur mit kleinen Gradienten zu rechnen ist. Es folgt die Linearisierung beziiglich der
Verschiebungen im ortsfesten Koordinatensystem am Zeitschrittende .
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Aus (8.7) folgt mit e, = Too T 10 g r2 = TooT10

Too + T10
eem
Agem = A ( Gref rzef r2 ) ’
1 1 A(rgo + r10) Too + P10
2
- re A em 5 ’
Jref Tref tl (7“00 10 )] eem + re [ Too + T10 A(roo + 710) )3
2 €em 1 AT10 1 (S,
vef Toop {— Ariqg + — —M — — Ar 8.23
Iref ! { oo T3 10 r2 . Too + 1o rZ, Too+ Tio o} | )

wobei sich die Linearisierung des Abstandsvektor geméf
A’Plo = A(XZ - X - ulo) = —Au (824)

durch diejenige der globalen Verschiebungen ausdriicken léft. Einige Umformungen
fiihren auf die zusétzlich erforderliche Linerisierung

ATlO = —@ -Au = —€10 Au . (825)
o0
Dies fithrt mit auf C, = m aufl
2 €em elTo T
Agem = Greys rref { 2 + 07’[ _131’3 + €em €19 ] }A’U, . (826)
Too T1o

Fingesetzt in (8.22) und Au = N, Ad. beachtet folgt der Anteil auf die Elementstei-
figkeitsmatrix fiir einen flexiblen Koérper infolge Gravitation zu:

o=J[oN! KGN, dV (8.27)
Be
mit |
K, = Gref rzef [ ( 2 + CT’) €em 6?0 - G I3l’3] : (828)
Too T1o

Aufgrund des ersten Terms in der Klammer ist K;; und somit auch K;l unsymime-
trisch.

Werden Starrkorper verwendet, so ist die rdumliche Verteilung der Anziehungskréfte
zu beriicksichtigen. Hierdurch ergibt sich fiir den Massenmittelpunkt nicht nur eine re-
sultierende Anziehungskraft, sondern auch ein resultierendes Moment, mit dessen Hilfe
die Ausrichtung des Koérpers im Schwerefeld ermittelt werden kann.

Masse, Massentragheitstensor und Massenmittelpunkt der Starrkérper werden auch
hier unter Verwendung der Geometrieansatzfunktionen der den Starrkérper aufbauen-
den Volumenelemente ermittelt. Diese Ansatzfunktionen werden in (8.22) als Verschie-
bungsansatzfunktionen zur Berechnung der Anziehungskrafte verwendet. Entsprechend
der vorherigen Kapitel miissen daher die Anziehungskréfte wieder iiber Zwangsbedin-
gungen von den Elementknoten dieser Volumenelemente auf den Massenmittelpunkt
des zugehorigen Starrkorpers transformiert werden. Entsprechendes gilt natiirlich auch
fiir die Elementsteifigkeitsmatrix.
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Die Vorteile der Nutzung einer Gauftintegration sind:

- Verfahren besitzt sehr hohe Genauigkeit.

Die Nachteile sind:

- Hoher Rechenaufwand, da Integration auf Elementebene erforderlich.

- Relativ grofier Rechenaufwand bei der Verwendung von Starrkérpern, da aus
der Linearisierung der Gravitationskrifte vollbesetzte "Elementsteifigkeits-
matrizen’ auf die sechs Freiheitsgrade der Starrkorper transformiert werden
milssen.

8.5.2 Auswertung von (8.22) mittels Gauliintegration mit in-
terpoliertem Verlauf von g_,, im Element

Anstatt g,,, mittels einer Gaubintegration auszuwerten, werden die Werte an den Ele-
mentknoten fiir eine lokale Interpolation mittels der Elementansatzfunktionen genutzt.

gem = Ne gem 5“ = N6 5d6 (8-29)

im Element interpoliert. Dies fithrt analog zur konsistenten Elementmassenmatrix M*
auf

f.-od. = /ggem(r)-csu dv

Be

= /QNSNS dv g, -éd.

B.
= MFg,  -dd. . (8.30)

Die Auswertung ist mit 2-Punkt-Gaulintegration bei rechtwinkligen Volumenelemen-
ten exakt. Die Annahme einer linearen Verteilung der Gravitationsbeschleunigung im
Element ist allerdings eine weitere Naherung, da sich die Gravitationsbeschleunigung
quadratisch mit dem Abstand zum Gravitationszentrum &ndert. Der Einflufs dieses
Fehlers ist jedoch (bei feiner Diskretisierung) vernachlassigbar.

Es folgt die Linearisierung.

Mit (8.30) fithrt die Linearisierung der schwachen Form auf
ASIl = M* Ag,, -déd . (8.31)

Analog zur Linearisierung im vorherigen Kapitel wird nun an den Elementknoten li-
nearisiert. Fiir den Knoten 1 ergibt sich:

1

+C7) eimeiOT — Ol |Ad

Agi =  Gref Tfef [(

F
0010

= K, Ad . (8.32)
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Hiermit folgt die Flementsteifigkeitsmatrix fiir ein Element mit nen Knoten

K], 033 ... Os.

) . 03,5 Kj, ... 0,3
K = M; ‘ o ‘ . (8.33)

03953 03953 K?Qen

Fiir Flexible Elemente empfiehlt sich folgendes Vorgehen.

Bei dieser Art der Integration ist eine Auswertung auf Elementebene nicht empfehlens-
wert, da die konsistenten Elementmassenmatrix (M*) nur durch erneute Integration
ermittelt werden kann. Da die konsistente Massenmatrix jedoch iiblicherweise auf glo-
baler Ebene gespeichert wird, sollte folgendermaken vorgegangen werden. Der Steifig-
keitsanteil fiir Knoten Zeile i, Spalte j ergibt sich zu

K75 =M" K|, . (8.34)

Fiir Starrkérper, aufgebaut aus Volumenelementen sollte folgendermafen vorgegangen
werden.

Bei der Verwendung von Starrkoérpern ist eine Berechnung der Anziehungskréfte auf
globaler Ebene normalerweise nicht méglich, da fiir Knoten der den Starrkérpern auf-
bauenden Volumenelemente keine Massenanteile gespeichert werden kénnen; sie haben
im globalen System keine Freiheitsgrade. Die Transformation auf die Starrkorperfrei-
heitsgrade mufs daher auf Elementebene erfolgen.

Die Vorteile der Interpolation mit Hilfe der Werte an den Element-
knoten sind:

- Bei Auswertung mit Hilfe der globalen konsistenten Massenmatrix ist nur
eine einmalige numerische Integration (fiir M*) erforderlich, jedoch sind
sehr umfangreiche Multiplikationen notwendig.

Die Nachteile sind:
- Geringere Genauigkeit als Vorgehen aus Kapitel 8.5.1 wegen falscher Inter-
polation von g, im Element.

- Bei Ermittlung der Anziehungskrifte auf Elementebene (z.B. fiir Starrkor-
perelemente) ist der Aufwand vergleichbar mit der Auswertung von g.,, mit
einer Gaulintegration gemal Kapitel 8.5.1.
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8.5.3 Integration von (8.22) mittels Auswertung an den Ele-
mentknoten

Eine weitere Moglichkeit der Auswertung von von (8.22) ergibt sich durch numeri-
sche Integration derart, daf die Elementknoten als Stiitzstellen gewédhlt werden. Unter
Verwendung der diagonalisierten Elementmassenmatrix M’ ergibt sich hiermit

/ggem(r)-&ue dv = M. g, -éd. . (8.35)

Be

Ausgehend von der Knotenmasse m' von Knoten 7 erzeugt die Linearisierung (8.32)
zusdtzliche Anteile

K'ss=m'K|, (8.36)

fiir die Steifigkeitsmatrix fiir Knoten ¢. Der Rechenaufwand wird gegeniiber den beiden
vorgenannten Verfahren mit diesem Vorgehen sowohl auf globaler als auch auf Elemen-
tebene erheblich reduziert. Bei diesem Vorgehen wird die Massenverteilung im Element
falsch interpoliert. Fiir diese Massenverteilung werden jedoch die korrekten Werte der
Anziehungskraft bestimmt. Auch hier gilt, dafl der Fehler bei feiner Diskretisierung
vernachlassigbar ist.

Die Vorteile der Auswertung an den Elementknoten mit diagonalisier-
ter Massenmatrix sind:

- Bei globaler Auswertung nur einmalige numerische Integration (fiir M)
erforderlich; keine sehr umfangreichen Multiplikationen mehr.

- Bei Ermittlung der Anziehungskrifte auf Elementebene (z.B. fiir Starrkor-
perelemente) muf nur noch eine Transformation je Elementknoten vorge-
nommen werden.

Die Nachteile sind:

- Geringere Genauigkeit als Vorgehen aus Kapitel 8.5.1 wegen falscher Inter-
polation der Massenverteilung im Element.
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8.5.4 Zusammenfassung

Obgleich grundsatzlich ein konservatives Problem vorliegt, fiir das sich eine symmetri-
sche effektive Steifigkeitsmatrix ergeben miifite (siehe SCHWEIZERHOF, RAMM [74] und
BUFLER [17]), fithrt die spezielle Wahl der gemittelten Gravitationsbeschleunigung fiir
die Energie-Impuls-Methode fiir alle genannten Diskretisierungen zu unsymmetrischen,
sogenannten Laststeifigkeitsmatrizen. Dies ist ein typischer Effekt des von SIMO ET.AL.
vorgeschlagenen Verfahrens. Im Falle von physikalisch realistischen Gravitationsfeldern
und im Verhéltnis zur Umlaufzeit nicht zu grofsen Zeitschrittweiten sind allerdings diese
zusitzlichen unsymmetrischen Terme sehr klein und kénnen im allgemeinen vernach-
lassigt werden.

Die Starrkérper werden zur Erfassung der Gravitation analog der FE-Methode raumlich
iiber Einzelelemente diskretisiert. In einer Vorberechnung werden dann mit Nutzung
dieser Diskretisierung die Gesamtmassenmatrix, der Massenmittelpunkt und der Trag-
heitstensor fiir die Referenzkonfiguration des Starrkérpers ermittelt. Es empfiehlt sich
diesen Punkt auch als Bezugspunkt fiir die Verschiebungs- und Rotationsfreiheitsgrade
des Starrkoérpers zu wéahlen.

Zur Ermittlung der Lage des Starrkérpers im Schwerefeld sind nicht nur Betrag und
Richtung der resultierenden Anziehungskraft von Bedeutung, sondern auch ihre Wir-
kungslinie, die i.a. nicht durch den Massenmittelpunkt verlauft. Daher mufl zur Erfas-
sung des korrekten Finflusses der Gravitation eine Integration iiber das Volumen in
der aktuellen Konfiguration durchgefiihrt werden.

Die aus der rdumlichen Diskretisierung des Starrkérpers berechneten Knotenkréfte wer-
den dann iiber Kopplungsbedingungen auf die 6 Freiheitsgrade im Massenmittelpunkt
transformiert. Entsprechend sind die Lastanteile der effektiven Steifigkeitsmatrix auf
die Starrkorperfreiheitsgrade zu transformieren.
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8.6 Beispiele

8.6.1 Beispiel: Punktmasse auf Kreisbahn - Phasenfehler

Im folgenden wird der Einfluft der Zeitschrittweite auf die numerische Losung eines
sehr einfachen Beispiels untersucht. Betrachtet wird die Bewegung einer Punktmasse
auf einer ebenen Kreisbahn mit den Vorgaben fiir Masse m, Umlaufzeit T' und Radius r
geméak Bild 8.3. Fiir die Keplerbewegung sind die Geschwindigkeit und die erforderliche

m=1kg
z
Voo r=10m

Bild 8.3: Punktmasse auf Kreisbahn: System und Vorgaben

Gravitationsbeschleunigung

2 2
v="=06282" g="=39102"
r s r s
bekannt. Die Masse bewegt sich in der x-z-Ebene. Die Anfangsbedingungen fiir die
Position X der Masse, des Schwerezentrums X ; sowie des Geschwindigkeitsvektors

Vo lauten

0 ~10 0
X=|0 Xz=1] 0 Vo= 0
0 0 —0.62832

In Bild 8.4 ist die Berechnung eines Umlaufs (bis 7' = 100 s) fiir zwei unterschiedliche

Zeitschrittweiten At = 0.25 s und At = 20.0 s zu sehen. Fiir die kleine Zeitschrittweite
sind die Ergebnisse beziiglich der Phase schon sehr zufriedenstellend. Die Position nach
T =100 s weicht nur in der Grokenordnung 1072 m von der Sollposition ab.
Bei steigender Zeitschrittweite liegen die Positionen zu den Zeitschrittgrenzen weiterhin
auf der Kreishahn. Dies ist aufgrund des Nachweises der Energieerhaltung im Zeitschritt
geméal Kapitel 8.4.1 zu erwarten. Es entsteht jedoch ein Fehler beziiglich der Position
der Masse auf der Kreisbahn in Umlaufrichtung. Dies entspricht einem Phasenfehler
(siehe Bild 8.5). Die maximalen Amplituden fiir die Zeitschrittweite At = 10s wer-
den nicht genau abgebildet, da hier aufgrund der grofsen Zeitschrittweite zu wenige
Funktionswerte berechnet werden.

Der vorliegende Fehler ist mit der geradlinigen Approximation der Bewegung im Zeit-
schritt zu erklaren. Er soll im folgenden quantifiziert werden. Es geniigt hierzu den
ersten Zeitschritt nach dem Start zu betrachten. Da aufgrund der Energieerhaltung
der Geschwindigkeitsvektor zu jedem Zeitschrittende mit sehr hoher Genauigkeit be-
rechnet wird, ist der Fehler in jedem Zeitschritt gleich grof.
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[m]

Verschiebung z-Richtung

T T T

-25 -20 -15 -10 -5 0 5

Verschiebung x-Richtung [m]

Bild 8.4: Punktmasse auf Kreisbahn: Verschiebung der Punktmasse

ul

[m]

1
[S2}

Verschiebung x-Richtung
1 1
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” o

-20
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Bild 8.5: Punktmasse auf Kreisbahn: Phasenfehler infolge der Zeitdiskretisierung

Durch Elimination der Beschleunigungen aus den Grundgleichungen des Zeitintegrati-
onsverfahrens ergibt sich

. 1 . .
U190 = Upo + At U0 + 5 At ( U109 — ’ll,()o) . (837)

Die schwache Form (8.6) liefert sofort
w1o — oo
At
wobei sich auf der Kreisbahn (8.7) zu

= m gem Y (838)

2
Tref Too T Tio

Gern = Gres 12 9 (839)

gt €em
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vereinfacht. Da die Bewegung der Masse auf einer Kreisbahn stattfindet, wird der
Betrag des Startvektors fiir die Geschwindigkeit durch

2
m ug

O —m g (8.40)

vorgegeben. Er bleibt wahrend der numerischen Rechnung konstant.
Der Betrag der Geschwindigkeit 1afkt sich mittels der korrekten Umlaufzeit T}, aus-

driicken:
2rT

Tsoll

Riickwértseinsetzen der Gleichungen von (8.41) bis (8.37) liefert mit Aw = w19 — wqo

(8.41)

Upo =

Au=~v2rmey, + YV 2rnie., ., (8.42)
wobei
AL .. _@ o _ Too+ Tio
= Tsoll ’ woo uOO ’ o 2r
00
Zentrum 7
¥
eem % SO
' Y21 T ey,

T10 Au

],

72 271 T o
Bild 8.6: Punktmasse auf Kreishahn: Darstellung von Au

In Bild 8.6 ist zu erkennen, dass

Au?=[2r sin(g) 2 (8.43)
gilt. Dies fiithrt auf
A 2
2 = cos(g)2 =1- 4:2 : (8.44)
Einsetzen liefert mit Anwendung des Satzes von Pythagoras auf (8.43) (siehe Bild 8.6):
Au?
A 2 — 4 2 2 2 4 2 4 _4 1 —
U reyt w4+ Attt ( 3 ),
Au 2~

e L — (8.45)

r V14272

Der Fehler beziiglich % je Zeitschritt At betragt
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Fehler
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Bild 8.7: Punktmasse auf Kreisbahn: Darstellung von (%)SO” — (%)m als Funktion
von vy = % gemaf (8.46)

2 ym
= (349)

Der Verlauf von (8.46) ist im Bild 8.7 dargestellt. Im Bereich kleiner Zeitschrittweiten
nimmt der Fehler mit dritter Ordnung ab. Diese Abnahme zeigt sich in den Bildern
8.4 und 8.5 bei Verkleinerung der Zeitschrittweite.

(8%) o1 = (5%)ist = 2 sin(7)

8.6.2 Beispiel: Punktmasse auf elliptischer Umlaufbahn - Rich-
tungsfehler

Zur Untersuchung weiterer Eigenschaften des Integrationsverfahrens wird das Beispiel
etwas modifiziert. Die tangentiale Anfangsgeschwindigkeit V wird reduziert. Dann
bewegt sich die Masse auf einer elliptischen Umlaufbahn mit den Vorgaben gemafs
Bild 8.8. Die Werte fiir den Radius 7., und die Gravitationsbeschleunigung g(rmqz)
werden aus dem Beispiel: 'Punktmasse auf Kreisbahn’ ibernommen. In den folgenden
Herleitungen spielt 7,4, als Radius der zugeordneten Kreisbahn (Kreisbahn mit dem
Radius des maximalen Abstandes zwischen Korper und Gravitationszentrum) weiterhin
eine Rolle.

Durch das Verringern der Startgeschwindigkeit wird aus dem Startpunkt das Apogé-
um (maximaler Abstand zwischen Masse und Gravitationszentrum, somit geringste
Geschwindigkeit auf der Umlaufbahn). Unter Zuhilfenahme der Kepler’schen Gesetze
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2m Tmae = 10m

G (Pmae) = 3.9478 107 4
Perigaum ‘ "
vo = 0.36276 =

Zentrum

%0 T = 46.4758 s

Soll-Umlaufbahn

Bild 8.8: Punktmasse auf elliptischer Bahn: Vorgaben

wird von BOHRMANN [16] die Gleichung

Vape = Vpy[2 — — = 0.36276... — (8.47)
a S

fiir die Geschwindigkeit im Apogdum hergeleitet, wobei vy die Geschwindigkeit auf
der zugeordneten Kreisbahn (Beispiel 1), r den Radius dieser Kreisbahn und « den
grofen Ellipsenhalbmesser darstellt. Analog berechnet sich die Geschwindigkeit im
Perigdum (minimaler Abstand zum Gravitationszentrum) zu v, = 1.81380..

Der kleine FEllipsenhalbmesser kann mit Hilfe der Lage der Brennpunkte und des
grofen Halbmessers zu b = 4.4721...m berechnet werden.

T T T
B e e e

Lage in z-Richtung [m]
o

I I I

L L
-25 -20 -15 -10 -5 0 5
Lage in x-Richtung [m]

Bild 8.9: Punktmasse auf elliptischer Bahn: Numerisch berechnete Bahn (At = 0.05s)
mit zugeordneter Kreishahn.

Aus dem dritten Kepler’schen Gesetz (siehe z.B. STUMPFF [84] oder GUTHMANN [38])
lakt sich mit einigen Umformungen die Umlaufzeit
4a3m?

To= [y = 64T (8.48)
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gewinnen. Fiir kleiner werdende Zeitschrittweiten streben die, mit der vorgeschlage-
nen Formulierung ermittelten Werte fiir Geschwindigkeit und Ort des Perigdums, die
Umlaufzeit T sowie den kleinen Halbmesser b gegen die mittels der Kepler’schen Glei-
chungen ermittelten Zahlenwerte. Auch fiir dieses Beispiel soll der Einflult der Zeit-

T I
10 f-dt = .
dt =
E
s | i
o
&
3
D
K
O
4 ol |
N
2
pai
©
o 5T T
o
|
T e e T I .
-25 -20 -15 -10 -5 0 5

Lage in x-Richtung [m]

Bild 8.10: Punktmasse auf elliptischer Bahn: Numerisch berechnete Bahn mit den
Zeitschrittweiten At = 1.0s und At = 3.0s

schrittweite auf die Rechenergebnisse untersucht werden. Hierzu wird zunéchst eine
Kontrollrechnung mit sehr kleiner Zeitschrittweite (At = 0.05s) durchgefiihrt. Die
Bahnkurve ist in Bild 8.9 dargestellt. Die Geschwindigkeit im Perigdum ergibt sich
in der numerischen Berechnung zu vpe,; = 1.81377...7%. Das ist sehr nahe dem oben
angegebenen analytischen Wert.

1

[N]

dt=0.05s

dt=3.00g =sesssess

Betrag der Anziehungskraft

Zeit [s]

Bild 8.11: Punktmasse auf elliptischer Bahn: Verlauf des Betrages der Anziehungs-
kraft fiir verschiedene Zeitschrittweiten.

Die numerische Berechnung dieses Systems mit dem vorgestellten Energie-Impuls Zei-
tintegrationsverfahren zeigt, dal Energieerhaltung zwar unabhingig vom Zeitschritt
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vorhanden ist, aber zeitschrittweitenabhangig sowohl ein Phasenfehler (Approximati-
onsfehler der Umlaufzeit) als auch ein Richtungsfehler auftritt. Fiir zwei unterschied-
liche, relativ grof gewéhlte Zeitschrittweiten sind die jeweils ermittelten Bahnen ex-
emplarisch in Abbildung 8.10 dargestellt. Es sind erhebliche Abweichungen von der in
Abbildung 8.9 gezeigten korrekten Losung zu bemerken. Die Energieerhaltung bleibt
davon unberiihrt; sie fithrt allerdings dazu, daf der umschliekende Kreis mit Radius
T = Tpae um das Schwerezentrum in jedem Umlauf berithrt wird.

Im vorliegenden Zeitintegrationsverfahren wird die im Zeitschritt konstant angenom-
mene Gravitationsbeschleunigung aus der jeweiligen Position der Masse an den Zeit-
schrittgrenzen ermittelt. Durch dieses Vorgehen entstehen zwangslaufig in Bereichen
starker Gradienten d.h in der Ndhe des Zentrums Interpolationsfehler, die dadurch
verstarkt werden, dafk sich der Satellit im Bereich des Perigdums besonders schnell be-
wegt. Zu ihrer Diskussion wird der zeitliche Verlauf der Anziehungskrifte betrachtet

40

35
5 [
— 30 dt=0.05s
0 dt=1.00s =— :f 4
o dt=3.00g wmwemem é L
a 25 e

-

3 :"
5
a 20 .i_i______....- *
m ¥
% 15 o

10 e
EB] el
Lqﬁj gJJ

5 o
C

0 50 100 150 200 250
Zeit [s]

Bild 8.12: Punktmasse auf elliptischer Bahn: Verlauf des Betrages des Impulses aus
der Anziehungskraft fiir verschiedene Zeitschrittweiten.

(Bild 8.11). Die Approximation der Gravitationsbeschleunigung im Bereich des Pe-
rigdums fithrt auf zu kleine Anziehungskrafte. Die Zeitintegration iiber diese Kréfte
(Bild 8.12) verdeutlicht, dak der Fehler nur im Bereich des Perigdums auftritt, in den
iibrigen Bereichen verlaufen die Kurven parallel.

Der wesentliche Vorteil des vorgestellten Verfahrens im Vergleich mit z.B. der implizi-
ten Mittelpunktsregel ist aber die Erfiillung der Energieerhaltung. Zum Vergleich wird
daher auch der zeitliche Verlauf der Gesamtenergie fiir eine konstante Zeitschrittweite
iiber einen langeren Zeitraum betrachtet. Hierbei muf auch die potentielle Energie der
Punktmasse im Schwerefeld beriicksichtigt werden.

In Abbildung 8.13 ist deutlich erkennbar, daf der Verlauf der Gesamtenergie bei Zei-
tintegration mit der Mittelpunktsregel Oszillationen aufweist. Bei Berechnung mit der
Energie-Impuls-Methode dagegen ist die Energieerhaltung exakt erfiillt.
Erwartungsgeméf zeigen sich fiir den Vektor des Impulses und des Drehimpulses bei
Nutzung beider Verfahren keine Verletzungen der Erhaltungssétze.
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Mittelpunktsregel - :
Energie-Impuls Methode mmmnmn

"0 2000 2000 5000 5000 10000
Bild 8.13: Punktmasse auf elliptischer Bahn: Verlauf der Gesamtenergie der Punkt-
masse fiir At = 0.25s mit der Energie-Impuls-Methode und der Mittel-
punktsregel.

8.6.3 Beispiel: Stabsatellit auf Kreisbahn um die Erde

Im folgenden Beispiel wird die Umlaufbahn eines Starrkérpers im Schwerefeld der Erde
mit verschiedenen Anfangsbedingungen untersucht. Die Gravitationskréfte fiir das dis-
kretisierte Kontinuum werden in der numerischen Berechnung mittels Auswertung an
den Integrationspunkten gemiR Kapitel 8.5.1 gewonnen. Da die Anderung des Poten-
tialfeldes innerhalb der betrachteten Struktur sehr gering ist, sind die Laststeifigkeit-
sterme aus der Linearisierung sehr klein. Die Erfahrung zeigt, daft auf ihre Berechnung
ohne merkliche Auswirkungen auf die Konvergenz der Iteration innerhalb des Newton-
Raphson-Verfahrens verzichtet werden kann. Dies fiihrt zu erheblicher Reduzierung des
Aufwandes.

Da bei der Berechnung von Satelliten in Schwerefeldern deren Form und Ausrichtung
beziiglich des Erdmittelpunktes von Bedeutung ist, diirfen die Anziehungskréfte jetzt
nicht als im Massenmittelpunkt wirkende Krafte betrachtet werden, sondern die Ver-
teilung fiir das Kontinuum muf korrekt beriicksichtigt werden.

Das Erdschwerefeld wird radialsymmetrisch angenommen. Im Abstand von r..; =
6370 km (Erdoberfliche) betrage die Gravitationsbeschleunigung g..;, = 9.8100 .
Der Satellit bewege sich in einer Kreisbahn in 400 km Hoéhe iiber der Erdoberflé-
che. Als Geometrie des Stabsatelliten wird ein Quaderelement mit den Abmessungen
20m / 0.2m / 0.2m zugrunde gelegt. Fiir die Bewegung des Satelliten ist seine als
konstant vorausgesetzte Dichte ohne Bedeutung.

Zur Bestimmung der Umlaufzeit auf der Kreisbahn, wird Gleichgewicht zwischen dem
Betrag der Tragheits- und Anziehungskraft formuliert. Dies liefert

2
/@U—dV = /@sng (8.49)
B

r
B
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mit o, v, g, r als Dichte, Geschwindigkeit, Gravitationsbeschleunigung und Abstand zum
Schwerezentrum fiir jeden Punkt des Satelliten. Fiir eine Ausrichtung des Satelliten, bei
der eine Hauptachse auf das Schwerezentrum zeigt 1aft sich Gleichung (8.49) entwickeln

zu , ,
Mygre rre
9 I M Pnin + Tmaz ) = [refTref , (8.50)

2 .
T Tmin "max

wobei m die Masse des Satelliten ist. Hieraus folgt

272
T = - 5 min max min ' maz - 8.51
\/grefrZef (r o ) ' ' ( )

Im folgenden werden zwei partikuldre Bewegungen des Stabsatelliten untersucht. Zu-
néchst folgt Berechnung der Bahn des Satelliten fiir die (stabile) Speichenstellung und
anschliefend die Berechnung der Bahn fiir die (instabile) Pfeilstellung.

8.6.3.1 Stabsatellit in Speichenstellung

Erdmittelpunkt Satellit

+ = e
6770 km 2.0m

s : .

Bild 8.14: Satellit in Speichenstellung

Der Satellit sei geméf Bild 8.14 mit der Langsachse zum Schwerezentrum ausgerichtet.
Bei Kenntnis der Umlaufzeit aus (8.51) konnen die Anfangsbedingungen fiir jeden
Punkt des Satelliten angegeben werden. Beziiglich des Massenmittelpunktes lauten
diese

2rsmop 2m T

— =10.0, —, 0. . .52
Die Vorgabe der Winkelgeschwindigkeit fiihrt dazu, daf die Langsachse des Satelliten
gemif Bild 8.15 immer auf den Erdmittelpunkt zeigt. Da diese Position stabil ist,
sollte sie in der numerischen Simulation fiir alle Umlédufe erhalten bleiben. Dies wurde
in einer Langzeitberechnung fiir den 1. Fall mit einer Zeitschrittweite von At = 10s

fiir ca. 1000 Umdrehungen (bis 7' = 5.600.000,0 s) bestétigt.

1. Fall: v =10.0, 0.0, —

Bei kleinen Storungen erzeugen die groheren Anziehungskréfte in Erdndhe ein Moment,
das einer Stérung immer entgegenwirkt. Dies gilt auch fiir Stérungen infolge numeri-
scher Fehler aus dem Berechnungsverfahren. Da Energieerhaltung erfiillt ist, wird sich
infolge einer kleinen Stérung eine Pendelbewegung um die ideale Speichenstellung ein-
stellen.

Eine solche Stérung ist z.B. durch die Startbedingung fiir die Starrkérpergeschwindig-
keit (Translations- und Rotationsgeschwindigkeit) beziiglich des Massenmittelpunktes
durch
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Bild 8.15: Orientierung des Satelliten bei Start in Speichenstellung mit Drall
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Bild 8.16: Orientierung des Satelliten bei Start in Speichenstellung ohne Drall

2r57r]
T

gegeben, wenn als Anfangslage + = y = 2z = 0 angenommen wird. Die Anfangssto-

2. Fall v =10.0, 0.0, =[0.0, 0.0, 0.0]7 (8.53)

rung beziiglich der Winkelgeschwindigkeit fithrt zuerst zu einem Ausweichen aus der
Speichenstellung. Das dabei entstehende Moment aus der Wirkung des Zentralkraftfel-
des erzeugt dann eine Rotationsbeschleunigung des Satelliten um die y-Achse. Dieses
Moment ist jeweils derart orientiert, das sich der Satellit zur idealen Speichenstellung
hin ausrichtet. Hierdurch entsteht eine harmonische Pendelbewegung um diese Posi-
tion. Die Positionen und Ausrichtungen des Satelliten fiir den ersten Umlauf sind in
Abbildung 8.16 abgebildet. Der Zeitverlauf des Drehwinkels in Abbildung 8.17 zeigt
die sich einstellende Pendelbewegung fiir die ersten 5 Umlédufe. Die exakte numerische
Abbildung der gleichbleibenden Amplitude der Pendelbewegung folgt aus der Energie-
erhaltung der vorgeschlagenen Formulierung.
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Bild 8.17: Differenzwinkel zwischen der Lage in Speichenstellung und der Lage des
Satelliten

Mit diesem Beispiel wird verdeutlicht, daf zur genauen Erfassung der Bewegung von
starren und deformierbaren Kérpern in Schwerefeldern die Form des Korpers beachtet
werden muf, da die Erfassung der rdumlichen Verteilung der Anziehungskrifte von
Bedeutung ist.

8.6.3.2 Stabsatellit in Pfeilstellung

Erdmittelpunkt p
+ Sk

Satellit

.

Bild 8.18: Ausrichtung des Satelliten in Pfeilstellung

6770 km

.

In diesem Beispiel ist die Léngsachse des Satelliten gemél Bild 8.18 tangential zur
Kreisbahn ausgerichtet. Auch hier soll der zeitliche Verlauf der Satellitenbewegung
fiir dieselben Anfangsbedingungen wie vorher beziiglich des Massenmittelpunktes des
Satelliten untersucht werden.

Anfangsbedingungen 1. Fall geméf (8.52) mit Drall

Die sich zunéchst einstellende Bewegung des Satelliten ist fiir den ersten Umlauf in
Bild 8.19 dargestellt. Fiir diese Anfangsbedingungen bleibt offenbar die Position des
Satelliten beziiglich der Verbindungslinie zum Gravitationszentrum erhalten.
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Bild 8.19: Orientierung des Satelliten bei Start in Pfeilstellung mit Drall

Bild 8.20 zeigt den zeitlichen Verlauf des Winkels zwischen der Léngsachse des Satel-
liten und des Vektors vom Massenmittelpunkt des Satelliten zum Gravitationszentrum
fiir die ersten 15 Umlaufe. Erkennbar ist, daf der Satellit nach einiger Zeit seine Positi-
on beziiglich der Erde um 180 Grad dndert. Nach einiger Zeit pendelt er wieder zuriick.
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Bild 8.20: Zeitverlauf des Winkels zwischen Satellitenldngsachse und Richtung der
Gravitation

Dies 1afst sich folgendermafen erkléren:

Die vorgegebene Position in Pfeilstellung ist instabil und wird infolge kleiner Stérun-
gen verlassen, da eine kleine Anderung des Winkels zur Erde durch das Moment infolge
der entfernungsabhéngigen Gravitationskrafte verstarkt wird. Der periodische Zeitver-
lauf mit unverdnderlichen Amplituden des Winkels zwischen Satellitenlangsachse und
Richtung der Gravitation geméf Bild 8.20 1kt darauf schliefien, dass die Stérung die
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zum Verlassen der instabilen Lage fiihrt, nicht permanent einwirkt. Rundungsfehler
kommen daher nicht in Betracht. Es ist davon auszugehen, dass hier eine einmali-
ge Storung durch die Anfangsbedingungen vorliegt, beispielsweise infolge Vorgaben
mit endlicher Genauigkeit beziiglich der translatorischen und rotatorischen Anfangsge-
schwindigkeiten. Dieser Fehler fithrt zu einem allmahlichen Abweichen von der idealen
Pfeilstellung, die schlieklich nach ca. 1.8 Umdrehungen zu einer plétzlichen Winkel-
anderung um (fast!) 180.0 Grad fiihrt. Da kein Durchschlagen eintritt, beginnt jetzt
eine entsprechende Drehung in die andere Richtung. Dieser Vorgang setzt sich fort und
fiihrt zum dargestellten Verlauf in Bild 8.20.
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Bild 8.21: Orientierung des Satelliten bei Start in Pfeilstellung ohne Drall fiir den
ersten Umlauf.

Anfangsbedingungen 2. Fall gemaf (8.53) ohne Drall

Diese Startbedingung kann wiederum als Vorgabe einer grofen Anfangsstérung analog
dem Vorgehen in Kapitel 8.6.3.1 angesehen werden. Die Bewegung des Satelliten im
ersten Umlauf ist in Bild 8.21 dargestellt. Aus den Anfangsbedingungen resultiert eine
Drehung des Satelliten gegen die Umlaufrichtung um die Erde. Die Winkelgeschwindig-
keit des Satelliten ist nicht konstant, sondern zeigt periodische Anderungen, da das aus
der Gravitation resultierende Moment von der Position zur Erde abhéngig ist. Dieser
Effekt wird in Bild 8.22 an der Abweichung des dargestellten Winkels vom linearen
Verlauf deutlich.
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Bild 8.22: Zeitverlauf des Winkels zwischen Satellitenldngsachse und Richtung der
Gravitation. Die vertikalen Spriinge um 360° resultieren aus der Darstellung

des Winkels (Die Positionen bei +180° und —180° sind identisch).
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Kapitel 9

Zusammenfassung und Ausblick

Das wesentliche Ziel der vorliegenden Abhandlung liegt in der Bereitstellung effizienter
3D-Starrkorperformulierungen, die in der {iblichen Form eines Strukturelementes fiir
statische und transiente Berechnungen in Kombination mit der Methode der Finiten
Elemente verwendet werden kénnen. Die Kinematik der Starrkérper wird iiber die 3
Translationen und 3 Rotationen fiir den Schwerpunkt eingefiihrt. Die Geometrie des
Starrkorpers, sowie bei transienten Berechnungen dessen Masse, Schwerpunkt und Mas-
sentragheitstensor werden aus den Geometrieansatzfunktionen der FE-Diskretisierung
ermittelt.

Besonderer Wert wird auf eine méoglichst effiziente Beschreibung der Kopplung zwi-
schen den starren und flexiblen Strukturbereichen gelegt. Fiir die spezielle Problematik
der Beschreibung isolierter (nicht miteinander gekoppelter) starrer Strukturbereiche,
die mit flexiblen Bereichen gekoppelt sind, erweist sich die Transformation auf Mini-
malkoordinaten (auch Master Slave Konzept genannt) als effizienteste Methode zur
Darstellung der Kopplung. Sie fithrt im Vergleich mit der Methode der Lagrange Mul-
tiplikatoren, dem Penalty-Verfahren und dem Augmented-Lagrange-Verfahren auf das
Gleichungssystem mit der giinstigsten Konditionierung und der geringsten Anzahl von
Unbekannten. Dem steht ein erhéhter Aufwand an Transformationen gegeniiber, der
jedoch fiir isolierte Starrkorper relativ gering bleibt.

Die Zeitintegration wird mittels der von Simo et.al. entwickelten Energie-Impuls-
Methode durchgefiihrt. Mit ihr steht ein implizites Zeitintegrationsverfahren mit voll-
standiger Energie-, Impuls- und Drehimpulserhaltung zur Berechnung starrer und fle-
xibler Strukturen mit transienter Belastung zur Verfiigung. Es stellt eine spezielle Form
der impliziten Mittelpunktsregel dar, bei der die Symplektizitdt zugunsten der Energie-
erhaltung im Zeitschritt aufgegeben wird. Dies dient der Verbesserung der numerischen
Stabilitat des Verfahrens. Ein wesentlicher Nachteil des Verfahrens ist neben der kom-
plizierten Implementierung und des zusédtzlichen Berechnungsaufwandes zur Mittelung
der Elementspannungen, der Verlust der Symmetrie der effektiven Steifigkeitsmatrix
fiir konservative Probleme. Die Linearisierung fithrt jedoch unabhéngig davon fiir die
gewdhlte Parametrisierung der Starrkérperverdrehungen auf unsymmetrische effektive
Steifigkeitsmatrizen fiir die Starrkérper. Die zusdtzliche Unsymmetrie aus der Wahl des
Zeitintegrationsverfahrens bedeutet daher fiir die in dieser Arbeit dargestellte Proble-
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matik keinen zusatzlichen Berechnungsaufwand.

Die Erfiilllung der mechanischen Erhaltungssatze im Zeitschritt fiir Starrkorper, flexi-
ble Kérper und deren Kopplung auf Basis der Transformation auf Minimalkoordinaten
wird in der Arbeit nachgewiesen. Speziell der Nachweis der Energieerhaltung fiir die
Kopplung fithrt auf die Notwendigkeit die inkrementellen Rotationen mittels skalierter
Rotationsvektoren zu beschreiben.

Als Ausblick erscheinen zusitzliche Uberlegungen hinsichtlich der Symmetrisierbarkeit
der globalen Steifigkeitsmatrizen sowohl beziiglich des Zeitintegrationsverfahrens als
auch im Hinblick auf die Beschreibung grofier Rotationen vielversprechend zur Steige-
rung der Effizienz der dargestellten Vorgehensweise.

In der Abhandlung wird ein Verfahren zur automatischen Erkennung von Bereichen
in flexiblen Strukturen entwickelt, die aufgrund ihres mechanischen Verhaltens in der
nachfolgenden Berechnung ndherungsweise wie Starrkérper behandelt werden kénnen.
Hierzu werden die flexiblen Strukturbereiche mittels eines verzerrungsratenbasierten
Kriteriums iiber einen definierten Zeitraum analysiert. Sind die Verzerrungsraten eines
Strukturbereiches im betrachteten Zeitraum hinreichend klein, so wird er fiir die fol-
gende Berechnung starrgesetzt. Hierbei ist die Erfiillung der mechanischen Erhaltungs-
satze beim Modellwechsel von besonderer Bedeutung. Es wird eine Vorgehensweise
vorgeschlagen, mit der Impuls- und Drehimpulserhaltung fiir das Gesamtsystem erfiillt
werden konnen. Da die Verzerrungen der flexiblen Bereiche, die starr gesetzt werden
sollen, im allgemeinen nicht Null sind (das Kriterium ermittelt Bereiche mit kleinen
Verzerrungsanderungen, die Verzerrungen miissen jedoch nicht klein sein), wird die
Energieerhaltung beim Starrsetzen nur erfiillt, wenn die Verzerrungsenergie im Starr-
korper ’gespeichert” wird. Wird der Starrkoérper in der Folge wieder in einen flexiblen
Bereich umgewandelt, so ist hiermit unter bestimmten Voraussetzungen FEnergieerhal-
tung im Gesamtprozef aus beiden Modellwechseln erreichbar.

Das Verfahren ist allerdings nicht dazu geeignet die Zulassigkeit der Reduktion der
Kinematik auf diejenige eines Starrkérpers nach dem Starrsetzen eines flexiblen Struk-
turbereiches zu {iberpriifen. Nur das vollstandig flexible Modell besitzt Giiltigkeit fiir
allgemeine Anderungen der Einwirkungen. Da fiir den Starrkérper keine Beanspru-
chungen berechnet werden koénnen, verliert das Modell seine Allgemeingiiltigkeit. Die
Folgen einer Anderung der Einwirkungen sind im vorhinein nicht mehr abschitzbar.
In diesem Fall miissen zuvor starr gesetzte Bereiche wieder in flexible Bereiche umge-
wandelt werden.

Als Ausblick fiir dieses Kapitel wire denkbar, die Giiltigkeit der Annahme eines star-
ren Bereiches mittels der auf ihn einwirkenden Kopplungskrafte zu iiberpriifen. Zur
Bestimmung von Verzerrungsanderungen miifste jedoch die Wirkung dieser Krifte auf
einen flexiblen Ersatzkorper in einer zusétzlichen transienten Berechnung untersucht
werden. Dieser kénnte eine vereinfachte Kinematik aufweisen, wie dies beispielsweise
bei sogenannten Pseudo Rigid Bodies (siehe z.B. ZIENKIEWICZ UND TAYLOR [90] oder
SOLBERG UND PAPADOPOULOS [81]) oder mit einem vereinfachten Feder-Masse Mo-
dell der Fall ist. Der numerische Aufwand dieser zusdtzlichen Untersuchung sollte ge-
ring sein, da sonst die Bildung starrer Bereiche keine Effizienzsteigerung mehr erzeugt.
Desweiteren ist der Fehler aus der Vernachlassigung der Wechselwirkung zwischen den
Ersatzkorpern und den flexiblen Strukturbereichen besonders zu beachten.
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KAPITEL 9. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

Ein weiterer Schwerpunkt der Abhandlung ist die Formulierung der korrekten algorith-
mischen Erfassung der eingepréigten Krafte auf eine Struktur infolge eines Zentralkraft-
feldes. Hierfiir wird ein Zeitintegrationsverfahren bendtigt, welches die mechanischen
Erhaltungssatze im Zeitschritt exakt erfiillt. Zur Zeitintegration werden die Energie-
Impuls-Methode und die implizite Mittelpunktsregel diskutiert. Dabei wird die hierfiir
notwendige Abbildung des Zentralkraftfeldes fiir aus starren und flexiblen Kérpern
aufgebaute Kontinua gezeigt. Es sei allerdings bemerkt, daft dabei trotz der Erfiillung
der mechanischen Erhaltungssiatze im Zeitschritt - wie iiblich - die Wahl zu grofer
Zeitschritte zu erheblichen Phasenfehlern und insbesondere auch zu Richtungsfehlern
fithren kann.

In den numerischen Beispielen werden Starrkorper betrachtet, da eine wesentliche Aus-
wirkung der Deformationen flexibler Kérper auf die durch das Schwerefeld auf den Kor-
per einwirkenden Kréfte nur bei extrem grofen Verzerrungen bzw. bei groker Nihe der
Kérper zum Schwerezentrum zu erwarten ist. Da aulerdem die numerische Berechnung
flexibler Strukturen die Verwendung relativ kleiner Zeitschrittweiten erfordert und da-
mit hohen numerischen Aufwand zur Folge hat, erscheint es oft empfehlenswert, bei
Systemen mit schwacher Interaktion den Einflufs des Schwerefeldes durch Betrachtung
der Systeme als Starrkérper zu ermitteln.

Das vorgestellte Verfahren wird wegen der unsymmetrischen Systemmatrizen bei Sy-
stemen mit einer grofen Zahl von Unbekannten numerisch aufwendig. Daher empfiehlt
es sich, die Zahl der Freiheitsgrade mittels Beschreibung der Koérper als starre Kon-
tinua klein zu halten. Die Formulierung zeichnet sich aufgrund ihrer hohen numeri-
schen Stabilitdt besonders fiir Langzeitsimulationen aus, wie sie bei Untersuchungen
im Schwerefeld oft von Interesse sind.

Ein Ausblick wére die Frweiterung auf die Berechnung der Bewegung von Kérpern
in beliebigen Kraftfeldern, die ihrerseits aus einer raumlichen Diskretisierung des er-
zeugenden (Himmels-)kérpers ermittelt werden. Derart kénnte auch die gegenseitige
Beeinflutung von Himmelskérpern ndherungsweise untersucht werden.
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