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Kurzfassung

Sogenannte Volumen-Schalenelemente enthalten analog zu Kontinuumselementen und
im Gegensatz zu Schalenelementen, die auf klassischen Schalentheorien basieren,
auch die Maoglichkeit einer Dehnung in Dickenrichtung und besitzen ausschliefllich
Verschiebungsfreiheitsgrade. Allerdings muss fiir einen effizienten Einsatz der 3D-
Schalenelemente zwischen dem Verhalten in Dickenrichtung und in der Schalenfliche
unterschieden werden. Dadurch konnen auf Elementebene sowohl in Dickenrichtung
als auch in der Schalenfliche gezielt unterschiedliche Modifikationen zur Vermeidung
spezifischer Versteifungseffekte eingefiihrt werden. Damit erhalten die Elemente auch
einen schalentypischen Charakter, d.h. grofle Abmessungen in Flichenrichtung auch
bei geringer Dicke.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit werden quaderférmige Volumen-Schalenelemente
mit linearer Ansatzordnung fiir die Geometrie- und Verschiebungsinterpolation und
dementsprechend zwei Knoten in Dickenrichtung vorgestellt. In der Schalenfliche wer-
den bilineare (vier Knoten) und alternativ biquadratische Ansétze (neun Knoten) ver-
wendet. Eine Diskussion der Vor- und Nachteile dieser beiden Elementtypen erfolgt
anhand numerischer Beispiele. Zur Vermeidung diverser Versteifungseffekte werden ge-
eignete Methoden wie Unterintegration und gemischte FE-Formulierungen eingesetzt,
die zu weitgehend versteifungsfreien Elementformulierungen fiihren. Die eingesetzten
Elementmodifikationen konnen insbesondere bei homogenen Beanspruchungszustéinden
zu kiinstlichen Elementkinematiken fiihren. Deshalb liegt ein weiterer Schwerpunkt der
Arbeit in der Untersuchung dieser sogenannten numerischen Instabilititen. Als effizien-
te Stabilisierungsmafinahme wird schliellich eine Vorgehensweise vorgestellt, die letzt-
endlich, bei kritischen Beanspruchungszustinden, die Riickfiihrung der modifizierten
Elementformulierung auf die reine Verschiebungsformulierung beinhaltet. Ausfiihrliche
Tests der unterschiedlichen vorgestellten Elementvarianten erfolgen mit Hilfe umfang-
reicher Beispielberechnungen.

Ein weiterer Schwerpunkt der Arbeit ist der Verwendung der Volumen-Schalenelemente
fiir Spezialfille wie die Simulation von Blechumformprozessen gewidmet. Dafiir wer-
den geeignete Kontaktformulierungen benétigt, die den Kontakt zwischen den Blechen
und den starren Umformwerkzeugen beschreiben. In der vorliegenden Arbeit werden
Kontaktalgorithmen, die auf dem Penalty bzw. dem Augmented Lagrange Verfahren
basieren, eingesetzt und weiterentwickelt. Die Beschreibung der Geometrie der Kon-
taktflichen erfolgt auf der sogenannten ’Slave’-Seite mit Hilfe von Kontaktsegmenten,
die den Oberflichen der Schalenelemente entsprechen. Die Geometrie der Kontakt-
flaichen auf der sogenannten 'Master’-Seite, den Oberflichen der starren Werkzeuge,
wird durch analytische Formfunktionen definiert. Dies ermdglicht eine effiziente Be-
schreibung einfacher Kontaktgeometrien.

Zusétzlich zum Umformen von Vollblechen liegt ein spezielles Augenmerk auf dem Um-
formen mehrschichtiger geklebter Verbundbleche. Zur Beschreibung der mehrschichti-
gen Bleche mit deutlich unterschiedlichem Materialverhalten der Schichten erfolgt eine
Diskretisierung mit mehreren Elementen in Dickenrichtung. In einigen numerischen
Beispielen wird das Umformen von sowohl Vollblechen als auch geklebter Verbundble-
che untersucht. Anschlielend an die Simulation des Umformprozesses werden die Ei-
genfrequenzen der umgeformten Bleche unter Einbeziehung der Vorgeschichte mit den
Eigenfrequenzen von Blechen derselben Geometrie aber ohne Vorgeschichte verglichen.
Es zeigt sich, dass in einigen Fillen die Vorgeschichte unbedingt zu beriicksichtigen ist.



Abstract

With so-called 3D-shell-elements a continuum-like modeling of a shell structure is per-
formed contrary to classical shell elements where no straining in the thickness direction
is taken into account. The 3D-shell-elements have in analogy to continuum elements
only displacement degrees of freedom. For efficient use of the 3D-elements for shell
problems we have to distinguish between the surface and the thickness direction. Thus
the strain components in surface and thickness direction can be treated differently to
reduce the shell specific locking phenomena. Then the elements get their shell speci-
fic character, resp. large dimensions in surface direction even for very small thickness
values.

Within this contribution hexahedral 3D-shell-elements are presented. In thickness direc-
tion a linear approximation for geometry and displacement interpolation is presumed,
thus the elements have two nodal points in thickness direction. In the shell surface
direction bilinear shape functions (four node elements) and alternatively biquadratic
shape functions (nine node elements) are used. To reduce locking effects appropria-
te methods like underintegration and mixed FE-methods are used and finally almost
locking free element formulations are presented. The introduced element modificati-
ons can lead to artificial element kinematics for homogenous stress states. Therefore
an additional focus is on the discussion of these so-called numerical instabilities. As
an efficient stabilization finally a procedure is suggested which reduces the modified
element formulation to a pure displacement formulation in the cases when artificial
kinematics are encountered. The suggested element versions are tested with different
numerical examples and the advantages and disadvantages of the different element
types are discussed.

Another main focus of this contribution is on special applications for the 3D-shell-
elements like the numerical simulation of sheet metal forming processes. For this kind
of application appropriate contact formulations are necessary to describe the contact
between the work pieces and the rigid forming tools. Contact algorithms based on
the penalty and the Augmented Lagrangian method have been taken and developed
further. The geometry discretization of the contact surfaces on the so-called ’slave’-side
is performed by contact segments which are geometrically identical to the upper and
lower surfaces of the shell structure discretized by the 3D-shell-elements. The surfaces
of the rigid tools on the so-called 'master’-side are defined by analytical form functions.
This enables an efficient description of simple contact geometries.

In addition to the forming simulation of massive sheet metals also multilayered pasted
composite sheets are treated. The kinematical description of the multilayered sheets
with clearly different materials in each layer is done by discretizing the structure with
more than one element in thickness direction. In the numerical examples forming simu-
lations for massive sheet metals as well as for the composite sheets are shown. Finally
the eigenfrequencies of the formed blanks considering the forming history are compu-
ted. The results are compared with the eigenfrequencies of a geometrically identical
blank for which the forming history is not taken into account. It can be shown, that in
some cases the consideration of the forming history is very important.
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Einleitung

Die Verwendung Finiter-Element-Methoden erfolgt fiir eine Vielzahl von Berechnungs-
aufgaben im Bereich des Ingenieurwesens. Insbesondere gibt es fiir FE-Berechnungen
mit Schalenelementen vielfiltige Einsatzbereiche fiir strukturelle Probleme, sowohl im
Bauingenieurwesen als auch im Maschinenbau. Ein Uberblick iiber die géingigen Scha-
lenmodelle, die im Rahmen von FE-Berechnungen eingesetzt werden, wird in [46] gege-
ben. Die Behandlung von strukturellen Problemen unter der Beriicksichtigung grofier
Deformationen und nichtlinearen Materialverhaltens erfordert den Einsatz nichtlinea-
rer Finite-Element-Formulierungen. Allgemeine Beschreibungen nichtlinearer Finite-
Element-Methoden sind z.B. in den Biichern von Bathe [3], Zienkiewicz/Taylor [87, 88],
Belytschko [7] und Wriggers [80] zu finden.

Im allgemeinen werden nach dem sogenannten Degenerationskonzept [27] [18] [43] ent-
wickelte Schalenelemente eingesetzt, die auf klassischen Schalentheorien [51] [85] basie-
ren. Diese erweisen sich fiir die meisten Schalenprobleme als sehr effizient und einfach in
der Handhabung. Die Anwendungsmoglichkeiten dieser Elemente sind allerdings durch
das Nichtvorhandensein einer Dickenausdehnung und den Einsatz von Rotationsfrei-
heitsgraden beschriankt. So ist bedingt durch die Rotationsfreiheitsgrade eine spezielle
Formulierung der Materialgesetze notwendig; allgemein formulierte nichtlineare 3D-
Materialgesetze, die insbesondere bei Problemen mit groflen Deformationen benétigt
werden, kénnen nicht ohne weiteres eingesetzt werden. Die Erfassung der Dickenéinde-
rung und der Dickenspannung ist ebenfalls nicht moglich, was z.B. bei der Simulation
von Blechumformproblemen eine Rolle spielt. Auflerdem kann eine Schalenstruktur bei
Verwendung der klassischen Schalenelemente nicht mit mehreren Elementen {iber die
Dicke diskretisiert werden, was fiir geschichtete Schalen mit unterschiedlichen Materia-
leigenschaften der einzelnen Schichten von Interesse ist. Auch Kontaktrandbedingungen
kénnen nur nidherungsweise eingebracht werden, da nur die Mittelfliche diskretisiert
wird, und die Geometrie der eigentlichen Schalenoberfliche nicht erfasst wird. In man-
chen Fillen wird auch eine Kombination mit auf Verschiebungsfreiheitsgraden basieren-
den Kontinuumselementen erforderlich, auch dies ist nicht ohne weiteres, iiblicherweise
nur durch den Einsatz spezieller Ubergangselemente moglich.

Abhilfe versprechen hier sogenannte Volumen-Schalenelemente, die in Anlehnung an
die Arbeiten von Hauptmann [37, 39, 38] in dieser Arbeit durchgiingig als 'Solid-
Shell” Elemente bezeichnet werden. Erste Entwicklungen in dieser Richtung sind in
[55] [64] [67] enthalten. Einen umfassenden Uberblick iiber aktuelle Entwicklungen
wird in [76] gegeben. Bei den ’Solid-Shells’ handelt es sich um Kontinuumselemen-
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te, die ausschliefilich Verschiebungsfreiheitsgrade verwenden. Es erfolgt also nicht nur
eine 2D-Diskretisierung einer Schalenstruktur in Form der Vernetzung der Schalen-
mittelfliche, sondern es erfolgt eine Betrachtung des gesamten Kontinuums d.h. es
wird eine vollstdndige 3D-Diskretisierung durchgefiihrt. Dabei wird allerdings inner-
halb des Volumen-Schalenelementes klar unterschieden zwischen der Dickenrichtung
und der Schalenfliche; es erfolgt also eine spezielle Ausrichtung des Elementes, wo-
mit ermdoglicht wird, dass auf Elementebene sowohl in Dickenrichtung als auch in der
Schalenfliche gezielt unterschiedliche Modifikationen durchgefiihrt bzw. unterschied-
liche Ansatzordnungen eingesetzt werden koénnen. Dadurch erhalten die ’Solid-Shell’
Elemente ihren schalentypischen Charakter.

Daraus ergibt sich der erste Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit: die Entwicklung von
Volumen-Schalenelementen fiir Probleme grofler Deformationen nach dem sogenann-
ten 'Solid-Shell’ Konzept. Der Schwerpunkt bei der Elemententwicklung liegt dabei
auf Hexaederelementen mit bilinearen und alternativ mit biquadratischen Ansitzen in
der Schalenfliche. Aulerdem werden gezielte Modifikationen der Verzerrungsanteile auf
Elementebene zur Vermeidung diverser Versteifungseffekte eingesetzt. Hier handelt es
sich zum einen um Verfahren, die eine Erweiterung der sich aus der Verschiebungsinter-
polation ergebenden Verzerrungsansitze ermoglichen, sogenannte gemischte Element-
formulierungen, insbesondere die EAS-Methode (enhanced assumed strain method).
Zum anderen werden Verfahren eingesetzt, die die Ansatzordnung der Verzerrungsan-
teile kiinstlich reduzieren, z.B. reduzierte Integration oder die ANS-Methode (assumed
natural strain method). Somit entsteht eine Vielzahl von Elementvarianten, die in nu-
merischen Vergleichsberechnungen getestet und einander gegeniibergestellt werden.

Schliefllich wird auch das Problem kiinstlicher Kinematiken, das Auftreten sogenannter
Null-Energie-Moden, diskutiert. Die numerischen Instabilitdten sind eine unmittelba-
re Folge der eben genannten Modifikationen zur Vermeidung der Versteifungseffekte.
Es kann allerdings auch festgestellt werden, dass solche numerischen Instabilitdten aus-
schliefflich bei Beanspruchungszustinden auftreten, die versteifungsfrei sind und fiir die
somit genannten Modifikationen nicht erforderlich sind. Deshalb bietet sich als einfache
Losung dieser Problematik an, entsprechende Beanspruchungszustinde zu identifizieren
und die iiberfliissigen Elementmodifikationsalgorithmen abzuschalten. Eine solch ein-
fache Vorgehensweise wird ebenfalls vorgestellt und deren Funktionsfihigkeit anhand
einfacher Beispiele demonstriert.

Der zweite Schwerpunkt der Arbeit liegt auf geeigneten Kontaktformulierungen, die auf
aktuellen Publikationen zur numerischen Kontaktmechanik wie [48] [81] basieren. Die
Einfiihrung von Kontaktrandbedingungen soll es erméglichen, die entwickelten "Solid-
Shell” Elemente zur Simulation von Umformprozessen von einschichtigen Blechen und
auch geklebten Verbundblechen einzusetzen. Zur Kontaktiiberpriifung werden Geome-
trieinformationen der Strukturoberflichen benétigt, weshalb sich die "Solid-Shell” Ele-
mente aufgrund ihrer 3D-Geometrieeigenschaften besonders gut fiir eine Verwendung
bei Kontaktproblemen eignen. Fiir die zu untersuchenden Problemstellungen geniigt ei-
ne Beschrinkung auf unilateralen Kontakt, d.h. es wird nicht der gegenseitige Kontakt
der Schalenstruktur untersucht, vielmehr wird der Kontakt gegen starre Kontaktflichen
betrachtet. Die Modellierung der Kontaktflachen erfolgt durch zusammengesetzte Ein-
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zelflichen, deren Geometrie durch Formfunktionen exakt beschrieben werden kann.
Diese Vorgehensweise hat den Vorteil hoher Effizienz; die Modellierung beliebiger Kon-
taktflichen ist damit allerdings kaum maoglich.

Zur Uberpriifung des Kontaktes werden spezielle Kontaktsegmente entwickelt, die in
ihrer Knotenzahl der Anzahl der Oberflichenknoten der verwendeten ’Solid-Shells’ ent-
sprechen. Es erfolgt somit eine Kontaktpriifung auf Elementebene und nicht knoten-
weise wie ansonsten oftmals iiblich. Die Abpriifung an diskreten Punkten kann an den
Elementknoten erfolgen, alternativ aber auch an den Integrationspunkten. Dabei kann
die Zahl der Integrationspunkte beliebig erh6ht werden, was bei bestimmten Geome-
trieeigenschaften der Kontaktflichen von Vorteil sein kann und zu besseren Ergebnissen
fithrt. Auch das Problem der erforderlichen unterschiedlichen Gewichtung der Knoten
bei Elementansitzen héherer Ordnung kann mit Hilfe der Ubergangselemente leicht
gelst werden.

Anhand einiger numerischer Beispiele werden die Kontaktformulierungen getestet, wo-
bei in erster Linie verschiedene Beispiele fiir das Blechumformen untersucht werden.
Die Méglichkeit einer Anwendung auch fiir das Umformen von Verbundblechen ergibt
sich aus der Moglichkeit mit den ’Solid-Shell” Elementen auch geschichtete Struktu-
ren zu diskretisieren. Es werden sowohl die beiden Deckbleche als auch die dazwischen
liegende Klebeschicht mit jeweils einem ’Solid-Shell’ {iber die Dicke diskretisiert. Dies
ermoglicht eine besonders wirklichkeitsnahe Simulation des Verhaltens der geklebten
Verbundbleche, die fiir viele Anwendungen eine bedeutende Rolle spielen, da sie z.B.
aufgrund ihrer Ddmpfungseigenschaften zu einer Verringerung der Schallemission bei-
tragen. Dementsprechend werden, um Riickschliisse auf das Schwingungsverhalten der
umgeformten Werkstiicke fiihren zu konnen, neben der Simulation der Umformprozesse
auch Eigenwertuntersuchungen durchgefiihrt.

Insgesamt ldsst sich die vorliegende Arbeit in drei Kapitel aufteilen:

Kapitel 1 befasst sich mit den wesentlichen Grundlagen fiir die im Rahmen die-
ser Arbeit entwickelten Finiten-’Solid-Shell’-Elemente. Dabei werden die notwen-
digen Grundlagen der Kontinuumsmechanik in Teil 1 und der Finiten-Element-
Methode in Teil 2 zusammengefasst. Auch die fiir die betrachteten nichtlinearen
Probleme erforderliche Linearisierung und Lésungsprozedur wird erldutert. In
Teil 3 wird auf das zugrundeliegende Funktional, sowie die theoretischen Grund-
lagen der zur Elementmodifikation angewendeten Verfahren der Unterintegration
und der gemischten Elementformulierungen niher eingegangen.

Kapitel 2 behandelt die Entwicklung von Volumen-Schalenelementen nach dem
sogenannten ’Solid-Shell” Konzept. Dabei wird in den Teilen 1&2 auf die Grund-
lagen wie Kinematik und Versteifungsproblematiken eingegangen, gefolgt von
der FE-Diskretisierung und einer Zusammenstellung simtlicher entwickelter Ele-
mentvarianten in Teil 3. In Teil 4 folgen einige numerische Vergleichsberechnun-
gen. Die Problematik numerischer Instabilitdten wird in Teil 5 diskutiert.

Kapitel 3 beschiftigt sich mit der Verwendung der 'Solid-Shells’ fiir unilaterale
Kontaktprobleme. In Teil 1 werden geeignete Kontaktsegmente fiir Normalkon-
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takt ohne Reibung entwickelt, wobei das Penalty und das Augmented Lagran-
ge Verfahren verwendet werden. Die entsprechenden numerischen Beispielrech-
nungen folgen in Teil 2. Durch eine Erginzung der Kontaktformulierung in Teil 3
konnen auch Reibungseinfliisse beriicksichtigt werden. Die numerische Untersu-
chung des Umformprozesses geklebter Verbundbleche folgt abschlielend in Teil 4
mit entsprechenden Beispielen.
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

In diesem Kapitel sollen die wesentlichen Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik,
die zur Entwicklung strukturmechanischer Finite-Element-Methoden benotigt werden,
zusammengestellt werden. Eine detaillierte Einfiihrung in die Grundlagen der Konti-
nuumsmechanik wird z.B. in [9] gegeben.

1.1.1 Die Kinematik

Die Lage eines materiellen Teilchens in der Ausgangslage (Zeitpunkt ¢ = 0), die auch
als Referenzkonfiguration bezeichnet wird, wird mit Hilfe eines Ortsvektors

X=[XVY 2" (1.1)

beschrieben, der sich auf ein raumfestes kartesisches Koordinatensystem (siche Abb.
1.1) bezieht. Die Verschiebung wu eines Teilchens wird in Lagrangschen Koordinaten

Abbildung 1.1: Verschiebung eines materiellen Teilchens im dreidimensionalen Raum
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dargestellt:
u=u(X,t) (1.2)

abhéngig vom Ortsvektor X des betrachteten materiellen Punktes in der Ausgangslage
und der Zeit ¢t. Dabei ist die Zeit ¢ hier nicht als reale Zeit zu verstehen. Es werden
vielmehr ausschliefilich statische Probleme betrachtet. Die Variable ¢ dient dazu, die in
Abstidnden At aufeinanderfolgenden Belastungszustinde zu identifizieren.

Die Lage eines Korperpunktes fiir den momentanen Verformungszustand (Momentan-
konfiguration) ldsst sich mit dem Ortsvektor X und dem Verschiebungsvektor u be-
schreiben als:

c=[ry2 =X+u(X,t). (1.3)

Zur Beschreibung der Deformation des Korpers wird ein Verzerrungsmaf in Form eines
Tensors zweiter Stufe:

oz 0X Ou

FX.)=5%=ox Tox

=1+ Gradu (1.4)

eingefiihrt, der als Deformationsgradient bezeichnet wird.

1.1.2 Das Gleichgewicht

Auf die Herleitung der Gleichgewichtsbedingung mit Hilfe des Impulssatzes soll an
dieser Stelle verzichtet werden. Mit dem Cauchy Spannungstensor P und dem Volu-
menkraftvektor pb (Dichte p und Gravitationsvektor b) ergibt sich die Gleichgewichts-
bedingung, die in jedem Punkt des Kontinuums erfiillt sein muss, als

div P+ pb =0 . (1.5)

Da ausschliefflich statische Probleme betrachtet werden, bleibt ein Triagheitsterm un-
beriicksichtigt. Der Cauchy Spannungstensor beschreibt den momentanen Spannungs-
zustand beziiglich der momentanen Konfiguration und ldsst sich somit als einziges
Spannungsmafl physikalisch als 'reale’ Spannungen interpretieren. Fiir eine Betrach-
tung beziiglich der Referenzkonfiguration wird das Cauchy Spannungsmafl durch den
ersten Piola-Kirchhoff Spannungstensor

T =detF F'P=2"F"'p (1.6)
p

ersetzt, der entsprechend den momentanen Spannungszustand beziiglich der Referenz-
konfiguration beschreibt. Die Gleichgewichtsbedingung (1.5) lésst sich dann schreiben
als

div (pﬁF T) +pb=0 (1.7)
0
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und mit (A.18) als
Div T+ pob =0 . (1.8)

Der erste Piola-Kirchhoff Spannungstensor ist im allgemeinen unsymmetrisch und wird
deshalb nochmals ersetzt durch den symmetrischen zweiten Piola-Kirchhoff Spannungs-
tensor

S=F'T. (1.9)

Wird (1.9) schlielich eingesetzt in (1.8), ldsst sich die Gleichgewichtsbedingung mit
Hilfe des zweiten Piola-Kirchhoff Spannungstensors darstellen als:

Div (F 8)+ pob=0 . (1.10)

Der Cauchy Spannungstensor ldsst sich bei Bedarf mit Hilfe des Deformationsgradien-
ten aus dem zweiten Piola-Kirchhoff Spannungstensor berechnen:

B 1
 detF

FSFT. (1.11)

Zusitzlich sind vorhandene statische Randbedingungen zu beriicksichtigen, d.h. gege-
ben ist eine Oberflichenlast ¢, auf einer Randfliche Ag, deren Orientierung in der
Referenzkonfiguration durch einen Normalenvektor ng beschrieben wird. Zur Formu-
lierung der Randbedingung beziiglich der Referenzkonfiguration wird wiederum der
erste bzw. zweite Piola-Kirchhoff Spannungstensor verwendet:

Tn():F S’n(]:t() (112)

auf der Randflache Ag.

1.1.3 Verzerrungen und Spannungen
Verzerrungs- und Spannungsmaf fiir Probleme grofler Deformationen

Ein zur Beschreibung geometrisch nichtlinearer Probleme geeignetes Verzerrungsmaf
ist der hier verwendete Green-Lagrange Verzerrungstensor E, der sich mit Hilfe des in
(1.4) dargestellten Deformationsgradienten F' berechnen lisst:

E=-(F'F-1I), (1.13)

N | —

mit dem Einheitstensor I, der sich mit der Metrik der unverformten Konfiguration als

G'Gi®Gj=G; G GI (1.14)
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darstellen ldsst. Als Spannungsmafl wird der zum Green-Lagrange Verzerrungstensor
energetisch konjugierte zweite Piola-Kirchhoff Spannungstensor

S =detF F7'P (F7")" | (1.15)

verwendet. Der zweite Piola Kirchhoff Spannungstensor ergibt sich mit Hilfe des De-
formationsgradienten F' und der Cauchy Spannungen P, die sich als einziges Span-
nungsmaf} als ’'wirkliche’ Spannungen, d.h. Kraft pro Fldcheneinheit in der aktuellen
Konfiguration, identifizieren lassen.

Konvektive Koordinaten

Die Schalengeometrie wird anhand eines globalen kartesischen Koordinatensystems mit
den orthonormalen Basisvektoren e; beschrieben. Dabei wird zwischen der unverform-
ten Konfiguration (Referenzkonfiguration) und der verformten Konfiguration (Momen-
tankonfiguration) unterschieden. Die Lage eines materiellen Punktes in der Referenz-
konfiguration wird durch den Ortsvektor X und in der Momentankonfiguration durch
den Ortsvektor x beschrieben.

Zur Beschreibung der Elementgeometrie wird ein lokales konvektives Koordinatensy-
stem verwendet. Fiir dieses krummlinige Koordinatensystem konnen fiir jeden Punkt
des Elementes die im Allgemeinen schiefwinkligen Basisvektoren angegeben werden.
Auflerdem ist zwischen kovarianten (Index unten) und kontravarianten (Index oben)
Basisvektoren zu unterscheiden, die {iber die Bedingung

G- -G =7’ (1.16)

zusammenhingen. Die kovarianten konvektiven Basisvektoren sind tangential zu den
krummlinigen natiirlichen Koordinaten im betrachteten Punkt und ergeben sich in der
unverformten Konfiguration als

0X
G; = 1.17
9% (1.17)
und in der verformten Konfiguration als
ox
= 1.18
9= 5¢ (1.18)

Zur Vereinfachung wird an dieser Stelle die Schreibweise & = &, & = n und & = (
eingefiihrt. Die Komponenten der kovarianten Basisvektoren konnen direkt aus der
Jacobi-Matrix der isoparametrischen Abbildung entnommen werden, in der die Vekto-
ren G; zeilenweise angeordnet sind:

oX 9Y 9Z G
9 9 0t 1
0X oY 0Z
J o on — (;2 — . (119)
oX 9Y 9Z
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Somit lasst sich (1.16) unter Verwendung der Jacobi-Matrix J und der Matrix der
kontravarianten Basisvektoren G*°™ wie folgt schreiben:

J Gkont'ra =71 ’ (120)

woraus sich dann die kontravarianten Basisvektoren berechnen lassen:

]
Gk:ont'ra _ [ Gl G2 G3 -| — J_lI — J_l , (121)

die somit in spaltenweiser Anordnung in der inversen Jacobi-Matrix zu finden sind.

Der Green-Lagrange Verzerrungstensor an einer kontravarianten Basis

Der Deformationsgradient in globalen kartesischen Koordinaten

8:52-

wird zur Darstellung des Green-Lagrange Verzerrungstensors an einer kontravarianten
Basis auf eine Basis g ® G' transformiert:

_ 9n

F
X,

(ei-g*) (e;-Gi) g ® G . (1.23)

Das Einsetzen der Basisvektoren und entsprechendes Umformen fithren dann auf fol-
gende Darstellung fiir den Deformationsgradienten:

F-goG (1.24)
bzw. den transponierten Deformationsgradienten
FlT=G'®g; . (1.25)

Durch Einsetzen von (1.24) und (1.25) in Glg. (1.13) und Darstellung des Einheitsten-
sors I mit der Metrik der unverformten Konfiguration (siehe Glg. (1.14)) ergibt sich
der Verzerrungstensor wie folgt:

E = ((Gi®gi) (gi®Gi)) — Gyj GeGI

—No |

= (95 -Gy GG

= B, GG, (1.26)
mit den kovarianten Komponenten E;;. Wird die Beziehung

ox 0X Ou ou
gi_a—&_8§i+8—§i_Gi+8—§i (1.27)

17



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

ausgenutzt, lassen sich die kovarianten Komponenten FE;; folgendermaflen darstellen:

1

E;; = §(gi'gj_Gi'Gj)
1 ou Ju Ju Ju
— Gi._+_.G.+_._>_ 1.28
2( og; o0& T 06 0 (1:29)

Auf die kovarianten Verzerrungskomponenten werden die spéter vorgestellten Modifi-
kationen mit Hilfe der ANS- und der EAS-Methode angewendet.

Spannungs- und Stofftensor an einer kovarianten Basis

Der zum Green-Lagrange Verzerrungstensor energetisch konjugierte zweite Piola-
Kirchhoff Spannungstensor S wird dann sinnvollerweise in einem entsprechenden ko-
varianten Basissystem dargestellt:

S=8"G;®G;. (1.29)

Die konvektiven Basisvektoren miissen dann bei der Auswertung des Potentials nicht
mehr beriicksichtigt werden. Dementsprechend wird auch der Stofftensor C' an einer
kovarianten Basis dargestellt:

C=0"G;2G;®G,®G . (1.30)

Somit lésst sich der Zusammenhang zwischen den kovarianten Komponenten des Ver-
zerrungstensors und den kontravarianten Komponenten des Spannungstensors darstel-
len als:

SY = CUME,, . (1.31)

Die kontravarianten Komponenten des Stofftensors C%* lassen sich aus den Kom-
ponenten ¢, des auf eine orthonormierte Basis e; bezogenen Stofftensors mit der
Transformationsvorschrift

CIM = (e - G*) (€n - GI) (€0- G*) (€p - GY) Crinop (1.32)

berechnen.

Anmerkung zur programmiertechnischen Umsetzung

Zu einer einfacheren programmiertechnischen Umsetzung bietet sich die Anordnung
der Komponenten des Verzerrungs- und des Spannungstensors in Spaltenmatrizen an.
Diese Anordnung ergibt sich aus dem zur Aufstellung der inneren Energie bené6tigten
inneren Produkt der Tensoren F und S, das dann formal als als Matrizenmultiplikation
dargestellt werden kann:

E-S=c"o=0"¢. (1.33)
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Daraus ergibt sich die folgende, insbesondere fiir die betrachteten 'Solid-Shell” Elemente
gewihlte, Anordnung der Komponenten in den Spaltenmatrizen € und o

g = [EH E22 2E12 E33 2E23 2E31 }T (134)

o = [511 Sgo Stz Szz Saz Ssi ]T- (1.35)

Die Komponenten des vierstufigen Materialtensors lassen sich in einer Matrix € an-
ordnen:

Cllll 01122 01112 01133 01123 01131
01122 02222 02212 02233 02223 02231
01112 02212 01212 01233 01223 01231
C= 01133 02233 01233 03333 03323 03331 ) (136)
01123 02223 01223 03323 02323 02331
01131 02231 01231 03331 02331 03131

wobei sich durch Ausnutzung der Symmetrieeigenschaften des Spannungs- und Verzer-
rungstensors

Cridkl — cridle — ikl — itk (1.37)
und der Vertauschbarkeit der Ableitungen

Criskl — (rklij (1.38)
die Anzahl der 81 Komponenten des Materialtensors auf 21 reduziert. Der in Glg. (1.31)
beschriebene Zusammenhang zwischen Spannungen und Verzerrungen ldsst sich somit
als Matrizenprodukt

oc=Ce (1.39)

darstellen.

1.1.4 Das Materialgesetz

Das Materialgesetz stellt den Zusammenhang zwischen Verzerrungen und Spannungen
S=CE (1.40)

her. Im linear elastisches Fall sind die Komponenten von C' konstant und lassen sich di-

rekt aus den Materialparametern berechnen. Im Fall der nichtlinearen Elastizitit bzw.

Elastoplastizitéit entspricht C' einem tangentiellen Stofftensor, der fiir jeden Iterations-
schritt innerhalb der nichtlinearen Losungsprozedur neu berechnet werden muss.
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Linear-elastisches orthotropes Material

Bei orthotropen Materialien handelt es sich um den Spezialfall eines anisotropen Ma-
terialgesetzes. Es wird hier unterschieden zwischen drei orthogonalen Materialrich-
tungen, die unterschiedliche Materialeigenschaften aufweisen. Zur Beschreibung des
linear-elastischen orthotropen Materials werden insgesamt neun unabhingige Para-
meter bendétigt. Es sind dies die E-Moduln FE4, E,, E53, die Querkontraktionszahlen
V19, Va1, Va3, V3o, 13, V31 und die Schubmoduln fi9, p103, f131, wobei die Querkontrakti-
onszahlen iiber die E-Moduln zusammenhéngen:

E,

Vo1 = El/lg =Ny V2 , (141)
E.

V39 = ﬁzl/%} = N9 Va3 , (142)
E

Vi3 = —31/31 = N3 V31 . (143)
Ey

Zur weiteren Vereinfachung der Darstellung des Materialtensors wird ein weiterer Pa-
rameter ny eingefiihrt:

2 2 2
ng = 1-— Ny Vig — Ng Vog — N3 V3 — 2 V19 V93 V37 . (144)

Somit ergibt sich der Materialtensor

[ (17”2V%3)E1 (vi2+nansvasvs ) Eq 0 (navsi+visvas)Eq 0 0 ]
N4 N4 T4
(171131/2 )E2 (v23t+ningvisvsi)E
T?ﬂ 0 23+M1 7::412 31) E2 0 0
¢ = faz 0 001 ()
symm. (1=m1 vfy) By 0 0
N4
poz 0
| M3t ]

der analog zu Glg. (1.36) als Matrix dargestellt wird.

Linear-elastisches isotropes Material
Ein Spezialfall des orthotropen Materials ist das isotrope linear-elastische Material-

gesetz. Hier sind die Materialeigenschaften in alle Richtungen gleich, und die Anzahl
unabhéngiger Materialparameter reduziert sich auf zwei, den E-Modul E und die Quer-
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kontraktionszahl v. Die Materialmatrix aus Glg. (1.45) stellt sich dann wie folgt dar:

A—2u A 0 A 0 0
A A—=2u 0 A 0 0
- 0 0 W 0 0 0
C = 1.46
A A 0 A—=2pu 0 0 ’ ( )
0 0 0 0 ks 0
| 0 0 0 0 0 Ksp |

mit den sogenannten Lamé-Konstanten A und u, die aus E-Modul und Querkontrakti-
onszahl berechnet werden:

Ev FE

A= - .
F=50 1)

A+ (1-20) (1.47)

Bei kg handelt es sich um den sogenannten Schubkorrekturfaktor. Aus der gewéhlten
Kinematik ergibt sich fiir die Querschubverzerrungen ein linearer Verlauf iiber die Scha-
lendicke. Gefordert wire aber zumindest ein quadratischer Verlauf, um die Spannungs-
randbedingungen fiir die Querschubspannungen zu erfiillen, die an der Schalenober-
und -unterseite gleich Null sein sollten. Um diese Abweichung im Verlauf der Quer-
schubverzerrungen auszugleichen, wird im Allgemeinen kg, = % vorgeschlagen.

Nichtlineare Materialgesetze

Fiir die in dieser Arbeit in erster Linie betrachteten grofien Deformationen werden im
Allgemeinen nichtlinear elastische und elastoplastische Materialgesetze bendtigt. Der
nichtlinear elastische Bereich wird durch eine Verzerrungsenergiefunktion W beschrie-
ben, deren zweite partielle Ableitung nach dem Green-Lagrangen Verzerrungstensor E
auf den vierstufige Materialtensor C fiihrt:

A
- OE?

Eine ausfiihrlichere Beschreibung der im Rahmen dieser Arbeit eingesetzten Materialal-
gorithmen ist in [25] bzw. in [40] zu finden. Es werden dabei ausschlieBlich dreidimen-
sionale Materialgesetze verwendet, die fiir die Volumen-Schalenelemente problemlos
eingesetzt werden konnen. Die benétigten zweiten Piola-Kirchhoff Spannungen o und
die Materialmatrix € werden in den in [25] beschriebenen Unterprogrammen erzeugt,
wobei die Berechnung aus dem zu iibergebenden Deformationsgradienten F' erfolgt.

e, (1.48)

Auch fiir elastoplastische Materialgesetze werden entsprechende Algorithmen in [25]
und [40] beschrieben. Dabei erfolgt eine Berechnung eines elastischen Pridiktors aus
der Verzerrungsenergiefunktion mit dem Deformationsgradienten F. Wird eine defi-
nierte Flielbedingung erfiillt, erfolgt die Berechnung eines entsprechenden plastischen
Korrektors. Aulerdem wird zur korrekten Erfassung der Belastungsgeschichte der De-
formationsgradient des vorigen Lastschrittes benétigt, d.h. der Deformationsgradient
muss an jedem Integrationspunkt und fiir jeden Iterationsschritt abgespeichert werden.
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Desweiteren ist fiir die zur Vermeidung der in Abschnitt 2.2.3 beschriebenen volu-
metrischen Versteifung eingesetzte selektiv reduzierte Integration der volumetrischen
Anteile eine Aufspaltung von Spannungs- und Stofftensor in die volumetrischen und
deviatorischen Anteile erforderlich. Die im Rahmen dieser Arbeit eingesetzten Materi-
algesetze lassen alle eine solche getrennte Berechnung der volumetrischen und deviato-
rischen Anteile zu. Es erfolgt also jeweils die Ubergabe eines deviatorischen Spannungs-
/Stofftensors und eines volumetrischen Spannungs-/Stofftensors.

Transformation des Stofftensors

Um die gewiinschten kontravarianten Komponenten der Materialmatrix ' zu erhalten
ist eine Transformation entsprechend Glg. (1.32) erforderlich. Diese Transformation
kann fiir die Matrixdarstellung vereinfacht mit Hilfe einer Transformationsmatrix T
dargestellt werden:

C = Tchj Tc ; (149)
mit
th 13, t11t12 12, t11t13 t12t13
t3, 12, to1ta2 12, to1l93 toato3
| 2titar 2tiatee tiitoe + tiatar 2tigles tiites + tistar tiatos + tistae
T.= 2 2 2 (1.50)
13 39 31132 133 t31t33 t39t33
2011t31 2t19t32 tiitse + tiatsr 2ti3tss tiitss + tistsr Lialss + Tislse
| 2601131 2t9otsn loitzs + lootsr 2ta3lsz tortss + taglsr lootss + tastss |

und den Koeffizienten
tie = €; - G | (1.51)

die aus den kontravarianten Basisvektoren G* und den orthonormierten Basisvekto-
ren e; des globalen kartesischen Koordinatensystems berechnet werden. Alternativ
kénnen auch die Basisvektoren €; eines lokalen kartesischen Koordinatensystems einge-
setzt werden, beispielsweise muss bei der Verwendung eines orthotropen Materials eine
Transformation auf ein lokales kartesisches Koordinatensystem durchgefiihrt werden,
das entsprechend der Materialrichtung des orthotropen Materials ausgerichtet ist.
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1.2 Grundlagen der Finite-Element-Methode

1.2.1 Die schwache Form des Gleichgewichts

Einen Zugang zu einer Finite-Element-Formulierung erhélt man iiber die sogenannte
schwache Form des Gleichgewichts. Dabei wird die Gleichgewichtsbedingung aus Glg.
(1.10) mit sogenannten Testfunktionen du multipliziert und anschliefflend iiber das
betrachtete Gebiet By beziiglich der Referenzkonfiguration integriert:

/5u (Div (F S) + pob) dV =0 . (1.52)

Bg

Die Testfunktionen du konnen als virtuelle Verschiebungen betrachtet werden, weshalb
(1.52) auch als das Prinzip der virtuellen Verschiebungen identifiziert werden kann.
Zulissig sind alle Funktionen, die die geometrischen Randbedingungen erfiillen. Die
Verwendung der Rechenregel (A.20) und des Gaussschen Integralsatzes (A.21) fiihrt
auf

/ (—F S -Grad du+ pob - du) dV + / (F 8)" 6u-ng dA=0. (1.53)
Bo 9Bo

Mit
Grad éu =0Gradu =6 (F —I)=0F (1.54)

ergibt sich bei Ausnutzung der Symmetrie von S

FS-(SF:S-cSFTF:S-%(6FTF+FT5F):
1

S50 (FTF)=5§- %5 (FTF—1I)=S-¢E. (1.55)

Werden schliefilich noch die Randspannungen entsprechend Glg. (1.12) eingesetzt, ldsst
sich die schwache Form als

G(u,du):/S-éE dV—/pgb-du dV—/tU-éudAzo (1.56)

Bo Bg 0By

darstellen. Wesentliche Eigenschaft der schwachen Form ist, dass Randbedingungen,
Kinematik und Materialgesetz exakt erfiillt werden, wiahrend die Gleichgewichtsbedin-
gung nur im integralen Mittel erfiillt wird.
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1.2.2 Das Prinzip vom stationidren Wert des Gesamtpotentials

Einen weiteren Zugang zu einer Finiten-Element-Formulierung bietet bei einer Be-
schriankung auf konservative Problemstellungen das Prinzip vom stationéiren Wert des
Gesamtpotentials. Das Gesamtpotential einer Struktur setzt sich aus dem inneren und
dufleren Potential zusammen:

H — Hint —|— He:L‘t , (157)

wobei sich das innere Potential I1;,; aus dem Green-Lagrange Verzerrungstensor E und
dem zweiten Piola-Kirchhoff Spannungstensor S berechnet:

1
M = 5/S-E v . (1.58)

Bo

Das duflere Potential I1.,; setzt sich aus den Arbeitsanteilen der Volumen- und Ober-
flichenkrifte zusammen:

Hext:—/pgbUdV—/t(]UdA (159)
Bo 8BO

Mit dem Prinzip vom stationdren Wert des Gesamtpotentials, das besagt, dass das Ge-
samtpotential eines konservativen mechanischen Systems im Hinblick auf eine virtuelle
Potentialdnderung einen stationdren Wert annimmt, folgt daraus das Variationspro-
blem

511 = /s SE dV + 611y =0 . (1.60)

By

Diese Darstellung entspricht der schwachen Form des Gleichgewichts (1.56).

1.2.3 Diskretisierung

Grundlage der Finite-Element-Methode ist die Diskretisierung einer Struktur bzw. ei-
nes Bereiches By mit Knoten und Elementen. Somit wird als Losung der Differential-
gleichung nicht mehr ein kontinuierliches Verschiebungsfeld u gesucht, sondern diskre-
te Verschiebungsvektoren dj, an diskreten Knoten mit den Ortsvektoren Xj. Mehrere
Knoten werden zu Teilgebieten, den sogenannten finiten Elementen, zusammengefasst.
Die Teilgebiete diirfen sich nicht iiberlappen. Alle Teilgebiete gemeinsam bilden nihe-
rungsweise das Gesamtgebiet ab.

Die schwache Form (1.56) ldsst sich nunmehr mit der im Allgemeinen notwendigen
Linearisierung in ein lineares Gleichungssystem iiberfithren. Somit kann aus mathema-
tischer Sicht sehr einfach eine Losung fiir das Problem bestimmt werden, wohingegen
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das Ermitteln einer geschlossenen Losung der Differentialgleichung im Allgemeinen
nicht moglich ist.

Um die Geometriedaten bzw. die Verschiebung eines beliebigen Punktes der Struktur
zu erfassen, ist eine Interpolation der diskreten Knotenwerte erforderlich. Diese Inter-
polation erfolgt auf der Ebene der finiten Elemente, wobei das sogenannte isoparametri-
sche Konzept angewendet wird, das die Verwendung derselben Interpolationsordnung
sowohl fiir die Geometrie- als auch fiir die Verschiebungsapproximation vorsieht. Wer-
den auf Elementebene Ansatzfunktionen NNV; und ein lokales Koordinatensystem (&, 7, ()
eingefiihrt, dann gilt bei n Knoten pro Element

Xe(é,n,¢) = ZN&nc (1.61)

fiir die Koordinaten X, bzw.

ue(€,7,¢) = ZN§n< (1.62)

fiir die Verschiebungen u, innerhalb eines Elemente in Abhéngigkeit von &, und (. Die
Ansatzfunktionen miissen der Voraussetzung geniigen, dass sie am Ort des zugehérigen
Knotens den Wert 1 annehmen, also N;(&, nx, () = 1 fiir £ = 4, bzw. den Wert 0 an
allen anderen Knoten, d.h. N;(&k, ng, () = 0 fiir k # 1.

Die schwache Form (1.56) in diskreter Schreibweise, d.h. das kontinuierliche Verschie-
bungsfeld wird durch den Ansatz mit dem Vektor d der diskreten Knotenverschiebun-
gen ersetzt, nimmt somit folgende Gestalt an:

G(d,0d) = 5d/s?,; odV—-ddf=0. (1.63)

Bo

Voraussetzung ist die Beschrinkung auf lineare Problemstellungen, die Linearisierung
fiir nichtlineare Probleme wird im folgenden Abschnitt erldutert. Die Volumen- und
Oberflachenlasten werden als diskrete Knotenlasten gemeinsam in einem Knotenlast-
vektor f angeordnet, € 4 ist die Ableitung des Verzerrungsvektors nach den diskreten
Knotenverschiebungen. Die Anwendung des Fundamentallemmas der Variationsrech-
nung, das besagt, dass (1.63) auch fiir dd # 0 gelten muss, fithrt auf das lineare
Gleichungssystem

/s?;, CeqdV d= ( /_Jl /BT CB dVe> d=Ff, (1.64)
i S )
K Ke

mit den entsprechend der Elementzahl nel Elementsteifigkeitsmatrizen K€, die durch
elementweises Integrieren berechnet werden und zu einer Gesamtsteifigkeitsmatrix K
zusammengefiigt werden, dargestellt durch den Operator A.

25



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

1.2.4 Linearisierung der Grundgleichungen

Aus dem Prinzip vom stationdren Wert des Gesamtpotentials ergeben sich die zu
l6senden Grundgleichungen, die vom Verschiebungsvektor u und dessen Variation du
abhéngen. Die Einfiihrung der Diskretisierung u = u(d), d.h. dass die kontinuierlichen
Verschiebungen w Funktion der diskreten Knotenverschiebungen d sind, fiihrt fiir die
schwache Form (1.60) auf

11
G(d,5d) = s11(d) = g—déd ~0. (1.65)

Sollen sogenannte gemischte Finite Elemente formuliert werden, z.B. bei Anwendung
der Methode der erweiterten Verzerrungen, wird der FE-Formulierung ein gemischtes
Funktional zugrunde gelegt. Die Abhéngigkeit dieses Funktionals beschrankt sich nicht
auf die diskreten Knotenverschiebungen, im Fall der erweiterten Verzerrungen beispiels-
weise werden zusitzlich unbekannte Parameter «; eingefiihrt, die in einem Vektor a
zusammengefasst sind. Gesucht wird wiederum ein stationdrer Wert des Funktionals
I1(d, o) mit Hilfe der Variation §II = 0. Die Grundgleichungen hingen somit auch von
a und dessen Variation da ab:

G(d,od, a,da) = 0ll(d, o) = g—lc]l(?d + g—géa =0. (1.66)

Bei nichtlinearen Problemen ist eine direkte Losung der Grundgleichungen nicht
moglich. Zur Einbettung in eine iterative Losungsprozedur wie z.B. dem Newton-
Raphson Verfahren ist eine Linearisierung der Grundgleichungen erforderlich. Hierzu

erfolgt eine Taylor-Reihen Entwicklung ausgehend von den Lsungsvektoren der mo-
mentanen Konfiguration d und &:

G(d,éd,a,6a) = G(d,id, &, da) + DG(d,dd, a,5c) Ad
+ DG(d,dd,a,da) Aa+r(d,a) =0, (1.67)

wobei das Restglied der Reihenentwicklung r(d, &) vernachlissigt wird. Die Anwen-
dung der Gateaux Richtungsableitungen (in (1.67) symbolisiert durch den Operator
D) und Einsetzen von (1.66) (die partiellen Ableitungen nach d und e werden durch
.4 und  beschrieben) fiihrt auf:

(5dH,d + H,a + ((Sd H,dd + H,ad) Ad + ((Sd H,da + H’aa) Aa=0. (168)

Nach Anwendung des Fundamentallemmas der Variationsrechnung, das besagt, dass
(1.68) auch fiir 6d # 0 und da # 0 gelten muss, fiihrt ein Koeffizientenvergleich
schliefllich auf zwei Gleichungssysteme:

H,dd Ad + H,da Aa = —H’d
Maa Ad + Mo Aa = —Tlg,

9

(1.69)
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mit den zwei unbekannten Losungsvektoren Ad und Aa. Das in Glg. (1.69) enthaltene
Potential II setzt sich aus der inneren Energie II;,; und dem Potential der dufleren
Krifte Il.;; zusammen. Das Potential der dufleren Kréfte I1,,; héngt bei vorhandener
verformungsabhéngiger Belastung vom Verschiebungsvektor d ab, ist aber unabhingig
von a. Somit ldsst sich Glg. (1.69) wie folgt darstellen:

(Hint_‘_Hemt)’dd Ad + (Hz’nt)’da Aa = — (Hint_‘_Hemt),d
(Hint)’ad Ad + (Hmt) ao Aa = - (Hint)’a .

I

(1.70)

Unter der Voraussetzung, dass keine verformungsabhiingigen Lasten auftreten, d.h.

(He:vt),dd = 0, und auflerdem keine erweiterten Verzerrungen verwendet werden, lisst
sich (1.70) auf

(Hint),dd Ad = — (Hmt + Hemt),d (171)

reduzieren.

1.2.5 Losungsverfahren
Newton-Raphson Verfahren

Gegeben ist ein Gleichgewichtszustand

(5Hmt(ﬁ) —+ (SHemt(ﬁ, 79) - O s (172)

mit dem aktuellen Verschiebungszustand @ und Lastniveau 9 (am Anfang @ = 0 und
9 = 0). Gesucht wird das Verschiebungsinkrement Awu fiir ein neues Lastniveau 1*.
Eine Losung fiir Au wird iterativ mit Hilfe des Newton-Raphson Verfahrens ermittelt.
Aus dem linearisierten Gleichungssystem

(Ddet(a + Au;q) + Dol (4 + Ay, 19*)>Auz- =
=0 (0 4+ Auy_q) — gy (a + Auy_y, 9%) (1.73)

wird mit Hilfe eines Gleichungslosers eine Loésung fiir das Verschiebungsinkrement
Auw; fiir den i-ten Iterationsschritt bestimmt. Die Linearisierung wird mit dem neuen
Verschiebungszustand wiederholt und eine neues Verschiebungsinkrement Aw,; wird
ermittelt. Diese iterative Losungsprozedur wird so lange fortgesetzt, bis ndherungsweise
ein neuer Gleichgewichtszustand erreicht wird:

i (4 + Aug) + 0llegy (0 + Auy, 9%)| < tol . (1.74)

Diese Vorgehensweise wird in Abb. 1.2 fiir den eindimensionalen Fall anschaulich dar-
gestellt.

Alternativ kann anstelle einer Steuerung iiber das Lastniveau auch eine Verschiebungs-
steuerung vorgenommen werden. In diesem Fall werden einzelne Komponenten des Ver-
schiebungsvektors vorgegeben. Ebenso ist es natiirlich eine kombinierte Steuerung iiber
statische und geometrische Randbedingungen moglich.

27



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

u U+Au utAu U

Abbildung 1.2: Grafische Darstellung der iterativen L&sungsprozedur mit dem
Newton-Raphson Verfahren

Bogenlingenverfahren

Treten bei einem Problem singulére Losungspunkte auf, so ist bei einem lastgesteuerten
Problem die iterative Bestimmung eines Gleichgewichtszustandes nicht ohne weiteres
moglich. Dies ist z.B. beim Erreichen der Flie3grenze oder bei der Berechnung von
Stabilitdtsproblemen wie z.B. dem ’Durchschlagen’ einer Struktur der Fall. Eventuell
kann die Verschiebungssteuerung Abhilfe schaffen, ansonsten miissen sogenannte Pf-
adverfolgungsalgorithmen wie z.B. das Bogenlédngenverfahren eingesetzt werden. Dabei
wird der Parameter v*, der das Lastniveau des gesuchten Ldsungspunktes beschreibt,
als zusétzliche Unbekannte betrachtet und iiber eine weitere zu formulierende Neben-
bedingung in das Gleichungssystem eingebracht, fiir das dann wiederum mit Hilfe des
Newton-Raphson Verfahrens iterativ die Losung bestimmt wird.

Auf diese Vorgehensweise soll an dieser Stelle nicht ndher eingegangen werden. Ver-
schiedene Pfadverfolgungsalgorithmen sind z.B. in [65] ausfiihrlich beschrieben.
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1.3 Unterintegration und gemischte Finite-
Element-Formulierungen

Der Zugang zu einer Finite-Element-Formulierung erfolgt bei Verschiebungselementen
iiber eine Verschiebungsapproximation, aus der die zum Verschiebungsansatz kompati-
blen Verzerrungen g; abgeleitet werden. Bei der fiir die Berechnung der Elementmatri-
zen erforderlichen numerischen Integration wird die der Ansatzordnung entsprechende
erforderliche Anzahl von Gausspunkten verwendet (vollstindige Integration). Diese
Elemente sind zwar einerseits sehr robust, liefern aber in vielen Féllen ein zu steifes
Resultat, so dass sie in der Praxis kaum verwendet werden.

Die Versteifungseffekte entstehen dadurch, dass mit den 'kompatiblen’ Verzerrungen,
deren Ansatzordnung sich aus der Verschiebungsapproximation ableitet, geforderte
zusitzliche Nebenbedingungen nicht erfiillt werden kénnen. Dies ist bedingt durch die
unterschiedlichen und somit zueinander inkompatiblen Ansatzordnungen der einzelnen
Verzerrungskomponenten. Das Ziel einer Verbesserung der Elemente muss also sein,
die Ansatzordnung der Verzerrungen im Element zu verdndern und somit den entspre-
chenden Anforderungen anzupassen, so dass entsprechende Nebenbedingungen erfiillt
werden kénnen.

Die verwendeten Verfahren kénnen grundsétzlich in zwei Kategorien eingeordnet wer-
den. Zum einen wird versucht, die Interpolationsordnung einzelner Verzerrungsanteile
zu verringern. Hier kann allgemein von Unterintegration gesprochen werden, wobei
z.B. durch die Annahme von Verzerrungsverlaufen oder durch eine selektiv reduzierte
Integration gezielt bestimmte Verzerrungsanteile unterintegriert werden. Eine andere
Moglichkeit besteht darin, die Interpolationsordnung einzelner Verzerrungsanteile zu
erhbhen. Dabei wird zusétzlich zum Ansatz fiir die Verschiebungen noch ein separater
Verzerrungsansatz eingefiihrt, der gezielt die geforderten zusétzlichen Verzerrungsan-
teile enthélt. Da diese Elemente Ansétze fiir Verschiebungen und Verzerrungen ent-
halten, wird von sogenannten gemischten Finite-Element-Formulierungen gesprochen.
Alternativ kann die Erhohung der Ansatzordnung fiir bestimmte Verzerrungsanteile
auch durch eine entsprechende Erweiterung der Verschiebungsinterpolation mit Hilfe
hierarchischer Formfunktionen erfolgen.

1.3.1 Das Funktional

Verwendet wird das Dreifeldfunktional von Hu-Washizu. Zur Herleitung des Hu-
Washizu Funktionals wird aufler der schwachen Form des Gleichgewichts (1.56) auch
die Kinematik E = E(u) in der schwachen Form

1
—/6S-Edv+/65-§(FTF—I) dvV =0 (1.75)
By By —_—
B(u)
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sowie das Materialgesetz S = S(E) ebenfalls in der schwachen Form

—/6E-SdV+/5E ZW qv = (1.76)
Bo Bo ~~~
S(E)

dargestellt. Werden die drei schwachen Gleichungen zu einer Variationsgleichung zu-
sammengefasst ergibt sich:

G(u,ou,E,0E,S,S) = /6E—dV /5ESdV+/5SE

(1.77)

/pob-dudV—/to-dudA:(].

Bo 0By

/5.5’ E dV +

Gleichgewicht, Materialgesetz und Kinematik werden somit nicht in jedem Punkt son-
dern lediglich im integralen Mittel (schwach) erfiillt. Im Gegensatz zur schwachen Form
des Gleichgewichts, bei der lediglich der Verschiebungsvektor w als unbekannte Grofle
vorhanden ist, treten beim Funktional (1.77) zusétzlich der Spannungstensor S und

der Verzerrungstensor E als unbekannte Grofien auf. Aus (1.77) lisst sich das Drei-
feldfunktional nach Hu-Washizu:

My (u, B, §) = / W(E)+ S (E(u)— E) dV + ., (1.78)

Bg

ableiten; die Variation von (1.78) nach u, S und E ergibt Glg. (1.77). Dieses Funktional
ist die Basis fiir gemischte Finite-Element-Formulierungen, wie die hier beschriebene
Methode der erweiterten Verzerrungen (EAS). Das Funktional von Hu-Washizu wird
in [70] aber auch verwendet, um eine variationelle Herleitung fiir die Methode der
angenommenen Verzerrungen (ANS) zu beschreiben.

In den folgenden Abschnitten erfolgt der Ubergang auf die in Abschnitt 1.1.3 fiir die
Tensoren S und E beschriebene Darstellung als Vektoren o und e.

1.3.2 Methode der angenommenen Verzerrungen

Die Methode der angenommenen Verzerrungen (ANS-Methode) wurde von Bathe und
Dvorkin [27] vorgeschlagen, um bei Schalenelementen mit bilinearen Ansatzfunktionen
das Problem der sogenannten Querschubversteifung zu vermeiden. Fiir Schalenelemente
mit biquadratischen Ansatzfunktionen wurde die Methode von Bathe und Bucalem
[18] weiterentwickelt, die sie ebenfalls zur Vermeidung der Querschubversteifung und
auflerdem zur Vermeidung der zusitzlich auftretenden Membranversteifung einsetzen.

Bei der ANS-Methode erfolgt die Auswertung der Verzerrungen, die sich aus den Ver-
schiebungen ergeben, an einzelnen Punkten im Element (Stiitzstellen). Uber diese
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Stiitzstellen wird dann ein angenommener Verzerrungsverlauf interpoliert. So werden
beispielsweise fiir bilineare Elemente die Verzerrungen an zwei Punkten im Element
ausgewertet. In der einen Schalenrichtung erfolgt dann die Annahme eines linearen
Verlaufs, der dem sich aus der Verschiebungsapproximation ergebenden entspricht; in
der anderen Richtung wird die Verzerrung als konstant angenommen, womit gezielt
in dieser Richtung eine Unterintegration dieses Verzerrungsanteils herbeigefiihrt wird.
Eine vollstindige Darstellung der angenommenen Verzerrungsverldufe mit den entspre-
chenden Stiitzstellen wird in Abschnitt 2.2.1 gegeben.

Die formale Herleitung der ANS-Methode erfolgt durch eine Aufspaltung der Verzer-
rungen in einen erwiinschten Anteil €, und einen unerwiinschten versteifenden Anteil
Es:

e=¢€c(u) = €4+ €. (1.79)

Die erwiinschten angenommenen Verzerrungsanteile €, werden aus den kompatiblen
Verzerrungen € berechnet, die an geeigneten Stiitzstellen ausgewertet werden. Die-
se Stiitzwerte werden in einem Vektor £ zusammengefasst. Zwischen den Stiitzstellen
werden die Verzerrungsverldufe mit Funktionen approximiert, die in einer Interpolati-
onsmatrix ) zusammengefasst sind. Somit ldsst sich dieser Zusammenhang formal wie
folgt darstellen:

£qa = Q5 . (1.80)

Zur Ermittlung des der Methode der angenommenen Verzerrungen zugrunde liegen-
den Funktionals IT4ys wird das Dreifeldfunktional von Hu-Washizu (1.78) verwendet.
Fiir die unabhingigen Verzerrungen des Hu-Washizu Funktionals werden dabei die
erwiinschten Verzerrungsanteile eingesetzt (€ = €4):

Oyw(u,€q,6) = /W(ea) + 67 (e(u) — eq) dV + oy
v

- /eaTa'a +6Tey dV + Ty , (1.81)
v
mit den aus den angenommenen Verzerrungen resultierenden Spannungen o,. Die un-

abhéingigen Spannungen o des Funktionals, werden so gewihlt, dass das Integral

/&Tss dV =0 (1.82)
\%4

verschwindet, da die unerwiinschten Verzerrungsanteile 4 keinen Beitrag zur Gesam-
tenergie leisten sollen. Durch Einsetzen von Glg. (1.80) in Glg. (1.81) ergibt sich das
Funktional wie folgt:

Mays = / EQICQE dV + 1L,y | (1.83)
174
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mit der Matrix ', in der entsprechend Glg. 1.36 die Komponenten des linearisierten
Stofftensors angeordnet sind. Diese Vorgehensweise kann nicht ohne weiteres auf Pro-
blemstellungen mit groflen Deformationen i{ibertragen werden, da hierzu die Ermittlung
eines Deformationsgradienten erforderlich wird. Um dieses Problem zu umgehen, wird
in Abschnitt 2.2.5 ein Algorithmus vorgestellt, mit dem aus den modifizierten Verzer-
rungen ein dquivalenter Deformationsgradient abgeleitet werden kann.

1.3.3 Methode der erweiterten Verzerrungen

Bei der Methode der erweiterten Verzerrungen (EAS-Methode) handelt es sich um ei-
ne sogenannte gemischte Finite-Element-Formulierung, da zusétzlich zu den Verschie-
bungsansitzen auch erweiterte unabhéngige Ansétze fiir die Verzerrungen eingefiihrt
werden. Somit wird es moglich, die kompatiblen Verzerrungsanteile um erwiinschte
nicht kompatible Verzerrungskomponenten zu erweitern und somit quasi die Ansatz-
ordnung kiinstlich zu erhéhen. Diese Methode basiert auf Arbeiten von Simo et al.
[72, 68]. Auf die zur Verschiebungsapproximation kompatiblen Verzerrungen & wer-
den dabei die inkompatiblen Verzerrungsanteile € aufaddiert:

e=¢ept+€=¢€(u)+é(a), (1.84)

wobei die Verzerrungserweiterung € von zusitzlichen Freiwerten «; abhingen, die in
einem Vektor a zusammengefasst sind. Die Basis der FE-Formulierung bildet wiederum
das Dreifeldfunktional von Hu-Washizu (1.78), in das die Verzerrungen entsprechend
eingesetzt werden:

Wy (u,e,5) = / W(e) + 5" (e(u) — &) dV + Iy

= /W (ep+ &) — 6TE AV + Ty . (1.85)
J

Da die unabhéngigen Spannungen & und die erweiterten Verzerrungen € keinen Beitrag
zur Gesamtenergie leisten diirfen, muss die sogenannte Orthogonalitédtsbedingung

/&Té' dV =0 (1.86)
\4

erfiillt werden. Somit reduziert sich das Dreifeldfunktional (1.85) zu einem Zweifeld-
funktional:

Mo as (0, &) = / W (e(w) + &) dV +T1,u(u) . (1.87)

- J
'

ILint

32



1.3. UNTERINTEGRATION UND GEMISCHTE
FINITE-ELEMENT-FORMULIERUNGEN

Das Anwenden der ersten Variation auf (1.87) fijhrt auf:

T pas(u, &) = / 5e%—V€V AV + 6Tlep(u) = / (ber+ 08) & dV +011.y . (1.88)
14 \4

(. J/

~
Ot

Bei den in (1.88) vorkommenden Spannungen o, die sich aus der Ableitung der Ener-
giedichtefunktion W nach den Verzerrungen e ergeben, ist anzunehmen, dass o sowohl
von den kompatiblen Verzerrungen €, als auch von den erweiterten Verzerrungen &
abhingt. Bei der Diskretisierung des Problems wird dazu iibergegangen, die kompati-
blen Verzerrungen &g, die eine Funktion der kontinuierlichen Verschiebungen u sind,
in Abhéngigkeit von diskreten Knotenverschiebungen darzustellen, die im Knotenver-
schiebungsvektor d angeordnet sind. Analog dazu wird ein Vektor a mit weiteren
Parametern «; eingefiihrt, von denen die erweiterten Verzerrungen € linear abhéngig
sein sollen. Die Variation des Funktionals stellt sich ohne die Beriicksichtigung verfor-
mungsabhéngiger Lasten wie folgt dar:

ST(d, @) = 0Tlu(d, a) + 6Tl (d)

= 6d" (int) 4+ 6’ (M) , +0d” (Tews) 4

9 9 9

= 5dT/sk?;adv+6aT/§§,adV—ade

14 14

(1.89)

ext

mit dem Vektor der &ufleren Knotenlasten f, ,. Die Linearisierung fiihrt auf:

ext”
(SdT (Hint)’d + (S(XT (Hint)’a + (SdT (Hemt)d + <(SdT (Hint),dd + (5aT (Hmt),ad> Ad

+ (00" (M) o + 007 (Ting) ) At =0 (1.90)

Unter der Voraussetzung, dass dd # 0 und da # 0 ergibt sich aus (1.90) ein gekoppeltes

Gleichungssystem fiir Ad und Aa:
(int) gg Ad + (iny) go At + (Mg +1ent) g = 0 (1.01)
(int) 0ag A4+ (int) 4o A + (int) 4 = 0. .

Nach Einsetzen des inneren und dufieren Anteils des Funktionals l4sst sich (1.91) schrei-
ben als:

/ €t4a T +€hgoadV Ad+ / €4q 0o dV Aa=f., — / €rq 0 dV

\4 \4 \4
K L R (1.92)
/é'?;o-,ddVAd +/§?;a,adVAa: —/é?;adv.
\4 \4 \4
N—— N—— N————’
L D P
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Die zweite Zeile in (1.92) wird nach den unbekannten Parametern Aa aufgelost:
Aa=-D"' (E Ad + 13) (1.93)
und in die erste Zeile eingesetzt. Dies fiihrt zur tangentiellen Steifigkeitsmatrix
Kuny=K—-L' DL (1.94)
und zum Residualvektor
f=fu—(R-L'D'P). (1.95)

Somit sind die tangentielle Steifigkeitsmatrix und der Residualvektor fiir die Metho-
de der erweiterten Verzerrungen hergeleitet. Mit Hilfe von Glg. (1.93) kann dann das
Inkrement Aa der zusétzlichen Parameter fiir jeden Iterationsschritt innerhalb des
nichtlinearen Losungsalgorithmus bestimmt werden. Die Berechnung der Parameter
Aa erfolgt als Folge der Inkompatibilitdtsannahme auf Elementebene, so dass kein
Eingriff in die globale Programmstruktur und keine zusétzlichen Operationen auf glo-
baler Ebene notwendig sind. Wie genau die EAS-Methode auf Elementebene in den
nichtlinearen Losungsalgorithmus eingebettet wird, ist ausfiihrlich in Tab. 1.1 darge-
stellt.

Um die Orthogonalitétsbedingung (1.86) zu erfiillen, erfolgt die Annahme, dass die
Spannungen & im Element durch stiickweise konstante Funktionen approximiert wer-
den. Damit reduziert sich die Bedingung (1.86) zu

/EdV:/EijGi@)doV:O; (1.96)
14 14

mit dem Tensor der erweiterten Verzerrungen E, die analog zu den kompatiblen Verzer-
rungen in einer kontravarianten Basis dargestellt werden. Die erweiterten Verzerrungen
werden in den natiirlichen Koordinaten der isoparametrischen Abbildung approximiert.
Da das natiirlichen Koordinatensystem bei verzerrten Elementen in jedem Punkt un-
terschiedliche Basisvektoren aufweist wird als einheitliches Bezugssystem fiir die erwei-
terten Verzerrungen das kontravariante Basissystem im Elementmittelpunkt gew&hlt.
Daraus ergibt sich der Tensor der erweiterten Verzerrungen

E' =E GE®G) (1.97)

beziiglich der kontravarianten Basis im Elementmittelpunkt. Die Bedingung (1.96) ldsst
sich dann schreiben als

1 1 1
/ Edv = / / / Ej G'® GY detJ dédnd(
Vv

-1 -1-1

1 1 1
= / / / EY, GE @ G detdy dédnd¢ =0 , (1.98)

-1 -1-1
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mit der Determinante detJ, der Jacobi-Matrix der isoparametrischen Abbildung bzw.
detJ o, der im Elementmittelpunkt ausgewerteten Jacobi-Determinante. Somit ergeben
sich die kovarianten Komponenten des erweiterten Verzerrungstensors E;; zu

~ detJ(] 0 k l
Die Komponenten Ez-j werden analog zu (1.34) im Vektor € angeordnet, der sich dar-
stellen ldsst als

detJ 0
detJ

~

~”

M

Die Matrix M enthélt die entsprechenden erweiterten Anteile in &, 7 und ¢, wobei keine
Anteile auftreten diirfen, die bereits in den kompatiblen Verzerrungen enthalten sind.
Die Transformationsmatrix T wird aus den Basisvektoren G; und G berechnet, sie
wird bei der jeweiligen Elementbeschreibung angegeben. Die Bedingung (1.96) reduziert
sich dann zu

1 1 1
[/I/IM dedndC = 0 | (1.101)

was durch entsprechende Wahl der Ansétze in M erfiillt wird.

Numerische Aspekte der EAS-Methode

Wird die eben erlduterte Vorgehensweise zur statischen Kondensation der EAS-
Parameter wie beschrieben umgesetzt, kommt es zu numerischen Problemen bei der
iterativen Losung des nichtlinearen Gleichungssystems (1.92), d.h. die Lésung konver-
giert schlecht oder gar nicht mehr. Dieses Problem wird auch in [61] beschrieben und
ausfiihrlich diskutiert. Als entscheidende Ursache fiir die numerischen Probleme wird
in [61] die zur Berechnung des Inkrements A« (siehe Glg. (1.93)) notwendige Invertie-
rung der Matrix D identifiziert. Deshalb wird in [61] eine Modifikation des Verfahrens
zur Berechnung von Aa vorgeschlagen. Glg. (1.93) wird dafiir umgestellt zu

DAa=-LAd—P. (1.102)

Die Losung von (1.102) erfolgt mit Hilfe eines Gaussschen Eliminationsverfahrens.
Zur zusétzlichen Erhohung der numerischen Genauigkeit wird auflerdem eine nume-
rische Pivotsuche durchgefiihrt. Der Algorithmus mit numerischer Pivotsuche wird
zweckmiBigerweise ebenfalls bei der Invertierung der Matrix D in den Glgn. (1.94)
und (1.95) verwendet. Diese Vorgehensweise erfordert einen geringfiigig hoheren Spei-
cheraufwand, da fiir jedes Element zusétzlich ein Pivotvektor p, abgespeichert werden
muss. Somit kénnen aus der EAS-Methode entstehende Konvergenzprobleme vermie-
den werden, was auch in [61] anhand eines Beispieles aufgezeigt wird. Diese aus nume-
rischer Sicht verbesserte Vorgehensweise ist auch in Tab. 1.1 eingearbeitet.
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Iterationsschritt k&

1) Update der EAS-Parameter auf Elementebene

k1 =kl =kl
e Einlesen der gespeicherten Werte L, , D P, und p*!

[ € ? € €

e Losung des Gleichungssystems
~ k-1

D, Aaf=—-L, Ad'—P
e EAS-Parameter
af = ot + Ack

e —

k—1
e

2) Berechnung der Elementmatrizen

e erweiterte Verzerrungen (Auswertung an jedem Gausspunkt)
€= Mok

_ ~k =~k ~
e Berechnung der Matrizen K., R., L,, D, und P, durch
numerische Integration iiber Elementvolumen

~ k ~ K\ 1
e Invertierung von D, — (De) mit Pivotsuche — p*

e Tangentielle Elementsteifigkeitsmatrix
“iNT / ~\ 1 ~
K., =K.~ (L) (D;) L,

tang e e e

e Elementresidualvektor
. =k\T / =\~ ~k
fe:femt_R€+<Le) (D) Pe
3) Abspeichern der Werte i}lz, Dlz, ~]Z und p* auf Elementebene
4) Berechnung auf globaler Ebene
e Zusammenbau der Elementmatrizen

e Losung des globalen Gleichungssystems
Ktang Adk = f

e Konvergenztest:
|| /]| < Tol: néchster Lastschritt
|fl| > Tol: k=Fk+1, goto1

Tabelle 1.1: Nichtlinearer iterativer Losungsalgorithmus bei Anwendung der EAS-
Methode
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Kapitel 2

Finite Elemente fiir 3D
Schalenprobleme

2.1 Das ’Solid-Shell’ Konzept

In vielen Finite-Element-Programmen werden, auf klassischen Schalentheorien [51] [85]
basierende, sogenannte degenerierte Schalenelemente [3] [27] [18] [37] [43] eingesetzt.
Als Alternative zu den klassischen Schalenelementen wurden in den letzten Jahren
sogenannte Volumen-Schalenelemente entwickelt. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit
werden Volumen-Schalenelemente auf Basis des sogenannten ’Solid-Shell’ Konzepts [37]
vorgestellt, dhnliche Vorgehensweisen sind z.B. in [10] [16] [45] [50] [55] [64] [67] zu
finden. Bei dieser Art von Schalenformulierungen auf Basis der Kontinuumstheorie
wird ein dreidimensionales Kontinuum betrachtet, und es werden elementtechnische
Verénderungen vorgenommen, die es ermdglichen, typische Schalenprobleme zu behan-
deln. Der Vorteil dieser Vorgehensweise gegeniiber klassischen Schalentheorien ist, dass
auch die Dickenrichtung in die Deformations- und Spannungsbetrachtung mit einbezo-
gen wird, und damit ein Vorgehen wie bei allgemeinen dreidimensionalen Zustédnden
entwickelt werden kann. Damit ist die Verwendung allgemeiner dreidimensionaler Ma-
terialformulierungen moglich, und es konnen auch geschichtete Schalen mit sehr un-
terschiedlichen Materialien pro Schicht und erhéhten Anforderungen an die Kinematik
diskretisiert werden. Es werden ausschliellich Verschiebungsfreiheitsgrade verwendet
und die Elementknoten werden an der Schalenober- und unterseite angeordnet. So-
mit ist auch eine Kombination mit Kontinuumselementen bzw. ein Ubergang auf 3D
Kontinua, wie es z.B. bei Schalenverzweigungen lokal erforderlich ist, ohne weiteres
moglich.

In diesem Kapitel sollen die Grundlagen des "Solid-Shell’ Konzepts zusammengestellt
werden. Insbesondere wird dabei auf die notwendigen elementtechnischen Verinderun-
gen eingegangen, die eingesetzt werden, um jede Art von Versteifungseffekten zu ver-
meiden. Auflerdem werden die FE-Diskretisierung diskutiert und die verschiedenen Va-
rianten der Elementformulierungen vorgestellt. Schliefflich wird anhand verschiedener
numerischer Beispiele sowohl die Funktionsfihigkeit als auch deren Grenzen aufgezeigt.
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Im letzten Abschnitt wird auf das Problem numerischer Instabilitdten eingegangen.

2.1.1 Kinematik

Beim ’Solid-Shell’ Konzept wird die Annahme der Schalentheorie, d.h. das Geradeblei-
ben der Normalen zur Tangentialebene bzw. des Schalendirektors, iiber die Annahme
eines linearen Verschiebungsverlaufs zwischen Ober- und Unterseite beibehalten. Fiir

Abbildung 2.1: Geometrie eines ’Solid-Shell’ Schalenelementes

die Approximation der dreidimensionalen Geometrie mit Hilfe der Geometrie der Scha-
lenoberseite X, und der Schalenunterseite X, gilt damit:

X(61.0) = 5 (1+ O Xolem) + (1 - O Xulem)) (2.1

wobei die Geometrieapproximation der Ober- und Unterseite X, und X, nur von den
Koordinaten in der Schalenfliche ¢ und n abhéingt. Die Verschiebungen werden wie
folgt dargestellt:

u(en.0) =3 00 | Wit | (22)

mit den Verschiebungen der Schalenober- und -unterseite u, und u, abhingig von
¢ und 7 und mit der Interpolationsmatrix @((). Im einfachsten Fall wird fiir alle
Verschiebungsanteile, analog zur Geometrieapproximation, eine lineare Interpolation
iiber die Dicke durchgefiihrt. Die Interpolationsmatrix ® nimmt dann folgende Form
an:

1+¢ 0 0 1-¢ 0 0
O)=| 0 1+¢ 0 0 1-¢ 0 |. (2.3)
0 0 14+¢ 0 0 1-¢

In Abschnitt 2.2.2 wird eine um einen quadratischen Anteil erweiterte Matrix © be-
schrieben. Diese quadratische Erweiterung der Ansatzordnung wird zur Vermeidung der
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sogenannten Dickenversteifung nur auf den Verschiebungsanteil in der Dickenrichtung
angewendet und steht somit nicht im Widerspruch zu der Annahme vom Geradebleiben
des Schalendirektors. Um die erhohte Ansatzordnung korrekt fiir die Dickenverschie-
bung anzusetzen wird zuséitzlich noch eine Transformation von © erforderlich.

2.2 Versteifungseffekte und Abhilfen

2.2.1 Querschub- und Membranversteifung

Bei den in dieser Arbeit zuerst betrachteten bilinearen 8-Knoten Elementen werden
bei Biegebeanspruchungen unerwiinschte Querschubverzerrungen aktiviert. Dieses Pro-

Abbildung 2.2: Schematische Darstellung des Verlaufs der Querschubverzerrung F,
fiir ein "Solid-Shell’ Element unter reiner Biegebeanspruchung

blem entsteht dadurch, dass bei der Biegebeanspruchung eines Elementes die Normalen
der Referenzfliche in der Ausgangskonfiguration nicht senkrecht zur Referenzfliche in
der verformten Konfiguration bleiben, wodurch falsche Querschubverzerrungen akti-
viert werden, wie dies auch anschaulich in Bild 2.2 fiir F. dargestellt wird. Der Ef-
fekt wird dadurch verstérkt, dass bei diinnen Schalen die Querschubsteifigkeit um ein
Vielfaches hoher ist als die Biegesteifigkeit. In der Folge ergibt sich eine viel zu hohe
Forménderungsenergie, d.h. ein hoher Widerstand infolge eines falschen Querschubs,
eine kiinstliche Versteifung und damit eine zu kleine Verschiebung.

Dieses Problem tritt auch bei den ebenfalls in dieser Arbeit betrachteten biquadrati-
schen 18-Knoten Elementen auf. Bei Verwendung der quadratischen Ansétze fiir ge-
kriimmte Schalentragwerke, werden bei Biegebeanspruchungen zusétzlich falsche Mem-
branverzerrungen aktiviert, wodurch ein weiterer Versteifungseffekt entsteht. Dieses
Problem wird daher als Membranversteifung bezeichnet.
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Die Methode der angenommenen Verzerrungen - bilineare Elemente

Zur Vermeidung des Effektes der Querschubversteifung wird die in Abschnitt 1.3.2
grundlegend beschriebene Methode der angenommenen Verzerrungen eingesetzt. Die-
ses Verfahren wurde fiir bilineare Ansétze von Bathe und Dvorkin [27] entwickelt und
dort als ANS (Assumed Natural Strain) Methode bezeichnet. Anschaulich erldutert
ist bei einer Biegebeanspruchung um die n-Achse fiir £ = 0 keine Schrigstellung der
urspriinglichen Normalen zur Referenzfléche zu erwarten (Bild 2.2). Deshalb erfolgt die
Auswertung der Verzerrung E, an den Stiitzstellen ({ = —1,7=0) und ({ =1, =0).
In &-Richtung wird dann ein linearer Verlauf der Verzerrung F, approximiert, in 7-
Richtung wird ein konstanter Verlauf angenommen. Analog dazu erfolgt die Auswer-
tung der Verzerrung E ¢ an den Stiitzstellen ({ = 0,7 = —1) und ({ =0,7=1) und es
erfolgt die Annahme eines konstanten Verlaufs in £&-Richtung und eines linearen Ver-
laufs in n-Richtung. Somit lassen sich die angenommenen Querschubverzerrungen fiir
die bilinearen 8-Knoten Elemente wie folgt darstellen:

Bre(6) = (1~ OBy(E = —1n=0)+ 51+ OFye(6 =19 =0) (2.4

Beeln) = 51— mEce(€ = 0. = —1) + 5(14 m)Eel6 = 0.9 =1) (2.5

Diese Vorgehensweise der Interpolation der Querschubverzerrungen wird fiir alle im
Rahmen dieser Arbeit vorgestellten bilinearen Elementformulierungen eingesetzt. D.h.
sowohl fiir die ANS3D...-Elemente, bei denen ansonsten in der Schalenfliche keine
weiteren Modifikationen durchgefiihrt werden, als auch fiir die EAS3D...-Elemente,
die noch eine zusitzliche Erweiterung fiir die Membranverzerrungen beinhalten. Eine
detaillierte Beschreibung der einzelnen Elemente folgt in Abschnitt 2.3.4.

Methode der angenommenen Verzerrungen - biquadratische Elemente

Fiir die biquadratischen Elemente werden angenommene Verzerrungsverldufe einge-
setzt, die von Bathe und Bucalem [18] fiir deren MITC9 Element entwickelt wurden,
das ebenfalls biquadratische Ansatzfunktionen verwendet. Dementsprechend werden al-
le in dieser Arbeit vorgestellten biquadratischen Elementformulierungen als MI9K3D...-
Elemente bezeichnet. Die Querschubverzerrungen E,; und E¢¢ sowie die Membranver-
zerrungen Fge, E,, und E¢, werden dabei an den in Bild 2.3 dargestellten Stiitzstellen
ausgewertet. Die Verzerrungen werden dann in Abhéngigkeit der Koordinaten £ und n
wie folgt dargestellt:

3 2

Bee(€m) = QIm)Q(E) Eee(&5.ms) . (2.6)
=1 j=1
3 2

7777 6 77 ZZQ? Ql 7777(61'777]') ) (27)
i=1 j=1
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Abbildung 2.3: Stiitzstellen der Verzerrungsinterpolationen fiir ’Solid-Shell” Elemente
mit biquadratischen Ansitzen

2 2
Eey(&m) =Y ) QUEQ () Bey(&ismy) (2.8)
i=1 j=1
3 2
Epe(€n) =) QUEQ(m) Eye(&.my) (2.9)
i=1 j=1
3 2
Eee(&m) =Y > QUnQYE) Ece(&omi) (2.10)
i=1 j=1

mit den Stiitzwerten der Verzerrungsinterpolation E(&;,7;). Der Verzerrungsverlauf
wird mit den Funktionen Q¢ und Q! approximiert. Diese sind so gewihlt, daf} sie jeweils
an einer Stiitzstelle den Wert eins und an den anderen den Wert Null annehmen:

i(z) = %\/gz (\/gz + 1) ; Ql(2) = %(1 +V32) ; (2.11)
5(2) =1~ 222 ; QL(z) = %(1 —32) ; (2.12)
5(2) —%\/gz <\/§z—1> : z=&7. (2.13)

Eine detaillierte Beschreibung der einzelnen biquadratischen Elemente erfolgt in Ab-
schnitt 2.3.5.

2.2.2 Dickenversteifung

Das Problem der Versteifung in Dickenrichtung wird z.B. auch in [62] [75] diskutiert.
Es entsteht durch die beim ’Solid-Shell”’ Konzept gewihlte lineare Verschiebungsappro-
ximation in Dickenrichtung (2.3). Diese hat zur Folge, dass die Normalverzerrung in
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Dickenrichtung F¢. als konstant {iber die Dicke angenommen wird. Die Normalverzer-
rungen parallel zur Mittelfliche E¢ und E,, dagegen werden als linear verénderlich
iiber die Dicke approximiert. Da aber die Normalverzerrungen E¢ und E,, iiber die
Querkontraktion mit der Verzerrung in Dickenrichtung E,. gekoppelt sind, sollte die
Approximation aller Verzerrungen iiber die Dicke einheitlich erfolgen. Aufgrund dieser
Inkompatibilitdt ist es nicht moglich, Biegebeanspruchungen korrekt darzustellen.

Zur Vermeidung dieses Versteifungseffektes ist es erforderlich, die Ansatzordnung fiir
die Normalverzerrungen in Dickenrichtung F¢. so zu erhdhen, dass die erforderliche li-
neare Ansatzordnung erreicht wird. Hierfiir gibt es zum einen die M6glichkeit direkt in
die Geometrieapproximation einzugreifen, und die Anséitze dort entsprechend anzupas-
sen, zum anderen kann das in Abschnitt 1.3.3 beschriebene Verfahren der erweiterten
Verzerrungen eingesetzt werden, um die Verzerrung F.. um die geforderten Anteile zu
erweitern. Beide Moglichkeiten werden in den beiden nichsten Absétzen ausfiihrlich
diskutiert.

Quadratische Verschiebungsinterpolation der Verschiebung in Dickenrich-
tung iiber die Dicke

Bei dieser Vorgehensweise wird die Ansatzordnung der Verschiebung w in Dickenrich-
tung fiir die (-Koordinate erhéht, was bereits in [34] und [55] in &hnlichem Zusammen-
hang vorgeschlagen wurde. Gew&hlt wird eine hierarchisch quadratische Interpolation

Z:]-, Wio .

o

Abbildung 2.4: Quadratische Interpolation der Verschiebung w in Dickenrichtung

(siehe [37]), wie in Bild 2.4 anschaulich dargestellt. Hierfiir ist die Einfithrung zusétz-
licher Freiheitsgrade (3; notwendig, d.h. fiir jede Elementkante in Dickenrichtung mit
jeweils drei Verschiebungsfreiheitsgraden fiir die Knoten an der Ober- und Unterseite,
also sechs Freiheitsgraden, wird ein zuséitzlicher siebter Freiheitsgrad eingefiihrt. Die
Interpolationsmatrix ©(¢) aus Glg. (2.3) wird dementsprechend um einen hierarchi-
schen quadratischen Term erweitert:

1+¢ 0 0 1-¢ 0 0 0
e =] 0 1+¢ 0 0 1-¢ 0 0 : (2.14)
0 0 1+¢ 0 0 1-¢ |1-¢
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Fiir die Verschiebungsapproximation aus Glg. (2.2) ist im Hinblick auf gekriimmte
Tragwerke eine Transformation zur Erzielung der richtigen Interpolation in Schalen-
dickenrichtung vorzusehen:

[ TT(fﬂ?) 03x3 0351 ’U/o(fﬂ?) -‘
T(§a77) @(C) 03x3 TT(fﬂ?) 0351 Uu(f 77) . (2-15)
[ 01><3 01><3 1 J [ J

w(en 0=

Fiir die aus den Verschiebungen abgeleitete Verzerrung E¢ wird somit die erforder-
liche lineare Approximation in (-Richtung erreicht. Der Aufbau der Transformations-
matrix T wird in Abschnitt 2.3.2 erldutert. Nachteil dieses Vorgehens ist eindeutig die
Erhohung des Aufwands durch die Einfiihrung der zusétzlichen, zu den Nachbarelemen-
ten kompatiblen und somit in das globale Gleichungssystem eingehenden Freiheitsgra-
de, wobei alternativ auch inkompatible Freiheitsgrade eingefiihrt werden kénnen, die
auf Elementebene auskondensiert werden, was der im folgenden Abschnitt beschriebe-
nen Vorgehensweise entspricht. Der Ubergang zu anderen Elementtypen und Kontinu-
umselementen bleibt aber nach wie vor leicht méglich, da aufgrund der hierarchischen
Struktur der quadratlschen Interpolationserweiterung durch einfaches Festhalten der
Freiheitsgrade 3; an den Ubergangsstellen die lineare Ansatzordnung wiederhergestellt
werden kann.

Erweiterung der Verzerrung in Dickenrichtung mit der EAS-Methode

Bei dieser Vorgehensweise wird einem Vorschlag von Biichter et al. [19] folgend die in
Abschnitt 1.3.3 beschriebene EAS-Methode eingesetzt, um die zum Verschiebungsan-
satz kompatible Verzerrung Eé“( um einen in ¢-Richtung linearen Anteil Fy zu erwei-
tern:

B¢ = Ef. + B¢ . (2.16)

Die erweiterte Verzerrung EA“ lasst sich wie folgt darstellen:

TeMo . (2.17)

Die Matrix M mit den Ansétzen in der Schalenfliche ist unterschiedlich fiir die bilinea-
ren und die biquadratischen Elementformulierungen. Sie wird jeweils in den entspre-
chenden Abschnitten in Kapitel 2.3 beschrieben. Die Faktoren ‘ff;g;’ Ty sind notwendig,
um, wie schon in Abschnitt 1.3.3 erldutert, die Parameter a auf ein von &,n und ¢

unabhéngiges Koordinatensystem im Elementmittelpunkt zu beziehen.

Bei diesem Vorgehen werden keine zusitzlichen Freiheitsgrade in das globale Glei-
chungssystem eingebracht. Die zusétzlichen unbekannten Parameter @ werden fiir die
Losung auf Elementebene mittels statischer Kondensation eliminiert. Dies erfordert ei-
ne entsprechende Matrixinvertierung, die fiir jedes Element und jeden Iterationsschritt
durchzufiihren ist. Der fiir diese Vorgehensweise benétigte numerische Mehraufwand
ist allerdings erheblich geringer als fiir die globale Gleichungslosung.
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2.2.3 Volumetrische Versteifung

Das Problem der volumetrische Versteifung tritt auf, wenn nahezu inkompressibles Ma-
terialverhalten vorausgesetzt wird, was z.B. fiir gummiartiges elastisches Material oder
elastoplastische Materialgesetze, bei denen im plastischen Bereich die Annahme der
Inkompressibilitit getroffen wird, zutrifft. Die volumetrische Versteifung bei Volumen-
und Volumen-Schalenelementen wird bereits in [26] ausfiihrlich behandelt. Die Voraus-
setzung, um inkompressibles Materialverhalten zu beschreiben, ist die moglichst exakte
Erfiillung der Inkompressibilitdtsbedingung

detF =1 (2.18)

im Element, d.h. auch in allen Integrationspunkten. Zur Veranschaulichung der Ursa-
che der volumetrischen Versteifung wird auf die lineare Theorie kleiner Verzerrungen
zuriickgegriffen. Dort reduziert sich die Bedingung (2.18) zu

Die Normalverzerrungen lassen sich fiir ein Element mit bilinearem Ansatz in der Ebene
wie folgt darstellen:

E{{ = a1 + aa’
Em] - bl + bgg s (220)
ECC = C1 + CQ§ + C3n + C4§’I] .

Es ist leicht ersichtlich, dass die Bedingung (2.19) wegen der inkompatiblen Ansatzord-
nungen der Verzerrungen in (2.20) nicht ohne weiteres in jedem Punkt eines Elementes
erfiillt werden kann. Als Losung dieses Problems bietet sich zum einen an, die Ansatz-
ordnung von F¢ und FE,, zu erhéhen, wofiir wieder die in Abschnitt 1.3.3 erlduter-
te EAS-Methode angewendet werden kann. Alternativ dazu lisst sich die Kompati-
bilitdt der einzelnen Verzerrungsanteile zueinander auch durch eine Unterintegration
herbeifiihren.

Die Methode der erweiterten Verzerrungen

Die Verwendung der EAS-Methode im Zusammenhang mit volumetrischer Versteifung
wurde erstmals von Simo/Armero [69] vorgeschlagen und wird z.B. in [14] ausfiihrlich
diskutiert. Aus Glg. (2.20) ist leicht ersichtlich, um welche inkompatiblen Verzerrungs-
anteile die kompatiblen Verzerrungen zu erweitern sind, um Glg. (2.19) zu erfiillen:

Egg Eé]:.ﬁ 1 § Q + §n (6%)
Ew | =1E;, |+ MT nas+&nay | . (2.21)
Fec B 0

qe

Dabei ist aber zu beachten, dass die Erfiillung von Glg. (2.19) nur fiir die Theorie
kleiner Verzerrungen mit der Erfiillung der Inkompressibilitdtsbedingung gleichzuset-
zen ist. Im allgemeinen nichtlinearen Fall stellt sich die Inkompressibilitdtsbedingung
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wesentlich komplexer dar, so dass mit der hier vorgestellten EAS-Methode zwar eine
Verbesserung zu erwarten ist, nicht aber ein vollstindiges Ausbleiben des volumetri-
schen Versteifungseffektes. Dies soll auch anhand einiger numerischer Beispiele in den
folgenden Abschnitten verdeutlicht werden.

Selektiv reduzierte Integration der volumetrischen Anteile

Eine zweite Moglichkeit, volumetrisches Versteifen zu vermeiden, stellt eine Unter-
integration dar. Es wird allerdings keine vollstindige Unterintegration aller Steifig-
keitsanteile durchgefiihrt, was unweigerlich zu Kinematiken fiithren wiirde, sondern die
Unterintegration wird auf die volumetrischen Anteile beschriankt, die letztlich fiir die
Volumenerhaltung zu beachten sind. Damit erfolgt, wie in [52] [73] beschrieben, die
Annahme einer bei bilinearen Elementen konstanten Volumendehnung innerhalb des
Elementes. Hierfiir wird der Spannungstensor in einen deviatorischen und einen volu-
metrischen Anteil zerlegt, was einer Aufspaltung des inneren Potentials entspricht:

i = / el o oy AV + / elo,y dV . (2.22)
Y PN _
volls‘gint. reaﬁnt.

Reduzierte Integration bedeutet dabei, dass fiir die bilinearen Elemente eine 1-
Gausspunkt Integration anstelle einer 2 x 2-Gausspunkt Integration durchgefiihrt wird,
fiir die biquadratischen Elemente werden 2 x 2 anstelle von 3 x 3 Gausspunkten ver-
wendet, d.h. es wird eine bilineare Approximation der Volumendehnung vorgenommen.
Diese Methode erweist sich als sehr effizient und ist leicht zu implementieren. Der ent-
scheidende Nachteil ist, dass dieses Verfahren auf Materialgesetze beschrénkt ist, die
die Aufspaltung in deviatorische und volumetrische Anteile zulassen.

2.2.4 Trapezoidal Locking

Der sogenannte Trapezoidal Locking Effekt tritt bei Vernetzungen auf, bei denen der
hier als Direktor bezeichnete Vektor vom unteren zum oberen Elementknoten nicht
senkrecht zur Referenzebene steht. Hierbei werden bei Biegebeanspruchungen kiinstli-
che Normalverzerrungen in Dickenrichtung aktiviert, die zu einer zu hohen Approxima-
tion der Formanderungsenergie fiihren. Das Trapezoidal Locking wird auch in [11], [74],
[4] und [8] diskutiert; dort wird es auch als ’curvature thickness locking’ oder ’artifici-
al thickness straining’ bezeichnet. D.h. dieser Versteifungseffekt ist in erster Linie bei
Verwendung verzerrter Elementgeometrien zu erwarten (Abb. 2.5 (A)), wenn z.B. eine
Schrigstellung der Direktoren fiir die Ausgangskonfiguration vorgegeben wird. Speziell
bei bilinearen Elementen ist dieser Versteifungseffekt auch fiir gekriimmte und stark
deformierte Strukturen zu erwarten (Abb. 2.5 (B)), da sich bedingt durch die linea-
re Approximation der Geometrie unabdingbar eine Schrigstellung der Direktoren an
den Elementridndern ergibt. Bei biquadratischen Elementen ist dieser Effekt weniger
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Abbildung 2.5: Seitenansicht verschiedener Beispiele fiir FE-Vernetzungen: (A) Ebene
Struktur mit verzerrtes Elementnetz; (B) Gekriimmte Struktur mit
linearen Formfunktionen; (C) Gekriimmte Struktur mit quadratischen
Formfunktionen

ausgeprigt, da sich mit quadratischen Ansétzen auch gekriimmte Geometrien appro-
ximieren lassen. Dann kénnen die Direktoren an den Elementrindern meist senkrecht

zur Referenzebene bleiben (Abb. 2.5 (C)).

In Bild 2.6 wird versucht, den Trapezoidal Locking Effekt anschaulich zu erkldren. Es
ist dort ein einzelnes verzerrtes Element unter Biegebeanspruchung dargestellt. Dabei
ist zu erkennen, dass die Drehung der Direktoren aufgrund der Biegebeanspruchung in
der Elementmitte eine "Verkiirzung’ der Direktoren bewirkt. Dies fiihrt zum skizzierten

Abbildung 2.6: Schematische Darstellung des Verlaufs der Normalverzerrung F¢. fiir
ein 'Solid-Shell” Element unter reiner Biegebeanspruchung

Verlauf der Normalverzerrung E¢., die eigentlich im gesamten Element gleich Null sein
miisste.

Zur Vermeidung des Trapezoidal Locking Effekts wird einem Vorschlag von Betsch
[8] folgend wiederum die in Abschnitt 1.3.2 beschriebene Methode der angenomme-
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nen Verzerrungen eingesetzt. Dabei erfolgt die Auswertung der Normalverzerrung in
Dickenrichtung E¢; an den Knotenpunkten, an denen, wie auch in Bild 2.6 anschaulich
zu erkennen, keine kiinstlichen Verzerrungen auftreten. Uber die Elementfliiche wird
E¢; dann mit Hilfe der Lagrange Ansatzfunktionen entsprechend der Geometrie- und
Verschiebungsapproximation interpoliert.

2.2.5 ’Solid-Shell’ Elemente fiir grofle Deformationen

In diesem Kapitel wurde bisher die Kinematik der 'Solid-Shell’ Elemente vorgestellt,
und es wurden verschiedene Modifikationen diskutiert, die zur Vermeidung von Verstei-
fungseffekten erforderlich sind. Dabei werden hier in erster Linie die zum Verschiebungs-
ansatz kompatiblen Verzerrungen verdndert bzw. erweitert. Diese Vorgehensweise ist im
Allgemeinen ohne Einschrinkung auch fiir Probleme grofier Deformationen einsetzbar.
Allerdings ist fiir die zur Untersuchung von Problemen grofier Deformationen benotig-
ten Materialgesetze die Bestimmung des Deformationsgradienten F erforderlich. Dieser
Deformationsgradient muss auch zu den modifizierten bzw. erweiterten Verzerrungen
kompatibel sein. Dafiir gibt es grundsitzlich die Moglichkeit, entsprechende Modifika-
tionen und Erweiterungen direkt auf den Deformationsgradienten anzuwenden. Hier
wird aber eine andere Vorgehensweise gewéhlt, bei der die bisher vorgestellten Verfah-
ren vollstdandig weiter eingesetzt werden konnen. Es wird aus den Verzerrungen

E=E™ 4+ E, (2.23)

die sich aus den evtl. durch angenommene Verzerrungsverliaufe modifizierten kompa-
tiblen Verzerrungen EkmOd und den erweiterten Verzerrungen E zusammensetzen, ein
zugehoriger Deformationsgradient F ermittelt. Dafiir wird zunichst der zu E gehdren-
de rechte Cauchy-Green Tensor C bestimmt:

A

C=2E+1I. (2.24)

Fiir den zu E Aquivalenten rechten Cauchy-Green Tensor C gilt:

A ~ 2

C=FF=URRU=0U=0", (2.25)

mit dem modifizierten/erweiterten rechten Strecktensor U', der symmetrisch und posi-
tiv definit ist, und dem eigentlich orthogonalen Drehtensor R, der in dieser Gleichung
herausfillt. Der Cauchy-Green Tensor C lisst sich auch iiber eine Spektralzerlegung
darstellen als

3
C=> hnon, (2.26)
=1

mit den Eigenwerten \; und den Eigenvektoren n;. Der Strecktensor U lisst sich somit
berechnen als

3
0:2\/§iﬁi®ﬁi. (2.27)
=1
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Der gesuchte Deformationsgradient F wird dann iiber die Multiplikation von U mit
dem Drehtensor des urspriinglichen Deformationsgradienten R berechnet:

F=RU. (2.28)

Der Drehtensor R ldsst sich aus dem urspriinglichen Deformationsgradienten F' ermit-
teln:

R=FU ', (2.29)

wobei sich der urspriingliche rechte Strecktensor U wiederum aus der Spektralzerlegung
von C

M=

(2.30)

3
U:Z\/)\T-ni@ni:C%:(FTF)
i=1

ergibt. Da auf der Materialseite ausschliefilich eine Abhéngigkeit vom Strecktensor vor-
liegt, kann der modifizierte Strecktensor U auch direkt iibergeben werden, vorausge-
setzt es liegt eine entsprechende Materialformulierung vor. Die zuséitzliche Spektralzer-
legung zur Berechnung des Drehtensors R entfiillt somit. Somit ist es moglich, einen
zu den modifizierten /erweiterten Verzerrungen dquivalenten Deformationsgradienten
bzw. rechten Strecktensor zu berechnen. Zusitzliche Uberlegungen bzgl. Modifikatio-
nen und Erweiterungen, die direkt auf den Deformationsgradienten anzuwenden wéren,
entfallen dabei vollstindig.
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2.3 FE-Diskretisierung von ’Solid-Shell’
Schalenelementen

In diesem Kapitel sollen die fiir eine FE-Diskretisierung nach dem ’Solid-Shell” Konzept
notwendigen Grundlagen zusammengestellt werden, und es werden die zur Verfiigung
stehenden "Solid-Shell”’ Elementformulierungen im Einzelnen vorgestellt. Mit einer Viel-
zahl von Elementvarianten werden die unterschiedlichen Modifikationsvorschlige umge-
setzt und auf ihre Fahigkeiten zur Verbesserung des Elementverhaltens hin untersucht.

Neben den unterschiedlichen Variationen gemischter Elementformulierungen und der
Variationen mit partieller Unterintegration ist das Hauptunterscheidungsmerkmal zwi-
schen den verschiedenen 'Solid-Shell’ Elementen die verwendete Ansatzordnung fiir die
Geometrie- und Verschiebungsinterpolation. In der Dickenrichtung wird fiir alle Ele-
mente eine lineare Ansatzordnung verwendet. Hierfiir wird jeweils ein Knoten an der
Schalenober- und unterseite angeordnet, die jeweils iiber drei, d.h. gemeinsam iiber
sechs Verschiebungsfreiheitsgrade verfiigen. Der Schalendirektor, der hier als der Vek-
tor vom Knoten an der Schalenunter- zur Schalenoberseite betrachtet werden kann,
hat somit die Bewegungsfreiheitsgrade entsprechend herkommlicher Schalenformulie-
rungen, die im Allgemeinen iiber drei Verschiebungs- und zwei Rotationsfreiheitsgrade
fiir jeden Knoten der Schale verfiigen. Zusétzlich ist iiber den sechsten Freiheitsgrad
auch eine Lingendnderung des Direktors, d.h. eine Dickenénderung der Schale méglich.
Dies ist ein entscheidender Vorteil der ’Solid-Shells’ gegeniiber klassischen Schalenele-
menten und ermdoglicht deren Anwendung fiir ein erweitertes Feld von Problemklassen.

In der Schalenflache ist beginnend mit linearen Drei- bzw. Viereckelementen jede belie-
bige Ansatzordnung denkbar. Fiir die unterschiedlichen Ansatzordnungen gibt es Vor-
und Nachteile. Ein wichtiger Aspekt ist die Geometrieapproximation. Hier sind eindeu-
tig Elemente hoherer Ansatzordnung von Vorteil, da bei Problemen mit gekriimmten
Strukturen oder mit groflen Deformationen die Geometrie wesentlich exakter abgebil-
det werden kann als mit linearen Elementflichen. Auch die Versteifungsproblematik
tritt bei Anséitzen hoherer Ordnung nur abgeschwicht auf, laut [36] sind Elemente
ab der Interpolationsordnung sieben, allerdings dann auch mit héheren Ansédtzen in
Dickenrichtung, sogar versteifungsfrei. Nachteile fiir die Elemente mit hoheren Ansatz-
ordnungen gibt es z.B. in der Handhabung; so gestaltet sich z.B. das Erstellen der FE-
Netze als aufwendiger. Ein noch gewichtigerer Nachteil ist im numerischen Aufwand
zu sehen. So wird die Bandbreite der Gesamtsteifigkeitsmatrix ungefihr verdoppelt,
wenn biquadratische anstelle von bilinearen Ansatzen verwendet werden. Bei der néhe-
rungsweisen Berechnung der zur Gleichungslésung erforderlichen Anzahl arithmetischer
Operationen geht die Bandbreite im Quadrat ein, somit wird der Aufwand der Glei-
chungslésung bei Verwendung quadratischer Elemente und Vernetzung mit derselben
Anzahl von Knoten vervierfacht.

In dieser Arbeit beschrinkt sich die Untersuchung verschiedener Ansatzordnungen auf
die Verwendung von bilinearen Ansétzen fiir Elemente mit vier Knoten in der Schalen-
fliche bzw. biquadratische Ansétze fiir Elemente mit neun Knoten in der Schalenfléiche.
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2.3.1 Geometrieinterpolation

In Bild (2.7) ist die Lage der Knoten eines ’Solid-Shell” Elements mit der entsprechen-
den Zuordnung der Verschiebungsfreiheitsgrade, sowie das globale kartesische und ein
lokales Koordinatensystem dargestellt. Die Lage eines beliebigen Punktes der Schale in

Abbildung 2.7: Darstellung der Knotenverschiebungsfreiheitsgrade bei ’Solid-Shell’
Elementen fiir ein Knotenpaar

der unverformten Konfiguration wird fiir ’Solid-Shell” Element wie folgt approximiert

XxXEne) =[x v z]"

" (1
= 2 (5N (040 X+ 1-0 Xu) ) (2.31)
i=1
wobei n nicht der wirklichen Knotenanzahl, sondern der Anzahl der Knoten in der
Schalenflache entspricht. In den Vektoren X; sind die Ortsvektoren der Elementknoten
in globalen Koordinaten enthalten:

Xio

:|: [ Xz'o Y;'o Zio qu Y;u Zzu ]T . (232)

Es wird somit unterschieden zwischen den Ansitzen in der Schalenfliche, hier werden je
nach Elementformulierung die entsprechenden Lagrange-Ansatzfunktionen verwendet,
und dem Ansatz iiber die Dicke, hier wird entsprechend der gewé&hlten Kinematik
prinzipiell ein linearer Ansatz verwendet.

Die Geometrie der verformten Konfiguration ergibt sich durch die Addition

x(&,n,¢) = X(&,n,¢) +u(é, (), (2.33)

mit der Geometrie der unverformten Konfiguration X und der Verschiebungsapproxi-
mation u.
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Eingabe der Geometriedaten

Die numerische Berechnung erfordert zuerst die Eingabe der Geometriedaten, also der
Knotenkoordinaten. Fiir die "Solid-Shell” Elemente stehen wie im folgenden beschrieben
zwei Varianten fiir die Eingabe der Elementgeometrie zur Verfiigung. Auf Elementebene
miissen dann die Geometriedaten in das entsprechende Format (2.32) iiberfiihrt werden.

Die erste Variante erfordert die Eingabe der Knotenkoordinaten der Schalenmittel-
fliche X;,,, sowie die Eingabe der Schalendicke h. Dies entspricht der fiir Schalenele-
mente {iblichen Vorgehensweise. In Abb. 2.8 wird diese Eingabevariante beispielhaft
fiir die bilinearen ’4-Knoten-Elemente’ skizziert. Bei dieser Eingabevariante muss fiir

Abbildung 2.8: Beschreibung der 3D Schalengeometrie iiber die Eingabe von Mittel-
flichenknoten und einer Schalendicke

jedes Element an jedem Knoten ein normierter Schalendirektor v{ als Richtung der
Elementkanten am Knoten ermittelt werden. Daraus wird dann fiir jeden Knoten ein
gemittelter normierter Schalendirektor v; berechnet. Mit v; und den Koordinaten X,
konnen dann die in (2.32) verwendeten Knotenkoordinaten

1 1
Xio:Xim+§ h’UZ' und qu:sz_§ h’UZ' (234)

bestimmt werden. Diese Eingabevariante kann nur bei einschichtigen reinen Schalen-
problemen genutzt werden.

Die zweite Variante erfordert die direkte Eingabe der Knotenkoordinaten an der
Schalenober- und unterseite X, und X;,, in Abb. 2.9 beispielhaft fiir ein biquadra-
tisches "18-Knoten-Element’ skizziert. Die Eingabereihenfolge der Knotenkoordinaten
erfolgt analog zu der bei Volumenelementen gebréuchlichen Reihenfolge. Demzufolge
miissen die Komponenten der Vektoren und Matrizen entsprechend der fiir die 'Solid-
Shell’ Elemente gebriduchlichen Anordnung der Knotenwerte umsortiert werden. An-
sonsten konnen die eingegebenen Knotenkoordinaten direkt eingesetzt werden. Diese
Variante ist fiir mehrschichtige Schalenprobleme, oder auch fiir eine Kombination mit
Volumenelementen unumgénglich. Die Schalendicke h kann, falls sie beispielsweise in
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Abbildung 2.9: Beschreibung der 3D Schalengeometrie iiber die direkte Eingabe der
Knoten an der Schalenober- und unterseite

einer Nachlaufrechnung benétigt wird, als Mittelwert der Schalendicken an den Ele-
mentknoten

1 n
h==Y |X;,— X, 2.35
>3 | (2.3
angegeben werden.

2.3.2 Verschiebungsinterpolation

Fiir die Verschiebungen werden nach dem isoparametrischen Konzept die gleichen
Ansiétze wie fiir die Geometrieapproximation verwendet. Dementsprechend ergibt sich
folgende Darstellung fiir die Verschiebungen in Abhéngigkeit von den lokalen natiirli-
chen Koordinaten &, 7 und (:

n

wen)=[u v wl =Y (5N 0w ). (2:30)

Die Verschiebungen wu, v, w beziehen sich auf das globale kartesische Koordinatensy-
stem. Die Ansatzfunktionen werden vereinfachend in der Matrix D* der Groflie 3 x 6
zusammengefasst. Der Vektor d; beinhaltet die Verschiebungen des Knotens i an der
Schalenober- und -unterseite, die sich ebenfalls auf das globale kartesische Koordina-
tensystem beziehen:
d; T

d; = [dfo } = [ w0 Vie Wip Ui Viy Win | - (2.37)
Als Ansatzfunktionen in der Tangentialebene N; werden analog zur Geometrieappro-
ximation die Lagrange-Ansatzfunktionen verwendet. Sie werden in den nichsten Ab-
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schnitten fiir die verschiedenen Elementformulierungen erldutert. Die Interpolations-
matrix O fiir die Verschiebungsapproximation in Dickenrichtung entspricht der in Glg.
(2.3) dargestellten Matrix.

Fiir die in Abschnitt 2.2.2 beschriebene Vorgehensweise der Erhohung der linearen
Ansatzordnung fiir die Verschiebung w in Dickenrichtung auf eine quadratische An-
satzordnung durch Einfiihrung zusétzlicher Knotenfreiwerte 3; ergibt sich die Verschie-
bungsinterpolation wie folgt:

u(fﬂ%(): [U v ’LU]T
" TU(Em) Oz 03
N Z(E Ni(&m) Tu(&m) ®(Q) | O35 T, (&) O3 di). (2.38)
=1 01><3 01><3 1
pe

Der Knotenverschiebungsvektor wird dann entsprechend um den Freiwert (; erweitert:

dio
di= | di | =[ o Vie Wio Uiy Vi Wi ﬁi]T- (2.39)
Bi

Die Matrix der Ansatzfunktionen D’ vergrifert sich entsprechend auf 3 x 7 Elemen-
te. Die Interpolationsmatrix ©® fiir die Verschiebungsapproximation in Dickenrichtung
entspricht der um einen quadratischen Term erweiterten in Glg. (2.14) dargestellten
Matrix. Eine Transformation der globalen Verschiebungen auf ein lokales Koordinaten-
system mit Hilfe der Transformationsmatrix T', und die anschlielende Riicktransforma-
tion wird erforderlich, um die nur fiir die Verschiebung w in Dickenrichtung bestimmte
quadratische Approximationserweiterung korrekt auf diese anzuwenden. Dafiir wird
entsprechend der Vorgehensweise in [37] ein lokales kartesisches Koordinatensystem
mit einer Achse 2z’ in Elementdickenrichtung und den Achsen «’ und y’ tangential
zur Schalenmittelfliche an. Eine Transformation auf ein lokales konvektives Koordi-
natensystem ist nicht erforderlich. Die Transformationsmatrix T, wird mit Hilfe der
Basisvektoren des lokalen kartesischen Koordinatensystems wie folgt zusammengesetzt:

T,=[a y 2']. (2.40)

Dieses Koordinatensystem muss bei der numerischen Integration an jedem Integrations-
punkt aufgestellt werden. Da es sich um ein kartesisches Koordinatensystem handelt, ist
die transponierte Transformationsmatrix mit der Inversen identisch und kann deshalb,
wie in Gleichung (2.38) dargestellt, auch fiir die Riicktransformation verwendet wer-
den. Die Basisvektoren der verformten Konfiguration lassen sich an einem beliebigen
Punkt des Elementes wie folgt angeben:

O Oem X O
0 0 0
=% =% 9 y=a'xz2. (2.41)
Oxm Oxm X Oxm
ot 23 on
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Bei x,, handelt es sich um die Koordinaten der Mittelflache in der verformten Konfi-
guration. Sie werden vereinfacht in Abhéngigkeit von £ und 7 als

zn(en) = 5 (2lEn.C=1)+a(Enc=-1)) (2.42)

n

= % Z (Ni(&n)(Xz‘oJer+di0+di“))

=1

approximiert. Alternativ wére eine Transformation auf ein lokales konvektives Koor-
dinatensystem sinnvoll mit den Basisvektoren g;(£,7,0) beziiglich der Schalenmittel-
flache, die in T, spaltenweise anzuordnen wiren.

2.3.3 Elementmatrizen

In den folgenden Abschnitten sollen die auf Elementebene zu berechnenden und aus-
zuwertenden Matrizen zusammengestellt werden. Aus den Elementunterprogrammen
erfolgt immer die Ubergabe einer tangentiellen Steifigkeitsmatrix K tang und eines Ele-
mentresiduums f¢, die dann auf globaler Ebene entsprechend zu einer Gesamtsteifig-

keitsmatrix Kiqng und dem Gesamtresiduum f zusammengebaut werden.

Numerische Integration

Die Elementmatrizen werden durch Integration iiber das Elementvolumen berechnet,
wobei eine Projektion des Verzerrungszustandes auf einen FEinheitswiirfel der Sei-
tenlinge [ = 2 erfolgt. Dadurch ergibt sich ein konstanter Integrationsbereich. Die
Durchfiihrung der Integration erfolgt wie meist iiblich numerisch mit Hilfe der Gauss-
Legendre Quadratur. Es werden hier die zu integrierenden Terme an den Stiitzstellen
des Legendre Polynoms ausgewertet und entsprechend gewichtet. Die auszuwertenden
Integrale konnen somit in leicht zu berechnende Summen diskreter Stiitzwerte umge-
wandelt werden. Beispielhaft werden in Tab. 2.1 die Koordinaten der Stiitzstellen und

n &i Wi
1 §&1=0 W, =2

2 51:—%552:—% Wi =2; Wy =

3 &=—y/2; &=0; G=—/2 | Wi=2; Wo=5; Wy=2

Tabelle 2.1: Koordinaten und Wichtungsfaktoren fiir numerische Gauss-Legendre In-
tegration mit ein bis drei Integrationspunkten
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die zugehorigen Wichtungsfaktoren fiir eine Integration mit bis zu drei Integrations-
punkten dargestellt. Weitere Details zur Gauss-Quadratur oder allgemein zur numeri-
schen Integration sind [17] zu entnehmen.

Mit der Gauss Integration konnen Polynome bis zu der Ordnung
m=2n—1 (2.43)

bei Verwendung von n Gausspunkten exakt integriert werden. In der Tangentialebene
der Elemente sind bei bilinearer Ansatzordnung Terme bis zu zweiter Ordnung vor-
handen, d.h. es ist eine Integration mit zwei Gausspunkten in beiden Richtungen not-
wendig. Bei biquadratischer Ansatzordnung sind dementsprechend Terme bis zu vierter
Ordnung vorhanden, weshalb fiir die Integration drei Gausspunkte in beide Richtungen
erforderlich sind.

In Dickenrichtung ist bei Verwendung von elastischen Materialgesetzen eine Integrati-
on mit zwei Integrationspunkten sowohl fiir die bilinearen als auch die biquadratischen
Elemente ausreichend. Alternativ ist bei Verwendung eines linear elastischen Materials
zur Steigerung der Effizienz auch eine analytische Vorabintegration in Dickenrichtung
moglich. Diese Vorgehensweise wird z.B. in [10] vorgeschlagen, soll im Rahmen der
vorliegenden Arbeit aber nicht verfolgt werden. Bei elastoplastischen Materialien wird
vorgeschlagen eine, hohere Anzahl von Integrationspunkten zu verwenden. Damit kann
gewihrleistet werden, dass sowohl der Spannungsverlauf in der Querschnittsdicken-
richtung als auch plastische Bereiche moglichst genau erfasst werden konnen. Alterna-
tiv bietet sich fiir die Integration in Dickenrichtung die Verwendung der Simpsonre-
gel an. Bei der Simpsonregel sind Integrationspunkte am Rand (¢ = £1) vorhanden.
Dies hat den Vorteil, dass die bei Biegebeanspruchung maximalen Spannungen an der
Schalenober- und unterseite beriicksichtigt werden.

Die tangentielle Steifigkeitsmatrix und der Elementresidualvektor ohne er-
weiterte Verzerrungen

Werden keine erweiterten Verzerrungen (EAS-Methode) eingesetzt, dann ergeben sich
die Steifigkeitsmatrix und der Elementresidualvektor aus den zum Verschiebungsansatz
kompatiblen Verzerrungsanteilen. Eventuell durchgefiihrte Modifikationen mit der Me-
thode der angenommenen Verzerrungen haben keinen Einfluss auf die grundsétzliche
Gestalt der Steifigkeitsmatrix und des Elementresidualvektors. Nach der Abbildung
des Elementes auf ein quadratisches Einheitselement mit der Seitenldnge [ = 2 und der
Einfiihrung des lokalen, natiirlichen Koordinatensystems mit den Koordinaten &, 7, (
lasst sich die tangentielle Steifigkeitsmatrix aus der Linearisierung (Il;n¢) g.q4. und der
Elementresidualvektor (IL;,;) 4. wie folgt darstellen

KS,,, = / (el Cea +eha o) dv
< M~ N~
|4 BT B H
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+1 41 +1
= / / / (€4.C €a. + €l a,0) det dédnd( (2.44)
-1 -1-1
fe — fimt_ffnt:met_/sze o dV
~~
Vv BT
+1 +1 +1
— i [ [ [ o ders aganc. (2.45)
-1 -1-1

Bei detJ handelt es sich um die Determinante der Jacobi-Matrix, die die partiellen
Ableitungen der unverformten Schalengeometrie X nach den natiirlichen Koordinaten
&,mund ¢ enthilt:

ax 9y oz

e 9 o¢
_ | ax av oz

ox oy oz

ac  a¢ acC

Die Integrale aus Gleichung (2.44) und (2.45) lassen sich mit Hilfe der Gauss Integration
als Summe {iber die Integrationspunkte darstellen:

Koy = ZZZ (BT(fi,nj,Ck) @(&ismjs Ce) B(&imjs Ck) +

i=1 j=1 k=1
H (6,15, G) /(€55 Ge) ) detT (€, Ge) Wi Wy Wi (2.47)
fe = met o

mit m x m Gausspunkten in der Schalenfliche und n Gausspunkten in Dickenrichtung.

Die in (2.44) und (2.45) benstigten Matrizen werden aus dem Verschiebungsansatz
berechnet, der vereinfacht als

u = Dd, (2.49)

dargestellt wird. Dabei sind in der Ansatzmatrix D die Matrizen D? entsprechend Glg.
(2.36) und (2.38) angeordnet, worauf sich bei nst Freiwerten pro Element eine Grofie
von 3 X nst ergibt. Dementsprechend sind im Elementknotenverschiebungsvektor d. die
Vektoren d; den Glgn. (2.37) und (2.39) folgend angeordnet, der somit iiber nst Ele-
mente verfiigt. Die Ableitungen der Verschiebungen nach den natiirlichen Koordinaten
&,m und ( lassen sich durch Ableiten der Matrix D ermitteln:

ou ou ou
— =D_d, ; 8_77 =D ,d. ; 8_C

5 - Dd, . (2.50)
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Somit ergibt sich der Verzerrungsvektor € zu

[ By ] [ GIDgde+ id." DLD cd. T
By G}D,d.+ id." D' D ,d.
| 2B | | GID,d.+G;Dd.+d."D’.D,d. 051
T oy | T GiDd.+ 1d.," DD ., ' (2:51)
2Fy; G}D.d.+GiD,d. +d. "D’ D .d,
| 2B5 | | GIDde+GiDd. +d." DD d,. |

Die Verzerrungs-Verschiebungs-Matrix B berechnet sich aus der Ableitung der Verzer-
rungen nach dem Knotenverschiebungsvektor d,:

G/D;+d. DD,
G;D,+d. D" D,
GD,+G;D¢+d." DD, +d." D' D,
GiD +d. DD
G;D;+GiD,+d.”D'D +d." DD,
G!D:+GiD;+d. DD +d."D"D; |

B=cg4 = (2.52)

Die zweite Ableitung von € nach d, ergibt die dreistufige Matrix H:

D?;.D,f
D?,;D,,7
D?;D,n + D:@D,g
D?&D,(
D?;]D,g + D§D,,7
D?;.D,( + D?&D,f |

H=¢4.4. = (2.53)

Somit stehen alle Elementmatrizen zur Verfiigung, die bei einer reinen Verschiebungs-
formulierung mit richtungstreuen Knotenlasten ben6tigt werden. In den folgenden Ab-
schnitten werden die zusitzlichen fiir gemischte Elementformulierungen (EAS), Vo-
lumenlasten und bei verformungsabhingiger Belastung bendétigten Elementmatrizen
zusammengestellt.

Elementmatrizen fiir gemischte FE-Formulierung (EAS-Methode)

Wird die in Abschnitt 1.3.3 ausfiihrlich beschriebene EAS-Methode verwendet, ist die
Ermittlung weiterer Elementmatrizen erforderlich, die in Glg. (1.92) enthalten sind.
Die Ableitung der erweiterten Verzerrungen € aus Glg. (1.100) nach dem Vektor der
zusitzlichen Parameter a, ergibt:

E . detJo
Y detd

Tp M =M . (2.54)

57
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Somit lassen sich die Matrizen aus Glg. (1.92) angeben:

1 1 1
L, = /BT C M= ///BT C M detJ dédnd( , (2.55)
1% -1 -1 -1
1 1 1
D, = /MT ¢ M = ///MT € M detJ dédndC (2.56)
1% -1 -1-1
1 1 1
P, = /MT C (ep + &) = ///MT C (4 + &)detJ dédndc . (2.57)
1% -1 -1-1

Der Vektor der dufleren Lasten

Wie in Gleichung (1.59) beschrieben, setzt sich das duflere Potential aus den Arbeits-
anteilen der Volumen- und Oberflichenkrifte zusammen. Aus Gleichung (1.71) ist er-
sichtlich, dass sich der duflere Lastvektor f,,, als Ableitung des dufleren Potentials
nach dem Knotenverschiebungsvektor d darstellen lasst:

fon= =)= [muly-bavs [uly o da, (2.58)
Y J \A J
Feut Fou

wobei zwischen Oberfliichenkriften £C, und Volumenkriften f) . unterschieden wird.
Die Oberflachenkrifte fgm werden global als Knotenlasten bei der Beschreibung des
Problems festgelegt. Sie konnen somit als gegeben angesehen und miissen program-
miertechnisch nicht gesondert beriicksichtigt werden.

Fiir die Volumenkrifte erfolgt die Eingabe der Dichte des Korpers pg, sowie die Eingabe
der Komponenten eines Beschleunigungsvektors b;, der die Richtung der Belastung
beschreibt. Aus den Komponenten b; wird der normierte Vektor b ermittelt:

1 by
b=—— | b, | . (2.59)

Um den Elementlastvektor der Volumenkrifte f; zu bestimmen, wird wieder die in
Abschnitt 2.3.2 beschriebene Verschiebungsapproximation verwendet. Dabei wird die
Interpolation der Verschiebungen in Dickenrichtung vernachléssigt, und es wird verein-
fachend davon ausgegangen, dass die Belastungsanteile der oberen und unteren Knoten
gleich grof} sind. Daraus ergibt sich folgende vereinfachte Darstellung der Ableitung der
Verschiebungen nach dem Knotenverschiebungsvektor:

1 N 0O 0 N 0 0 N
ug, =N(En) = 3 0O N O 0 N 0 0
0 0 N 0O 0 N 0

0
0 (2.60)
N,

n
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Die Matrix N verfiigt entsprechend der Gesamtanzahl der Freiheitsgrade pro Element
iiber nx 6 Spalten. Fiir die ...3Dq Elemente, die pro Knotenpaar iiber einen zuséitzlichen
Freiheitsgrad verfiigen, erweitert sich die Matrix um je eine Spalte mit Nullen nach
jeder sechsten Spalte, womit sich die Gesamtanzahl der Spalten auf n x 7 vergréfiert.
Durch Einsetzen, Projektion auf das quadratische Einheitselement und Anwenden der
Gauss-Legendre Integration erhélt man:

1
fi = [m3NEnbav

v

+1 41 +1

S / / / N (€n) b detJ (€1, C) dednd

-1 -1-1

n 2

1
= S > NT(Em) bdetd (& YW (2.61)

i=1 j=1

unter der Voraussetzung, dass die Dichte py konstant ist.

Elementsteifigkeitsmatrix und -lastvektor fiir verformungsabhingige Druck-
belastung

Die Verwendung verformungsabhéngiger Druckbelastungen fiir nichtlineare FE-
Berechnungen wird ausfiihrlich in [66] behandelt. Bei der Linearisierung des Potentials
der verformungsabhéngigen Belastung ergibt sich ein zusétzlicher Anteil zur Element-
steifigkeitsmatrix. Hier soll der Fall einer verformungsabhingige Druckbelastung be-
trachtet werden, d.h. gegeben ist der Schalendruck py der im Laufe der Deformation
immer normal zur Schalenoberfliche gerichtet sein soll. Dementsprechend lisst sich die
Druckbelastung auf das ’Solid-Shell” Element mit Hilfe eines Einheitsnormalenvektors

X
n = L X Ln ’ (2.62)
|6 X Ty

der senkrecht auf der Schalenoberfliche in der verformten Konfiguration steht, definie-
ren als

D =pon . (2.63)

Die Variation des Potentialterms fiir die verformungsabhingige Druckbelastung ergibt
sich damit zu:

OIIE , = —po / dun dA . (2.64)
A
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Es erfolgt die Transformation auf die lokalen konvektiven Koordinaten des Einheits-
elements mit dA = [z ¢ X x| dfdn; (2.62) wird in (2.64) eingesetzt und es folgt der
Ubergang auf die diskrete Form

du = D éd, (2.65)

mit der Matrix der Ansatzfunktionen D und dem Elementknotenverschiebungsvektor
d.:
41 +1
o7, = —od." pU//DT (e x x,) didn . (2.66)

-1 -1

Die Linearisierung von (2.66) fiihrt auf

+1 +1
p aéngmt T T
A(SHBLL‘t = ad = _6de p(] D (ma§ X m:nade + xagade X mﬂl) dgdn
€ -1 -1
+1 +1
= —éd." po / / D" (z¢x D, +Dgxz,) ddy. (2.67)
-1 -1

Somit ergeben sich die zusétzlichen Anteile zur Elementsteifigkeitsmatrix aufgrund der
verformungsabhéngigen Druckbelastung zu:

+1 +1

K; = —po//DT (e x D,+ D¢ xa,) ddn (2.68)

-1 -1

= —pOZDT(&;m) (@ £(&imi) x D y(&imi) + D e(&mi) X @y (&mi) Wi
i1

und der Anteil zum Elementlastvektor als:

+1 +1

o= —m / / D" (z¢ xx,) dédn

-1 -1

= —poZDT(&,m) (@,¢(&irmi) < 5(&iymi)) Wi (2.69)
=1

2.3.4 Bilineare ’Solid-Shell’ Elemente

Als bilinear werden die ’Solid-Shell’ Elemente bezeichnet, fiir die als Approximation
der Geometrie und der Verschiebungen in der Schalenfliche die bilinearen Lagrange-
Ansatzfunktion

N ) = Z0+ &) +mn), i=1...4 (2.70)
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verwendet werden. Sie verfiigen somit iiber vier Knoten in der Schalenfliche und zwei
Knoten iiber die Dicke und werden dementsprechend auch als 8-Knoten-Elemente be-
zeichnet.

DIS3D Element

Das DIS3D Element entspricht einem reinen Verschiebungselement mit trilinearen An-
satzfunktionen. Es verfiigt iiber keine schalenspezifischen Modifikationen und kann
somit nicht als ’Solid-Shell’ Element bezeichnet werden, wird aber fiir Vergleichsbe-
rechnungen innerhalb dieser Arbeit eingesetzt. Die Integration der Elementmatrizen
erfolgt standardméflig mit 2 x 2 x 2 Gausspunkten, im Spezialfall erfolgt eine reduzier-
te Integration mit nur einem Gausspunkt. Die reduziert integrierte Variante wird als
DIS3D-ri Element bezeichnet.

ANS3DL Element

Beim ANS3DL Element werden die Querschubverzerrung, wie in Kapitel 2.2.1 ausfiihr-
lich beschrieben, durch einen ANS-Ansatz nach Bathe und Dvorkin [27] modifiziert.
Ansonsten werden keine Verdnderungen im Vergleich zu einem trilinearen Kontinu-
umselement vorgenommen. Das Kiirzel 3D in der Elementbezeichnung deutet auf den
dreidimensionalen Charakter der ’Solid-Shell” Formulierungen hin. Der Buchstabe L
sagt aus, dass in Dickenrichtung ein linearer Ansatz ohne Modifikationen verwendet
wird.

Mit Hilfe des ANS-Verfahrens werden die Querschubverzerrungen E,. und E¢;
verdndert. Die Verzerrung F, . wird als konstant in 7-Richtung und als linear verdnder-
lich in ¢-Richtung entsprechend Glg. (2.4) angenommen. Die Auswertung von E, er-
folgt an den Stiitzstellen ((¢ = —1,7 = 0) und (£ = 1,7 = 0). Analog dazu wird die
Verzerrung Eg¢ an den Stiitzstellen (£ = 0,7 = —1) und (£ = 0,7 = 1) ausgewertet
und es wird ein Verlauf linear verédnderlich in n-Richtung und konstant in &-Richtung
entsprechend Glg. (2.5) angenommen. Die angenommenen Verzerrungsansitze fiir die
Querschubverzerrungen werden fiir alle in den né&chsten Abschnitten vorgestellten Ele-
mentformulierungen verwendet.

ANS3Dq Element

Das ANS3Dq Element basiert auf einer hierarchisch quadratischen Interpolation fiir die
Verschiebung w’ in Dickenrichtung iiber die Dicke. Daraus resultiert fiir die Verzerrung
in Dickenrichtung F¢ ein linear verdnderlicher Anteil in ¢, wie dies zur Vermeidung des
Dickenversteifungseffekts gefordert wird. Dementsprechend wird die Verschiebungsin-
terpolation (siehe Glg. (2.36)) erweitert:

1 (4 ) TI(€n)  03x3 035 .
u(faﬁao:z _Nz(gan) Tu(ga’r])@(C) 03><3 TZ(&:T]) 03><1 dle ’ (271)

2
i=1 O1x3 O1x3 1
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mit der um einen quadratischen Anteil in ¢ erweiterten Interpolationsmatrix ©(()
(Glg. (2.14)). Der Verschiebungsvektor der Elementknotenpaare muss dementsprechend
ebenfalls um einen zuséitzlichen Freiheitsgrad erweitert werden:

di = [la’z{u ﬂ57 i]T = [aiu: ?_)iu: U_)iu: ﬂila ,Uil: u_)ili Bl]T : (272)
Somit verfiigt das ANS3Dq Element iiber sieben Freiheitsgrade pro Elementknoten-

paar. AuBerdem ist eine Transformation der Matrix ©(¢) erforderlich, wobei die Matrix
T, (siehe Glg. (2.40)) verwendet wird.

ANS3DEAS Element

Beim ANS3DEAS Element werden die Verzerrungen in Dickenrichtung E¢. um einen
in (-Richtung linear verdnderlichen Anteil unter Verwendung der in Kapitel 1.3.3 be-
schriebenen EAS-Methode erweitert. Ziel der Erweiterung ist es, die Kompatibilitat
der Normalverzerrung in Dickenrichtung zu den Membranverzerrungen in der Schalen-
fliche herzustellen. Dementsprechend werden mit Hilfe der Erweiterungsmatrix M aus
Glg. (1.100) folgende drei fehlenden Anteile hinzugefiigt:

0 0 0
0 0 0
0 0 0

M = 2.73
¢ &g (2.73)
0 0 0

| 0 0 0 |
Der Vektor a enthilt demzufolge drei zusétzliche unbekannte Variablen:
T
o, = [ Qr Qo Q3 } , (2.74)

Ansonsten entspricht das ANS3DEAS Element dem im Abschnitt 2.3.4 beschriebenen
ANS3DL Element.

EAS3DEAS Element

Das EAS3DEAS Element enthilt alle Erweiterungen des ANS3DEAS Elementes.
Zusétzlich wird noch ein EAS-Ansatz fiir die Membranverzerrungen hinzugefiigt, um
auch die Membraneigenschaften des Elementes zu verbessern. Genauer gesagt werden
zu den drei Anteile fiir die Normalverzerrung in Dickenrichtung noch vier Anteile fiir
die Membranverzerrungen hinzugefiigt, die aufgrund der gewihlten Verschiebungsap-
proximation in den kompatiblen Verzerrungsanteilen nicht enthalten sind. Die Erwei-
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terungsmatrix M ergibt sich somit zu:

(2.75)

S OO O OIMN
O oo o3 O
SOOI OO
SO O3 OO

comn o oo
A

coRooo
=3

coR oo o

Dementsprechend enthilt der Vektor a sieben unbekannte Freiwerte:
o= ... a7]T, (2.76)

eas3DEAS Element

Das eas3DEAS Element entspricht weitgehend dem EAS3DEAS Element. Es werden
lediglich nochmals zwei zusitzlich Verzerrungsanteile hinzugefiigt, die entsprechend
Glg. (2.21) ein volumetrisches Versteifen vermeiden sollen. Die Erweiterungsmatrix M
und der Vektor a ergeben sich somit zu:

(2.77)

oo o om
cooco= o
cCoomo o
cCoo= oo
coocol o

cComN o oo
™

coRooco
=

coR oo o

ae:[al R 7 ]T. (2.78)

EAS3Dq und eas3Dq Element

Eine weitere Elementvariation ergibt sich durch die alternative Verwendung der qua-
dratischen Verschiebungsinterpolation in Dickenrichtung fiir die in den vorigen Ka-
piteln besprochenen beiden EAS-Elemente EAS3DEAS und eas3DEAS. Diese Ele-
mente entsprechen somit dem ANS3Dq Element aus Abschnitt 2.3.4 zuziiglich einer
EAS-Erweiterung fiir die Membranverzerrungen analog zum EAS3DEAS Element (Ab-
schnitt 2.3.4) und zum eas3DEAS Element (Abschnitt 2.3.4). Dementsprechend ergibt
sich fiir das EAS3Dq Element folgende Erweiterungsmatrix:

(2.79)

O OO OO
S oo o3 O
S O OoOvn O O
oS o o3 O O
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Fiir das eas3Dq Element ergibt sich M zu:

&0 0 0 & 0

0n 00 0 &,

100 &7 0 O
M = 0000 0 O (2.80)

0000 0 O

| 00000 0 0 |

Der Vektor @ enthélt somit vier bzw. sechs unbekannte Freiwerte.

Selektiv reduzierte Integration der volumetrischen Anteile

Vorausgesetzt es ist ein Materialgesetz vorhanden, das eine Aufspaltung in deviatori-
sche und volumetrische Anteile zuldsst, dann kann, siehe Abschnitt 2.2.3, zur Vermei-
dung der volumetrischen Versteifung eine reduzierte Integration der volumetrischen An-
teile durchgefiihrt werden. Fiir die hier betrachteten Elemente mit bilinearen Ansétzen
werden bei vollstindiger Integration 2 x 2 Gausspunkte in der Schalenfliche verwen-
det. Dementsprechend wird die reduzierte Integration fiir die volumetrischen Anteile
mit nur einem Gausspunkt in der Schalenfliche durchgefiihrt. Die Anzahl der Inte-
grationspunkte in Dickenrichtung bleibt unbeeinflusst. Die Elemente, die die selektiv
reduzierte Integration verwenden, werden mit dem Kiirzel ...-rv gekennzeichnet.

Angenommene Verzerrungen fiir Normalverzerrung in Dickenrichtung

Zur Vermeidung des in Abschnitt 2.2.4 diskutierten Trapezoidal Locking Effekts, wird
z.B. in [11] die Verwendung der Methode der angenommene Verzerrungen fiir die Nor-
malverzerrung in Dickenrichtung vorgeschlagen. Die Auswertung der Verzerrung F.
erfolgt dabei an den Knotenpunkten, an denen ein Versteifungseffekt nicht zu erwarten
ist. Die Interpolation von E¢¢ iiber die Schalenfliche ergibt sich dann zu:

Ece = Niem Ecger=—1m=-1) + No(em) Ecc(éa=1m=-1) + N3(em) Ecc(ea=1m=1) +
Nuen) E¢clea=—1m1=1) , (2.81)

mit den bilinearen Ansatzfunktionen N; aus Glg. (2.70). Die Elemente mit angenomme-
ner Normalverzerrung in Dickenrichtung werden mit dem Kiirzel ...-at gekennzeichnet.

2.3.5 Biquadratische ’Solid-Shell’ Elemente

Als biquadratisch werden die 'Solid-Shell’ Elemente bezeichnet, die fiir die Approxima-
tion der Geometrie und der Verschiebungen in der Schalenfliche die biquadratischen
Lagrange- Ansatzfunktion

Vg = (pes0+e+0-€)0-¢)
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(%nm(1+?7?7i)+(1—n2) (1—772)) ,  i=1...9. (2.82)

enthalten. Sie verfiigen somit {iber neun Knoten in der Schalenfliche und zwei Knoten
iiber die Dicke und werden dementsprechend auch als 9- bzw. 18-Knoten-Elemente
bezeichnet.

DI9K3D Element

Das DI9K3D Element entspricht der reinen Verschiebungsformulierung und enthélt bi-
quadratische Ansétze in der Schalenfliche und einen linearen Ansatz in Dickenrichtung.
Schalenspezifische Modifikationen werden keine genutzt, d.h. es handelt sich weniger
um ein ’Solid-Shell’ Element als um ein biquadratisch-lineares 18-Knoten Kontinuums-
element. Die Integration der Elementmatrizen erfolgt mit 3 x 3 x 2 Gausspunkten, bei
der vollstédndig reduziert-integrierten Variante DI9K3D-ri werden 2 x 2 x 1 Gausspunkte
verwendet.

MI9K3DL Element

Beim MI9K3DL Element werden die Membran- und die Querschubverzerrung, wie in
Kapitel 2.2.1 ausfiihrlich beschrieben durch einen Ansatz angenommener Verzerrungen,
vorgeschlagen von Bathe und Bucalem [18] fiir deren MITC9 Element, modifiziert. Dies
fithrt zum Kiirzel MI in der Elementbezeichnung. Das Kiirzel 9K wird hier fiir alle
biquadratischen Elemente verwendet, die neun Knoten in der Schalenfliche aufweisen.
Der Buchstabe L sagt aus, dass in Dickenrichtung ein linearer Ansatz ohne weitere
Modifikationen verwendet wird.

Mit Hilfe des Ansatzes angenommener Verzerrungen (ANS) werden sowohl fiir die
Membranverzerrungen E¢¢, E,, und Eg, als auch fiir die Querschubverzerrungen E,.
und E¢ Verzerrungsverldufe entsprechend den Glgn. (2.6)-(2.10) angesetzt. Die er-
forderlichen Interpolationsfunktionen sind den Glgn. (2.11)-(2.13) zu entnehmen. Die
Auswertung der kompatiblen Verzerrungsanteile erfolgt an den in Bild 2.3 dargestellten
Stiitzstellen. Diese Verzerrungsansitze fiir die Membran- und Querschubverzerrungen
werden fiir alle in den folgenden Abschnitten vorgestellten biquadratischen Element-
formulierungen verwendet.

MI9K3Dq Element

Das MI9K3Dq Element basiert analog zum ANS3Dq Element auf einer hierarchisch
quadratischen Interpolation fiir die Verschiebung w’ in Dickenrichtung. Daraus er-
gibt sich direkt die zur Vermeidung des Dickenversteifungseffekts geforderte in ¢ linear
verénderliche Approximation fiir die Verzerrung in Dickenrichtung F¢.. Die Verschie-
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bungsinterpolation (Glg. (2.36)) wird entsprechend erweitert zu:

e}

1 Tg(ﬁﬂ?) 0353 031 )
u(€n.Q) =) | sNEM Tu&mMOQ) | O3z Ty(€n) Opar | dy|. (283)

=1 O1x3 O1x3 1

Verwendet wird wiederum die Interpolationsmatrix aus Glg. (2.14) und die Transfor-
mationsmatrix T, (siche Glg. (2.40)). Der Knotenverschiebungsvektor d., wird entspre-
chend Glg. (2.72) erweitert. Somit enthélt das MI9K3Dq Element einen zusitzlichen
globalen siebten Freiheitsgrad pro Elementknotenpaar.

MI9K3DEAS Element

Beim MI9K3DEAS Element werden alternativ zum MI9K3Dq Element direkt die Ver-
zerrungen in Dickenrichtung F¢. um einen in ¢-Richtung linear verdnderlichen Anteil
unter Verwendung der in Kapitel 1.3.3 beschriebenen EAS-Methode erweitert, um wie-
derum die Kompatibilitdt der Normalverzerrung in Dickenrichtung zu den Membran-
verzerrungen des Elements herzustellen. Die Erweiterungsmatrix M aus Glg. (1.100)
enthéilt dementsprechend acht zusétzliche Anteile:

0O 0 0o 0 0 0 0 0
0O 0 0o 0 0 0 0 0
0O 0 0o 0 0 0 0 0

M = 2.84
C & nC e ¢ 1 e En (284
00 0 0 0 O 0 0

00 0 0 0 0 0 0 |
Der Vektor a enthilt demzufolge acht zusitzliche unbekannte Variable:
o= ... og }T (2.85)

Selektiv reduzierte Integration der volumetrischen Anteile

Wie bereits in Abschnitt 2.3.4, werden auch die biquadratischen Elemente, bei Verwen-
dung der selektiv reduzierten Integration der volumetrischen Anteile mit dem Kiirzel
...-rv gekennzeichnet. In der Schalenfléche erfolgt fiir die biquadratischen Elemente die
vollsténdige Integration mit 3 x 3 Gausspunkten. Demzufolge werden bei selektiv redu-
zierter Integration die volumetrischen Anteile mit 2 x 2 Gausspunkten integriert. Die
Anzahl der Integrationspunkte in Dickenrichtung bleibt davon unbeeinflusst.

Angenommene Verzerrungen fiir die Normalverzerrung in Dickenrichtung

Fiir die biquadratischen Elemente wird zur Vermeidung des 'Trapezoidal Locking’ Ef-
fekts analog zum Vorgehen bei linearen Ansétzen [8] eine Verzerrungsapproximation
fiir die Normalverzerrung in Dickenrichtung E,. vorgeschlagen. E¢ wird hierfiir an den
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Knotenpunkten ausgewertet und mit Hilfe der biquadratischen Ansatzfunktionen (Glg.
(2.82)) in der Schalenfléiche interpoliert:

Egg = Nien) Eccer=—1m=-1) + Na(en) Eec(e2=1,m=-1) + N3(&n) E¢c(es=1,n3=1) +
Naen) E¢c(ea=—1,m=1) + Ns(en) Eee(6=0m5=—1) + Ng(&n) E¢¢(€e=1,16=0) +
Nr(em) Ecc(ér=0mr=1) + Ng(em) Ec(6s=—1,ns=0) + No(é,n) E¢c(éo=0mo=0) . (2.86)

Analog zu den bilinearen Elementen werden auch die biquadratischen Elemente, die

angenommene Verzerrungen fiir die Normalverzerrung in Dickenrichtung verwenden,
mit dem Kiirzel ...-at gekennzeichnet.
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2.3.6 Tabellarische Zusammenstellung aller ’Solid-Shell’
Elementformulierungen

In Tabelle 2.2 soll nochmals ein Uberblick iiber alle in dieser Arbeit vorgestellten Ele-

mentformulierungen und deren Bezeichnungen gegeben werden.

Elementname Ansatz- Modifikation Modifikation Modifikation
funktionen der der Normal- der
in der Membran- verzerrung in Querschub-
Schalenfliche | verzerrungen | Dickenrichtung | verzerrungen
DIS3D bilin. Lagr. - - -
ANS3DL bilin. Lagr. - - ANS
ANS3Dq bilin. Lagr. - quadr. hierarch. ANS
Ansatz fiir w
EAS3Dq bilin. Lagr. | 4-Param.-EAS | quadr. hierarch. ANS
Ansatz fiir w
eas3Dq bilin. Lagr. | 6-Param.-EAS | quadr. hierarch. ANS
Ansatz fiir w
DI3DEAS bilin. Lagr. - 3-Param.-EAS -
ANS3DEAS bilin. Lagr. - 3-Param.-EAS ANS
EAS3DEAS bilin. Lagr. | 4-Param.-EAS | 3-Param.-EAS ANS
eas3DEAS bilin. Lagr. | 6-Param.-EAS | 3-Param.-EAS ANS
DI9K3D biquad. Lagr. - - -
MI9K3DL biquad. Lagr. ANS - ANS
MI9K3Dq biquad. Lagr. ANS quadr. hierarch. ANS
Ansatz fiir w
MI9K3DEAS | biquad. Lagr. ANS 8-Param.-EAS ANS
Tl vollstdndig reduzierte Integration
TV selektiv reduzierte Integration der volumetrischen Terme
...-at angenommener Verlauf fiir Normalverzerrungen in Dickenrichtung

Tabelle 2.2: Tabellarische Auflistung aller Varianten von 'Solid-Shell’ Elementformu-
lierungen mit den zugehoérigen Elementmodifikationen
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2.4 Numerische Beispiele

In diesem Kapitel sollen die in den vorigen Abschnitten vorgestellten bilinearen und
biquadratischen ’Solid-Shell” Elemente anhand ausgewihlter numerischer Beispiele un-
tersucht werden. Dabei gilt ein besonderes Augenmerk dem Auftreten der verschiedenen
Versteifungseffekte fiir die vorgeschlagenen Elementvarianten.

2.4.1 Untersuchung von Eigenwerten und Eigenformen

In diesem Abschnitt werden die Eigenwerte und Eigenformen eines einzelnen Elementes
fiir jede der vorgestellten Elementformulierungen untersucht. Das Ziel dieser Untersu-
chung ist es, das eventuelle Auftreten von Kinematiken (Null-Energie-Moden) und die
Neigung zu Versteifungen zu iiberpriifen. Die Berechnungen werden an einem einzelnen

Ih Geometrie: Material:
Il = 5 E = 10.92

| ; [% h = 0.1

Abbildung 2.10: Geometrie- und Materialeigenschaften des einzelnen quaderférmigen
Elementes fiir die Eigenwertuntersuchung; Diskretisierung erfolgt mit
einem ’Solid-Shell” Element

quaderformigen Element durchgefiihrt, die Geometriedaten sind Abb. 2.10 zu entneh-
men.

Es erfolgt eine Variation der Querdehnzahlen mit » = 0.0, » = 0.3 und v = 0.499.
Die Ergebnisse fiir diese Félle sind in den Tabellen 2.3, 2.4 und 2.5 dargestellt. Mit
v = 0.499 wird ein nahezu inkompressibles Verhalten erzeugt. Hierfiir werden die
Eigenformen des ANS3DEAS Elements fiir die hohen Eigenwerte (Eigenwerte 21.-24.
in Tabelle 2.5) in Abb. 2.11 dargestellt. Auf der Basis analytischer Uberlegungen ist
nur der erste dieser vier Eigenwerte zu erwarten, da keine bzw. nur eine geringe Volu-
mendnderung moglich ist. Die anderen drei sehr hohen Eigenwerte sollten nicht auftre-
ten, d.h. sie sind eine Folge der Diskretisierung und fithren zur sogenannten volume-
trischen Versteifung. Fiir die Elemente mit quadratischer Verschiebungsinterpolation
iiber die Dicke, die ...3Dq Elemente mit einem zusétzlichen Freiheitsgrad 3 sollte analog
theoretisch im nahezu inkompressiblen Fall lediglich ein zweiter hoher Eigenwert auf-
treten. Dies wird iiber eine selektiv reduzierte Integration der volumetrischen Anteile
(...-rv Elemente) erreicht. Die Ergebnisse lassen sich damit zusammenfassen:

e Der Unterschied der Ergebnisse zwischen den Elementen mit quadratischer Ver-
schiebungsinterpolation iiber die Dicke (...3Dq Elemente) und den Elementen mit
erweiterter Verzerrung in Dickenrichtung (...3DEAS Elemente) ist vernachléssig-
bar klein.

e Fiir das bilineare EAS3DEAS Element mit einer 4-Parameter Erweiterung der
Membranverzerrungen weisen zwei der drei versteifenden Eigenformen (Nr. 3 und
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Element Starrkorper- | Kinematiken Eigenwerte
bewegung < 0.1 ‘ < 1.0 ‘ R 00 ‘ max
ANS3Dq 1.-6. - 7.-9. | 10.-16. - 1365
ANS3Dq-rv 1.-6. - 7.-9. | 10.-16. - 1365
eas3Dq 1.-6. - 7.-9. | 10.-16. - 1365
eas3Dq-rv 1.-6. - 7.-12. | 13.-17. - 1365
ANS3DEAS 1.-6. - 7.-9. | 10.-16. - 1365
ANS3DEAS-rv 1.-6. - 7.-9. | 10.-16. - 1365
EAS3DEAS 1.-6. - 7.-9. | 10.-16. - 1365
EAS3DEAS-rv 1.-6. - 7.-11. | 12.-16. - 1365
eas3DEAS 1.-6. - 7.-9. | 10.-16. - 1365
eas3DEAS-rv 1.-6. - 7.-12. | 13.-17. - 1365
MI9k3DEAS 1.-6. - 7.-15. | 16.-27. - 1670
MI9k3DEAS-rv 1.-6. - 7.-15. | 16.-29. - 1557
MI9k3Dq 1.-6. - 7.-15. | 16.-27. - 1670
MI9k3Dg-rv 1.-6. - 7.-15. | 16.-30. - 1557

Tabelle 2.3: Eigenwerte des einzelnen quaderférmigen Elementes fiir verschiedene Ele-
mentformulierungen; Querdehnzahl v = 0.0

Element Starrkorper- | Kinematiken Eigenwerte
bewegung < 0.1 ‘ < 1.0 ‘ 00 ‘ max
ANS3Dq 1.-6. - 7.-9. | 10.-16. - 1838
ANS3Dq-rv 1.-6. - 7.-9. | 10.-16. - 1838
eas3Dq 1.-6. - 7.-9. | 10.-16. - 1838
eas3Dq-rv 1.-6. - 7.-12. | 13.-17. - 1838
ANS3DEAS 1.-6. - 7.-9. | 10.-16. - 1838
ANS3DEAS-rv 1.-6. - 7.-9. | 10.-16. - 1838
EAS3DEAS 1.-6. - 7.-9. | 10.-16. - 1838
EAS3DEAS-rv 1.-6. - 7.-11. | 12.-16. - 1838
eas3DEAS 1.-6. - 7.-9. | 10.-16. - 1838
eas3DEAS-rv 1.-6. - 7.-12. | 13.-17. - 1838
MI9k3DEAS 1.-6. - 7.-15. | 16.-29. - 2248
MI9k3DEAS-rv 1.-6. - 7.-17. | 18.-29. - 1978
MI9k3Dq 1.-6. - 7.-15. | 16.-29. - 2248
MI9k3Dq-rv 1.-6. - 7.-17. | 18.-29. - 1978

Tabelle 2.4: Eigenwerte des einzelnen quaderférmigen Elementes fiir verschiedene Ele-
mentformulierungen; Querdehnzahl v = 0.3

4 in Abb. 2.11) sichtbar kleinere Eigenwerte verglichen mit den Ergebnissen des
ANS3DEAS Elements auf. Eine der versteifenden Eigenformen ist allerdings in
voller Effektivitit weiter vorhanden.

e Mit der 6-Parameter Erweiterung der Membranverzerrungen (eas3D... Elemen-
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Element Starrkorper- | Kine- Eigenwerte
bewegung | matiken || < 0.1 ‘ < 1.0 ‘ 2 00 ‘ max

ANS3Dq 1.-6. - 7. 8.-15. | 21.-28. | =~ 2.3-10°
ANS3Dq-rv 1.-6. - 7-9. | 10.-15. | 27.-28. | ~ 2.3 -10°
eas3Dq 1.-6. - 7. 8.-15. | 25.-28. | ~ 2.3-10°
eas3Dq-rv 1.-6. - 7.-12. | 13.-16. | 27.-28. | ~ 2.3 -10°
ANS3DEAS 1.-6. - 7. 8.-15. | 21.-24. | ~ 2.3-10°
ANS3DEAS-rv 1.-6. - 7.-9. | 10.-15. 24. ~2.3-10°
EAS3DEAS 1.-6. - 7. 8.-15. | 23.-24. | = 2.3.10°
EAS3DEAS-rv 1.-6. - 7.-11. | 12.-15. 24. ~ 2.3.10°
eas3DEAS 1.-6. - 7. 8.-15. 24. ~ 2.3.10°
eas3DEAS-rv 1.-6. - 7.-12. | 13.-16. 24. ~2.3-10°
MI9k3DEAS 1.-6. - 7.-12. 1 13.-29. | 47.-54. | ~ 2.8 - 10°
MI9k3DEAS-rv 1.-6. - 7-17. | 18.-29. | 51.-54. | ~ 2.3-10°
MI9k3Dq 1.-6. - 7.-12. 1 13.-29. | 46.-63. | ~ 2.8 - 10°
MI9k3Dgq-rv 1.-6. - 7-17. | 18.-29. | 56.-63. | ~ 2.3 - 10°

Tabelle 2.5: Eigenwerte des einzelnen quaderférmigen Elementes fiir verschiedene Ele-
mentformulierungen; Querdehnzahl v = 0.499

—_

. oo Eigenform 2. oo Eigenform

AN

J

3. oo Eigenform

Abbildung 2.11: Darstellung der Eigenformen der vier héchsten Eigenwerte fiir die
Eigenwertuntersuchung eines quaderféormigen ANS3DEAS Elementes
im nahezu inkompressiblen Bereich

te) wird hingegen eine vollstindige Elimination der volumetrischen Versteifung
auch ohne reduzierte Integration erreicht. Die 6-Parameter Erweiterung enthilt
die in Abschnitt 2.2.3 vorgeschlagenen EAS-Anteile, die ben6tigt werden um die
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Inkompressibilitdtsbedingung (Glg. 2.19) zumindest im linearen Fall zu erfiillen.

e In Abb. 2.3 (v = 0.0) und Abb. 2.4 (v = 0.3) ist zu beobachten, dass fiir die
EAS-Elemente mit zusitzlicher selektiv reduzierter Integration der volumetri-
schen Anteile im Bereich der niedrigen Eigenfrequenzen eine Verringerung der
Eigenwerte stattfindet. Dies lisst auf ein zu weiches Verhalten dieser Elemente
schlieflen.

e Fiir die biquadratischen Elemente kann die Anzahl der versteifenden Eigenfor-
men ebenfalls durch die Verwendung der selektiv reduzierten Integration der
volumetrischen Anteile (...-rv Elemente) verringert werden. Es verbleiben vier
(MI9K3DEAS-rv Element) bzw. acht (MI9K3Dq-rv Element), die wiederum zu
erwarten sind, da sie die Volumenédnderung des biquadratischen Elementes be-
schreiben.

2.4.2 Lineare Probleme - kleine Deformationen

Im ersten Teil der numerischen Beispiele werden ausschliefflich lineare Probleme mit
kleinen Deformationen betrachtet. Dabei sollen die einzelnen Elementformulierungen,
insbesondere die biquadratischen mit den bilinearen, hinsichtlich ihres Konvergenzver-
haltens verglichen werden. Auflerdem wird das Problem des sogenannten Trapezoidal
Locking niher betrachtet.

Patchtest

Ein sogenannter Patchtest [44] eignet sich zur Uberpriifung der Fihigkeit von Fi-
niten Elementen zur Abbildung konstanter Verzerrungszustéinde auch bei verzerrten
Elementgeometrien. Hierfiir wird in [49] neben dem Membranspannungs-Patchtest ein
Biege-Patchtest fiir herkdmmliche Schalenelemente vorgeschlagen. Beide werden in [76]
auch fiir Volumen-Schalenelemente eingesetzt. Dabei wird eine Scheibe bzw. Platte mit
den Abmessungen 0.24 x 0.12 x 0.001 und der Netzgeometrie in Abb. 2.12 untersucht.
Die Diskretisierung erfolgt mit jeweils vier bilinearen bzw. vier biquadratischen Ele-
menten.

Fiir den Membranspannungs-Patchtest wird folgendes Verschiebungsfeld vorgegeben:
1 1
u =0.001 (X + §Y> , v =0.001 (Y + §X> , w=0, (2.87)

d.h. jeweils fiir die oberen und unteren Randknoten der Elemente gleiche Verschie-
bungen. Aus diesem Verschiebungszustand ergibt sich analytisch ein konstanter Span-
nungszustand mit:

Oxx —Oyy — 1333 s oxy — 400 . (288)

Die Berechnung mit allen bilinearen und biquadratischen ’Solid-Shell” Elementen zei-
gen, dass alle Elemente den Spannungszustand korrekt abbilden. Dieser Patchtest wird
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(0,0.12) (0.24,0.12)
N """""""""""""""" -, Geometrie:
(0.08,0.08) _
L Material :
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, v — 0.25
(0.04,0.02) E = 1.0-10°
w (018003 ™
0,0) X | (0.24,0)

Abbildung 2.12: Knotenkoordinaten des FE-Netzes fiir den Patchtest; Knotenkoordi-
naten der Seitenmittenknoten der biquadratischen Elemente auf ge-
punkteter Linie

auch von den reinen Verschiebungselementen DIS3D und DI9K3D erfiillt, d.h. in Mem-
branrichtung treten keine Defekte bei ebenen Schalenelementen auf

Als zweiter Test wird mit der gleichen Patchgeometrie ein Biegetest durchgefiihrt.
Dafiir wird das folgende Verschiebungsfeld vorgegeben, das an den Randknoten zu den
entsprechenden Verschiebungsrandbedingungen fiihrt:

1
uy = vy=0, w0:0.001§(X2+XY+Y2),

1 1

Die Verschiebungen ug, vy, wo sind hierbei Schalenmittelflichenverschiebungen, die Ver-
drehungen Oy, Oy gelten fiir die Verdrehung der Schalennormalen. Damit ergeben sich
die Verschiebungsrandbedingungen (2.89) fiir die Knoten an der Schalenober- und un-
terseite zu:

t t
U:U0i§®y, v:v0:F§®X, w = wy . (2.90)

Dieser Patchtest wird als erfiillt betrachtet, wenn die fiir die Knoten im Inneren der
Platte berechneten Verschiebungen den Verschiebungen entsprechen, die sich aus dem
in (2.89) und (2.90) vorgegebenen Verschiebungsfeld ergeben. Auch dieser Test wird
von allen ’Solid-Shell” Elementen sowie vom biquadratischen Verschiebungselement
DI9K3D erfiillt. Nicht erfiillt wird der Test, wie erwartet, vom bilinearen Verschiebungs-
element DIS3D infolge der Querschubversteifung. Dies unterstiitzt die Wichtigkeit des
ANS-Ansatzes fiir die bilinearen Elemente.
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Zylinderschale mit Loch

Dieses Beispiel wurde gewéhlt, um die Elemente mit bilinearen Ansatzfunktionen de-
nen mit biquadratischen Ansatzfunktionen gegeniiberzustellen. Die Berechnung erfolgt
geometrisch linear mit linear elastischem Materialverhalten. Die Geometrie- und Ma-

Geometrie:
t = 0.25
r = 25
Material:
v = 0.0
E = 432-10°
Eigengewicht:
Einspannung g = 90

Abbildung 2.13: Geometrie und Materialeigenschaften der Zylinderschale mit Loch

terialdaten sind Abb. 2.13 zu entnehmen; die Belastung erfolgt durch Eigengewicht;
betrachtet wird die Verschiebung w in der Mitte des freien Randes. Aufgrund der
Symmetrieeigenschaften der Geometrie geniigt es, bei Verwendung der entsprechenden
Symmetrierandbedingungen, ein Viertel der Struktur mit finiten Elementen zu vernet-
zen. In Abb. 2.14 wird exemplarisch die Draufsicht auf ein 45-Knoten Netz gezeigt.

Abbildung 2.14: Zylinderschale mit Loch, 45-Knoten Netz mit 45x6 bzw. 45x7 Frei-
heitsgraden

Die Anzahl der Knotenpunkte in der Schalenfliche fiir das diskretisierte Viertel der
Struktur wird von 15 bis 561 variiert.

Es handelt sich um eine gekriimmte Struktur mit verzerrtem Elementnetz; hier soll-
ten die Vorteile der biquadratischen Ansétze bei der Geometrieapproximation beson-
ders zum Tragen kommen. Das Resultat der Untersuchung fiir die Verschiebung w
ist in Abb. 2.15 zu sehen, in der w iiber die Gesamtzahl der Knotenfreiheitsgrade
aufgetragen wurde. Es ist dabei direkt ersichtlich, dass die biquadratischen Elemen-
te im Bereich der groberen Diskretisierung zu deutlich besseren Ergebnissen fiihren,
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—014 T T T T T T T T T T T T T T L
-0.16 - ANS3Dq 1 -
1 ANS3DEAS ——
018 - EAS3DEAS 7
20.20 MI9k3Dq —x— .
MI9k3DEAS —A—
-0.22 - —
Verschie- 94 L -
bung w96 | _
-0.28 -
-0.30 -
-0.32 - -
-0.34 -
_036 ! ! | ! ! | ! ! T S S W1
10 100 1000 10000

Anzahl der Freiheitsgrade

Abbildung 2.15: Zylinderschale mit Loch, Verschiebung w iiber Anzahl der Freiheits-
grade

womit der Vorteil quadratischer Ansétze speziell fiir gekriitmmte Strukturen deutlich
wird. Bemerkenswert ist allerdings auch das Resultat fiir das EAS3DEAS-Element,
das bereits nach der ersten Netzverfeinerung mit 45 Knoten im Bereich der biquadra-
tischen Elemente liegt und somit wesentlich schneller konvergiert, als die Resultate fiir

350000 T T L N B T T L N B T T T T T T
300000 - -
250000 - N
20
s
=
£ 200000 |- %
<
o
w2
150000 - ANS3Dq —FF— .
ANS3DEAS ——
MI9k3Dq —x—
100000 - MI9k3DEAS —A— -
50000 1 1 T N 1 1 Lol 1 1 T N |
10 100 1000 10000

Anzahl der Freiheitsgrade

Abbildung 2.16: Zylinderschale mit Loch, Normalspannung in Querrichtung an der
Schaleninnenseite am Punkt B iiber Anzahl der Freiheitsgrade
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die bilinearen Elemente ohne zusitzliche EAS-Erweiterung der Membranverzerrungen.
Werden die unterschiedlichen Ansétze zur Vermeidung der Dickenversteifung betrach-
tet, ist prinzipiell kein Unterschied in den Ergebnissen erkennbar, die Kurven fiir die
...3Dq- und die ...3DEAS-Elemente sind praktisch identisch. Die Kurven fiir die ...3Dq-
Elemente sind lediglich leicht nach rechts verschoben, da diese Elemente iiber einen
zusdtzlichen siebten Freiheitsgrad verfiigen.

Die Vorteile der quadratischen Ansétze werden auch bei der Betrachtung der Span-
nungen deutlich. Im Diagramm in Abb. 2.16 ist die Normalspannung in Querrichtung
an der Schaleninnenseite im Punkt B iiber der Gesamtzahl der Knotenfreiheitsgrade
aufgetragen. Die Auswertung der Spannung erfolgt allerdings nicht direkt am Punkt B
sondern am Elementmittelpunkt fiir die Netze mit bilinearen Elementen. Bei den bi-
quadratischen Elementen werden die Spannungen an 2 x 2 Gausspunkten ausgewertet;
fiir die Spannung am Punkt B wird die Spannung am nichstgelegenen Gausspunkt
eingesetzt. Es sei festgehalten, dass die Netzkonvergenz beziiglich der Spannungen -
wie erwartet - deutlich schlechter ist als fiir die Verschiebungen und auflerdem auch
mit dem feinsten Netz noch keine endgiiltige Konvergenz erreicht wurde.

Kragarm mit verdrehten Elementkanten

Die Beispiele in diesem und im folgenden Abschnitt wurden [74] entnommen und die-
nen der Untersuchung des sogenannten 'Trapezoidal Locking’ Effekts. Es wird hier ein
Kragarm betrachtet, wobei, wie in einer seitlichen Ansicht in Abb. 2.17 zu sehen, der
Winkel © der vertikalen Elementkanten variiert wird. Die Geometrie- und Materialda-

ef\ =1 E = 1.0-10°
o.&ﬁ 0.0

_ 0 0
/4 l 4 1 4 1 V. 1 V. 1 V. 1 v @ - 0/45

N
I

Abbildung 2.17: Geometrie- und Materialeigenschaften fiir den Kragarm (Seitenan-
sicht)

ten sind ebenfalls Abb. 2.17 zu entnehmen. Die Belastung erfolgt durch eine Einzellast
F = 1. Betrachtet wird die Durchbiegung w am Lastangriffspunkt, als Vergleichslosung
wird die Durchbiegung fiir das entsprechende Balkenproblem analytisch mit w = 0.108
ermittelt.

Die Ergebnisse fiir die verschiedenen Elementformulierungen sind in Tabelle 2.6 darge-
stellt. Der sogenannte Trapezoidal Locking Effekt bei Verdrehung der vertikalen Ele-
mentkanten wird dabei sowohl fiir die bilinearen Elemente als auch fiir die biquadra-
tischen Elemente deutlich sichtbar. Die Verschiebung w betrigt bei © = 45° fiir die
bilinearen Elemente lediglich 14% und fiir die biquadratischen Elemente lediglich 23%
der zu erwartenden Durchbiegung. In Tabelle 2.6 ist ebenfalls zu sehen, dass durch
die Verwendung der in Abschnitt 2.2.4 erlauterten Vorgehensweise der angenomme-

76



2.4. NUMERISCHE BEISPIELE

‘ Verschiebung w H 0=0° ‘ O = 45° ‘

ANS3DEAS 0.107 0.017
EAS3DEAS 0.107 0.017
eas3DEAS 0.107 0.017
ANS3Dq 0.107 0.017
eas3Dq 0.107 0.017
MI9k3DEAS 0.108 0.024
MI9k3Dq 0.108 0.024

ANS3DEAS-at 0.107 0.107
EAS3DEAS-at 0.107 0.107
eas3DEAS-at 0.107 0.107

ANS3Dg-at 0.107 0.107
eas3Dg-at 0.107 0.107
MI9k3DEAS-at || 0.108 0.108
MI9k3Dq-at 0.108 0.108

Tabelle 2.6: Durchbiegung des Kragarms fiir Winkel © = 0 und © = 45°

nen Normalverzerrungen in Dickenrichtung (...-at Elemente) dieser Versteifungseffekt
vollsténdig vermieden werden kann.

Gedriickter Ring

Als zweites Beispiel zur Demonstration des Trapezoidal Locking Effekts wird ein ge-
driickter Ring mit zwei unterschiedlichen Radien-zu-Dicken Verhéltnissen betrachtet.
Die Geometrie- und Materialeigenschaften sind Abb. 2.18 zu entnehmen. Dieses Bei-
spiel eignet sich, den Einfluss des Trapezoidal Locking Effekts bei gekriimmten Struk-

= 1.0-10°
0.0/0.3

~| &«

= 60/500

Abbildung 2.18: Geometrie- und Materialeigenschaften des gedriickten Rings (Seiten-
ansicht)
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turen unterschiedlicher Dicke zu untersuchen. Ein Versteifungseffekt ist hier insbe-
sondere fiir die bilinearen Elementformulierungen zu erwarten, da die Vernetzung ge-
kriimmter Strukturen mit abschnittsweise linearen Formfunktionen dazu fiihrt, dass
die Elementkanten an den Elementiibergdngen nicht mehr senkrecht auf der Schalen-
mittelfliche stehen. Mit den quadratischen Ansétzen hingegen kénnen auch gekriimmte
Formen wesentlich genauer modelliert werden, so dass die Elementkanten an den Ele-
mentiibergingen weiterhin anndhernd senkrecht zur Schalenmittenfliche bleiben. So-
mit sollte ein Versteifungseffekt fiir die biquadratischen Elemente von untergeordneter
Bedeutung sein.

Diese Aussage ldsst sich durch die Ergebnisse der Untersuchung, dargestellt in Tab.
2.7, bestitigen. In der ersten Zeile wird eine Referenzldsung fiir die Verschiebung des

Verschiebung w 2 =60 & =500

v=00][r=03]r=00][r=03
| Referenzldsung [ 0.00129 | 0.00117 | 0.744 | 0.677

ANS3DEAS 0.00113 | 0.00104 | 0.155 0.122
EAS3DEAS 0.00113 | 0.00106 | 0.155 0.142
eas3DEAS 0.00113 | 0.00106 | 0.155 0.142
ANS3Dq 0.00113 | 0.00103 | 0.155 0.121
eas3Dq 0.00113 | 0.00104 | 0.155 0.142
MI9k3DEAS 0.00124 | 0.00113 | 0.702 0.638
MI9k3Dq 0.00124 | 0.00112 | 0.702 0.631

ANS3DEAS-at | 0.00125 | 0.00117 | 0.723 0.683
EAS3DEAS-at | 0.00125 | 0.00117 | 0.723 0.684
eas3DEAS-at 0.00125 | 0.00117 | 0.723 0.684

ANS3Dq-at 0.00125 | 0.00116 | 0.723 0.679
eas3Dq-at 0.00125 | 0.00117 | 0.723 0.680
MI9k3DEAS-at || 0.00135 | 0.00123 | 0.780 0.710
MI9k3Dg-at 0.00135 | 0.00123 | 0.780 0.710

Tabelle 2.7: Verschiebung des Kraftangriffspunktes fiir gedriickten Ring mit % = 60
und }—f = 500 und unterschiedlichen Querkontraktionszahlen

Kraftangriffspunktes gegeben, die mit Hilfe eines sehr feinen Netzes ermittelt wurde.
Der Versteifungseffekt wird bei bilinearen Elementen deutlich sichtbar fiir den diinnen
Ring (i—% = 500), eine geringere Tendenz zur Versteifung ldsst sich hingegen fiir den
dicken Ring (£ = 60) beobachten. Eine deutliche Verbesserung ist wiederum durch
den Einsatz des Verfahrens der angenommenen Normalverzerrung in Dickenrichtung zu
erkennen. Erwartungsgeméif ist hingegen bei den biquadratischen Elementen fiir beide
Beispiele kaum ein Versteifungseffekt zu erkennen. Der Ansatz einer angenommenen
Normalverzerrung in Dickenrichtung erscheint {iberfliissig, bzw. dieser fiithrt sogar zu
einem zu weichen Ergebnis, wie Tab. 2.7 zu entnehmen ist.
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2.4.3 Nichtlineare Probleme - Grofle Verschiebungen

Im zweiten Teil der numerischen Beispiele werden sowohl geometrisch als auch materiell
nichtlineare Probleme untersucht.

Kragarm mit nahezu inkompressiblem Materialverhalten

Anhand des hier betrachteten einfachen Beispiels soll der volumetrische Versteifungs-
effekt aufgrund inkompressiblen Materialverhaltens fiir Biegeprobleme untersucht wer-
den. Dafiir wird die vertikale Verschiebung w des Kragarmendes fiir den in Abb. 2.19
dargestellten Kragarm berechnet. Die Belastung erfolgt durch eine Linienlast ¢ am
Kragarmende. Die Diskretisierung erfolgt in Léngsrichtung mit 10 bilinearen bzw. 5

mq Geometrie: Material:
H I = 10 E = 21-10°
b =1 Belastung:

h = 0.1 w = 1
WA'M
I 4

Abbildung 2.19: Geometrie- und Materialeigenschaften des Kragarms

biquadratischen Elementen. Die Geometrie- und Materialeigenschaften sowie die Auf-
lagerbedingungen des Kragarms sind Abb. 2.19 zu entnehmen. In y-Richtung wird auf
der Seite der Einspannung ein Knotenpunkt festgehalten, um eine statisch bestimmte
Lagerung zu erhalten. In den Abbn. 2.20 - 2.23 sind die Last-Verschiebung-Diagramme
dargestellt, die durch die Aufbringung der Last in zehn gleich groflen Schritten be-
rechnet wurden. Dabei werden jeweils die Ergebnisse fiir die Querkontraktionszahlen
v = 0.0, v = 0.3 und v = 0.499 verglichen. Bei einer statisch bestimmten Lagerung

1.0 TR v

0.8+

14|

| = <

S

q0.6r
qop.4t

B Tor

Verschiebung w 4 Verschiebung w 4

Abbildung 2.20: Last-Verformungs-Diagramm fiir Kragarm; 10x1x1 Elemente;
ANS3Dq Element (links) und ANS3DEAS Element (rechts)
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Verschiebung w 4 Verschiebung w 4

Abbildung 2.21: Last-Verformungs-Diagramm fiir Kragarm; 10x1x1 Elemente;
EAS3DEAS Element (links) und ANS3Dg-rv Element (rechts)

]_ 0 T T T T T T Tm ]. 0 T T T T T T i
v=0.0% v=20.0-%
08r v =03+ 1 08r =03+ ]
v =0.499 v =0.499
q06r = 1 q0.6¢1 = 1
900.4+ 4 0.4} .
0.2 1 0.2+ 1
0. 1 1 1 1 1 1 1 0‘ 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
Verschiebung w 4 Verschiebung w 4

Abbildung 2.22: Last-Verformungs-Diagramm fiir Kragarm; 5x1x1 Elemente;
MI9k3DEAS Element (links) und MI9k3Dq Element (rechts)

1.0 T T T T T =

T

4 9004

s V1T 9 3 4 5 ¢ 7 =

Verschiebung w 4 Verschiebung w 4

Abbildung 2.23: Last-Verformungs-Diagramm fiir Kragarm; 5x1x1 MI9k3Dg-rv Ele-
mente (links) und 10x2x1 ANS3DEAS-rv Elemente (rechts)

wire fiir alle drei Werte die gleiche Verschiebung zu erwarten. Eine steifere Antwort
fiir den nahezu inkompressiblen Fall mit v = 0.499 deutet auf einen volumetrischen
Versteifungseffekt hin.
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Aus den verschiedenen Last-Verformungs-Kurven konnen folgende Riickschliisse gezo-
gen werden:

e Wie bereits der Eigenwertuntersuchung in Abschnitt 2.4.1 zu entnehmen ist, tritt
bei Verwendung der erweiterten Normalverzerrung in Dickenrichtung ein deutlich
geringerer volumetrischer Versteifungseffekt auf als bei der Verwendung der qua-
dratischen Interpolation der Verschiebung in Dickenrichtung. Dies wird aus dem
Vergleich der Last-Verformungs-Kurven fiir das ANS3DEAS und das ANS3Dq
Element in Abb. 2.20 ersichtlich.

e In Abb. 2.21 wird fiir das EAS3DEAS Element deutlich sichtbar, dass bereits die
4-Parameter Verzerrungserweiterung fiir die Membranverzerrungen zu einer star-
ken Verringerung des volumetrischen Versteifungseffektes fiihrt. Dies gilt ebenso
fiir das eas3DEAS Element mit einer 6-Parameter Erweiterung fiir die Membran-
verzerrungen, das einen deckungsgleichen Kurvenverlauf liefert. Demzufolge wird
bei diesem Beispiel keiner der bei dem Element mit der 4-Parameter Erweiterung
noch vorhandenen versteifenden Eigenformen aktiviert.

e Wird die selektiv reduzierte Integration der volumetrischen Anteile verwendet,
ist wie in Abb. 2.21 dargestellt fiir das ANS3Dq-rv Element kein volumetrischer

Versteifungseffekt zu erkennen. Das Gleiche gilt auch fiir das ANS3DEAS-rv Ele-
ment.

e Der volumetrische Versteifungseffekt fiir die biquadratischen Elemente ist we-
sentlich kleiner als fiir die bilinearen Elemente, wie den Diagrammen in Abb.
2.22 zu entnehmen ist. Ebenfalls ist, analog zu den bilinearen Elementen, fiir
das MI9k3DEAS Element im Vergleich zum MI9k3Dq Element ein geringerer
Versteifungseffekt zu beobachten.

e Das selektiv reduziert integrierte biquadratische MI9k3DEAS-rv Element weist
noch leichte Versteifungstendenzen auf, wie aus der Last-Verformungs-Kurve in
Abb. 2.23 ersichtlich wird.
Uberraschend ist das Ergebnis fiir das MI9k3DEAS-rv Element bei dem ein verstei-
fungsfreies Resultat erwartet wurde. Allerdings verfiigen die biquadratischen Elemente
iiber drei Knoten in Querrichtung, so dass die Lagerung an der Einspannung entspre-
chend angepasst werden muss, wobei wiederum lediglich ein Knoten in y-Richtung
gehalten wird. Das steifere Verhalten des MI9k3DEAS-rv Elements kénnte also aus
zusitzlichen Zwangsbedingungen resultierten, die mit den unterschiedlichen geometri-
schen Randbedingungen begriindet sind. Um diese Aussage zu bestétigen, wird eine
zusitzliche Berechnung mit dem bilinearen ANS3DEAS-rv Element und einer Vernet-
zung von 10x2x1 Elementen, also mit ebenfalls drei Knoten in Querrichtung, durch-
gefiihrt. Die Last-Verformungs-Kurve fiir diese Berechnung ist ebenfalls in Abb. 2.23
dargestellt und weist die gleichen Versteifungstendenzen auf, wie das Ergebnis des
MI9k3DEAS-rv Elements, womit die getroffene Aussage bestétigt wird.

Elastoplastisch verformte quadratische Platte

In diesem Abschnitt wird eine quadratische Platte, die durch eine gleichméfig verteilte
richtungstreue Flidchenlast belastet wird, betrachtet. Die Geometrie- und Materialda-

81



KAPITEL 2. FINITE ELEMENTE FUR 3D SCHALENPROBLEME

ten sind Abb. 2.24 zu entnehmen. Das Materialverhalten wird im elastischen Bereich
durch eine Verzerrungsenergiefunktion nach Hencky beschrieben, das ideal plastische
Verhalten wird mit Hilfe der von-Mises-FlieBbedingung erfasst. Mit diesem Beispiel

L
7

C Geometrie:
W& | [ = 508
til | Last:

@ = 1072

Material:

Kk = 57500
§ = 26538
7o = 248

Abbildung 2.24: Geometrie- und Materialdaten der quadratische Platte

soll das Verhalten der verschiedenen Elementformulierungen beim Auftreten grofler

plastischer Deformationen verglichen werden.

An den Kanten der Platte sind die unteren Knoten horizontal verschieblich gelagert.
Durch Ausnutzung der Symmetrieeigenschaften geniigt es, nur ein Viertel der Platte
mit finiten Elementen zu vernetzen. Es wird dabei zum einen eine grébere Diskretisie-
rung mit 16x 16 bilinearen Elementen bzw. 8 x8 biquadratischen Elementen untersucht,
sowie eine feinere Diskretisierung mit 32x32 bilinearen bzw. 16x16 biquadratischen
Elementen. Um das plastische Verhalten mdéglichst genau abbilden zu kénnen, werden
fiir die Integration in Dickenrichtung sechs Gausspunkte verwendet. Dieses Beispiel
wird mit dem groberen Netz auch in [19] und [50] vorgestellt. Die verformte Struktur

nach Aufbringung der vollen Last, ist in Abb. 2.25 zu sehen.

In den Abbn. 2.26-2.29 sind die Kurven fiir den Belastungsfaktor aufgetragen iiber die
Verschiebung we in Plattenmitte dargestellt. Wie zu erwarten stimmen die Kurven fiir
die verschiedenen Elementformulierungen im elastischen Bereich bis ungefihr zu einer
Verschiebung von we = 25 {iberein. Fiir den Bereich gréflerer Deformationen sind teils
starke Unterschiede zu beobachten, was als Konsequenz der im plastischen Bereich zu
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Abbildung 2.25: Verformte Geometrie und plastifizierte Bereiche der quadratischen

Platte unter richtungstreuem Innendruck
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Abbildung 2.26: Last-Verformung-Diagramm fiir quadratische Platte; feine Vernet-

zung
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60 — ANS3DEAS-at; 32x32 elements -
ANS3DEAS-rv-at; 32x32 elements - - - - -
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Abbildung 2.27: Last-Verformung-Diagramm fiir quadratische Platte; feine Vernet-

zung

erwartenden volumetrischen Versteifung angesehen werden kann.

In Abb. 2.26 und 2.27 sind die Last-Verformungs-Kurven fiir die feinere Vernetzung
dargestellt. Die einzelnen Kurven weisen dabei kaum Unterschiede auf, sie sind fiir die
biquadratischen Elemente MI9K3DEAS und MI9K3DEAS-rv sowie das ANS3DEAS-rv
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70 I I I I I I
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Abbildung 2.28: Last-Verformung-Diagramm fiir quadratische Platte; grobe Vernet-
zung

70 I I I I I I

60 ANS3DEAS; 16x16 elements
ANS3DEAS-at; 16x16 elements - - - - -
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Abbildung 2.29: Last-Verformung-Diagramm fiir quadratische Platte; grobe Vernet-
zung

Element praktisch deckungsgleich. Daraus wird ersichtlich, dass die selektiv reduzierte
Integration der volumetrischen Anteile fiir die biquadratischen Elemente keinen Vorteil
bringt, da bereits die herkommliche Formulierung zum gleichen Resultat fiihrt, d.h. die
biquadratischen Elemente neigen offensichtlich weniger zur Versteifung. Im Gegensatz
dazu das bilineare ANS3DEAS Element, das im Vergleich ein leicht steiferes Resultat
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liefert. Fiir die bilinearen Elemente scheint die selektiv reduzierte Integration also den
erwarteten Vorteil zu bringen.

In Abb. 2.27 ist das Resultat fiir das 6-Parameter EAS-Element (eas3DEAS) dar-
gestellt. Dieses scheint im Vergleich ebenfalls noch leicht zu versteifen, d.h. der 6-
Parameter EAS-Ansatz ist nicht zu einer kompletten Vermeidung des volumetrischen
Versteifungseffektes geeignet. Die Kurve fiir das MI9K3DEAS Element mit der Vernet-
zung von 16x16 Elementen wird auch in den folgenden Diagrammen fiir die grobere
Vernetzung jeweils als Referenzlosung abgebildet. Zusétzlich ist in Abb. 2.27 noch
das Ergebnis fiir das bilineare ANS-Element mit angenommener Verzerrung fiir die
Normalverzerrung in Dickenrichtung (-at) dargestellt. Dabei liefert das ANS3DEAS-at
Element ein Ergebnis nahe der Referenzkurve. Das ANS3DEAS-at-rv Element, d.h.
zusitzlich wird auch die selektiv reduzierte Integration der volumetrischen Anteile ein-
gesetzt, verhélt sich sogar geringfiigig weicher im Vergleich zur Referenzlosung. Der
Effekt des sogenannten ’Trapezoidal Locking’ spielt also auch im hier untersuchten
Fall eine gewisse Rolle, obwohl eine gleichférmig vernetzte ebene Struktur untersucht
wird, bei der es allerdings im Bereich der hier betrachteten grofien Verformungen zu
starken Netzverzerrungen kommt, die offensichtlich den in Abschnitt 2.2.4 diskutierten
Versteifungseffekt auslésen.

Ein qualitativ dhnliches Ergebnis, dargestellt in Abb. 2.28 und 2.29, liefert die grobere
Vernetzung. Allerdings sind hier deutlichere Unterschiede zwischen den einzelnen Kur-
ven zu erkennen. Die in Abb. 2.28 zu sehenden Kurven fiir das bilineare EAS-Element
(eas3DEAS), das bilineare ANS3DEAS-rv Element und die biquadratischen Elemen-
te (MI9K3DEAS und MI9K3DEAS-rv) liefern ein sichtbar steiferes Resultat. Leichte
Vorteile sind bei den biquadratischen Elementen zu erkennen, wobei die zusétzliche se-
lektiv reduzierte Integration der volumetrischen Anteile wiederum keine Verbesserung
darstellt. Hier zeigen sich klar die Vorteile der besseren Geometrieapproximation der
quadratischen Ansitze. Das eas3DEAS-Element erweist sich wiederum als geringfiigig
steifer, durch die EAS-Erweiterung kann also der volumetrische Versteifungseffekt nicht
komplett eliminiert werden.

In Abb. 2.29 ist die Kurve fiir das bilineare ANS3DEAS Element zu finden, die
sich erwartungsgeméifl am steifsten verhilt. Zusétzlich wird fiir die bilinearen Ele-
mente noch der Einsatz der angenommenen Verzerrung fiir die Normalverzerrung in
Dickenrichtung zur Vermeidung des "Trapezoidal Locking’ Effekts getestet. Dabei ist
zu beobachten, dass fiir das ANS3DEAS-at und das EAS3DEAS-at Element wieder-
um eine Verbesserung beziiglich der Versteifung der Struktur zu beobachten ist. Das
ANS3DEAS-at-rv Element, mit zusétzlich selektiv reduzierter Integration liefert eine
Last-Verformungskurve, die der Referenzkurve am néchsten liegt.

Insgesamt lasst sich feststellen, dass die bilinearen Elemente eine starke Tendenz zur
Versteifung haben, die durch die angewendeten zusétzlichen Elementmodifikationen
gemildert werden kann. Die biquadratischen Elemente dagegen neigen deutlich weniger
zur Versteifung.
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Durch gegenseitige Einzellasten gedriickter Zylinder

Ein weiteres Beispiel mit grofien elastoplastischen Deformationen ist der durch zwei
gegeniiberliegende Einzellasten gedriickte Zylinder, der unter anderem auch in [82]
[50] untersucht wurde. Die Geometrie- und Materialeigenschaften sind in Abb. 2.30
dargestellt.

Y g
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l 0 = 24.3
H = 300
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. Starre
Endscheibe

Abbildung 2.30: Geometrie-, Materialeigenschaften und Auflagerbedingungen des
durch zwei Einzellasten beidseitig gedriickten Zylinders

Die Symmetrieeigenschaften des Zylinders ausnutzend, wird nur ein Achtel der Struk-
tur diskretisiert. Dabei wird eine Vernetzung mit 32x32 bilinearen bzw. 16x16 bi-
quadratischen Elementen fiir die Schalenfliche verwendet und jeweils ein Element in

3000 ‘ ‘ | |
ANS3Dq ——
2500 ANS3Dg-1v - - - -
EAS3DEAS ——
EAS3DEAS-rv »==--- /
2000 |- ANS3DEAS —— v
a 1500 ._.-_;'
Fo
1000 - . |
500 - ]
0 | | | |
’ 20 -100 -150 -200 250

Verschiebung w 4

Abbildung 2.31: Last-Verformungs-Diagramm fiir den beidseitig gedriickten Zylinder
mit starren Endscheiben; bilineare Elemente
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3000 | | | |
MI9K3Dq ——
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Abbildung 2.32: Last-Verformungs-Diagramm fiir den beidseitig gedriickten Zylinder
mit starren Endscheiben; biquadratische Elemente

der Dickenrichtung. Fiir die Integration in der Dickenrichtung werden wiederum sechs
Gausspunkte eingesetzt.

Die Last-Verformungs Kurven sind in Abb. 2.31 fiir die bilinearen Elemente und in Abb.
2.32 fiir die biquadratischen Elemente dargestellt. Dabei wird die Belastung durch das
gegenseitige Kriftepaar aufgetragen iiber der Verschiebung des Punktes A. Die ver-
formte Geometrie des Zylinders mit den plastifizierten Zonen wird fiir die Verschie-
bungzustinde w, = 150 und w, = 250 wird in Abb. 2.33 dargestellt.

Die erzielten Resultate stimmen sehr genau mit den in [50] und [82] verdffentlichen
Ergebnissen iiberein. Zu beobachten sind Spriinge in den Last-Verformungs-Kurven
aufgrund lokaler Stabilitdtsprobleme (Durchschlagprobleme), die sich teilweise auf die
zu grobe Vernetzung zuriickfithren lassen. Besser wére wie in [41] vorgeschlagen eine
adaptive Vernetzung des Zylinders um die hohen Gradienten an den Kanten und am
Lastangriffspunkt ausreichend genau abzubilden; in Abb. 2.33 wird deutlich klar, dass
die seitlich entstehenden scharfen Knicke mit der gewihlten Vernetzung nicht ausrei-
chend genau abgebildet werden kénnen. Im Fall einer lokalen Netzverfeinerung wire
wie auch in [41] zu sehen ein glatter Verlauf der Last-Verformungs-Kurven zu erwar-
ten, da sich anstelle der lokalen Durchschlagprobleme ein biegedominiertes Problem
ergibt. Ansonsten sind bis in den Bereich von w4 = 200 kaum Unterschiede zwischen
den einzelnen Elementformulierungen zu finden. Auch die Vorteile der biquadratischen
Ansétze, die zu einer deutlich verbesserten Geometrieapproximation fiithren, sind bei
der gewidhlten Vernetzung kaum zu sehen. Hier wiren fiir grobere Netze grofiere Unter-
schiede zu erwarten. Im Bereich iiber w4 = 200 sind leichte Unterschiede zu erkennen.
Insbesondere die beiden bilinearen Elementvarianten mit selektiv reduzierter Integra-
tion der volumetrischen Anteile ANS3Dqg-rv und EAS3DEAS-rv liefern oberhalb der
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wy = 150 wa = 250
Abbildung 2.33: Verformte Geometrie des beidseitig gedriickten Zylinders (halbes Sy-

stem); Darstellung der plastifizierte Bereiche; Vernetzung an den Kan-
ten und am Lastangriffspunkt zu grob

Verschiebung w, = 200 ein weniger steifes Resultat, was auf ein volumetrisches Ver-
steifen der anderen Elementformulierungen schlieflen l&sst.
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2.5 Untersuchung numerischer Instabilititen

Zur Vermeidung von Versteifungseffekten wurden in den vorigen Abschnitten verschie-
dene Modifikationen eingefiihrt und somit auf dem 3D-Verschiebungselement basieren-
de sogenannte 'Solid-Shell” Elemente entwickelt. Dies sind insbesondere die Methode
der angenommenen Verzerrungen (ANS), die Methode der erweiterten Verzerrungen
(EAS) und die selektiv reduzierte Integration (SRI). In verschiedenen Untersuchun-
gen kann gezeigt werden, dass alle diese Verfahren unter bestimmten Belastungen zu
numerischen Instabilitdten fiihren konnen. Es wird also erforderlich die genannten Bela-
stungszustinde zu identifizieren und geeignete Stabilisierungsmafinahmen zu ergreifen.
Bei den kritischen Belastungszustinden handelt es sich insbesondere um homogene
Verzerrungszusténde, so z.B. starke Zusammendriickung der Elemente.

Diese Problematik wird auch in der Literatur in einer Vielzahl von Verdffentlichungen
fiir unterschiedliche Elementvarianten behandelt. Armero [2, 32] beschiftigt sich mit
der Stabilisierung von EAS-Elementen und schligt eine Modifikation des erweiterten
Deformationsgradienten vor, wodurch der Anteil der Schub-Rotations Steifigkeit an den
Hourglass Eigenformen eliminiert und somit numerische Instabilitdten bedingt durch
die EAS-Erweiterung verhindert werden, was in [2, 32] auch in ausfiihrlichen Eigen-
wertuntersuchungen gezeigt werden kann. In [77] wird eine Stabilisierung von EAS-
Elementen durch das Hinzufiigen eines sogenannten Stabilisierungspotentials, das von
Hohe und Art der Beanspruchung abhéngt, vorgeschlagen. Die Steifigkeit in den kri-
tischen Eigenformen wird somit Deformationsabhéingig modifiziert. Belytschko schligt
in [6, 31] Stabilisierungsmafinahmen fiir unterintegrierte Verschiebungselemente vor.
Die durch die 1-Punkt Integration entstehenden Kinematiken werden dabei durch das
Hinzufiigen kiinstlicher Steifigkeiten in den entsprechenden Hourglass Eigenformen ver-
hindert. Auf dieser Vorgehensweise aufbauend wird von Reese [59, 60] eine Stabilisie-
rung fiir unterintegrierte Elemente, die zusétzlich auch erweiterte Verzerrungsanteile
verwenden, entwickelt. Hier gelingt es die Steifigkeitsmatrix durch geeignet Annahmen
so zu modifizieren, dass die kritischen Eigenwerte direkt ausgewertet, kiinstliche Kine-
matiken identifiziert und bei Bedarf die Steifigkeit in den entsprechenden Eigenformen
verdndert werden kann.

2.5.1 Analytische Stabilititsuntersuchung

In diesem Abschnitt erfolgt die analytische Untersuchung eines einzelnen bilinearen
Elementes. Eine dhnliche Untersuchung wurde z.B. in [84] durchgefiihrt. Ziel ist es, die
Eigenwerte, welche ein Indikator fiir Aussagen iiber die Stabilitit der Elemente sind, in
Abhéngigkeit des Deformationszustandes darzustellen. Betrachtet wird dabei ein homo-
gener Zug-/Druckbelastungszustand, fiir den das Auftreten numerischer Instabilitdten
zu erwarten ist. Die Materialeigenschaften werden mit Hilfe des hyperelastischen Neo-
Hooke Materialgesetzes beschrieben, das zur Betrachtung der hier auftretenden grofien
Deformationen geeignet erscheint.

89



KAPITEL 2. FINITE ELEMENTE FUR 3D SCHALENPROBLEME

Materialgesetz

Das fiir die Untersuchungen zugrunde gelegte Neo-Hooke Materialgesetz basiert auf
folgender Verzerrungsenergiefunktion:

W= 2 ((detF)? — 1= 2In(det ) + Lpu (ir(C) (detF) ™ —3) (2.91)

Der Kompressionsmodul £ und der Schubmodul p konnen aus E-Modul F und Quer-
kontraktionszahl v berechnet werden:

E
= B . (2.93)
2(1+v)

Mit dieser speziellen Verzerrungsenergiefunktion ist es moglich, den Spannungstensor
in deviatorische und volumetrische Anteile aufzuspalten. Damit kann der Einfluss der
selektiv reduzierten Integration der volumetrischen Anteile untersucht werden. Der
rechte Cauchy-Green Tensor C wird aus dem Deformationsgradienten F' (Glg. (1.4))
berechnet als

C=F'F. (2.94)

Da bei den hier durchgefiihrten Untersuchungen immer ein Hauptspannungs-
/verzerrungszustand in Koordinatenhauptrichtung vorhanden ist, sind lediglich die
Diagonalelemente des Deformationsgradienten (Fj;, 7 = 1,...,3) von Null verschie-
den. Die Invarianten des rechten Cauchy-Green Tensors lassen sich somit wie folgt
darstellen:

L(C) = tr(C)=F} +Fh+F}, (2.95)
I(C) = det(C) = (detF)* = F}, F}, Fy, . (2.96)

Der zweite Piola-Kirchhoff Spannungstensor S wird aus der Verzerrungsenergiefunktion
abgeleitet als

ow
S=2—. 297
5C (2.97)
Die einzelnen Komponenten des Spannungstensors, aufgeteilt in deviatorischen und
volumetrischen Anteil, lassen sich somit wie folgt darstellen:

1 1
Sy = 5% ((detF)? —1) + pu (detF)~% (1 ~ 35 (FP + F3, + F§3)> . (2.98)
vol dew
S = 0. (2.99)
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Der Materialtensor ¢ ergibt sich aus der zweiten Ableitung der Verzerrungsenergiefunk-
tion nach dem rechten Cauchy-Green Tensor:

2
oo 4222/ ’ (2.100)

mit den Komponenten

K

i = T (2.101)
vol (detF)2

el = 7, (2.102)
77 FﬁFJQ]

i = 3 F2 o ((detF) 2~ 1), (2.103)
dev  __ _g 8F121+F222+F323 41

dev -2 2F121+F222+F323 2 2

oL = (detF) — — — 2.105

CZZJJ € ? <9 F;%Ffj 31_75 317]2] ’ ( )
o g F2 + F2 + F2

clen = (detF)~5 ( 1 F22F2’2 33) (2.106)

@ jj
Problemstellung

In Bild 2.34 werden die Geometrie- und die Materialeigenschaften des einzelnen un-
tersuchten Elementes dargestellt. Alle Knoten werden in z-Richtung festgehalten, so
dass ein ebener Verzerrungszustand erzeugt wird. Durch das Festhalten der Knoten in
z-Richtung und die in Bild 2.34 dargestellten Auflagerbedingungen in der z-y-Ebene

YV
] xX,u .
A Geometrie :
***************************************** 3 I = 2
: t = 2
- Neo — Hooke Material:
k = 1.0-10°
uo= 20
Ai |_ AN . . .
% | Vorgabe einer Verschiebung y-Richtung
A A

Abbildung 2.34: Geometrie-/Materialeigenschaften und Lagerbedingungen fiir ein ein-
zelnes Element unter homogener Kompressionsbelastung
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wird die Anzahl der Freiheitsgrade fiir das Gesamtsystem auf acht reduziert. Eine wei-
tere Reduktion auf vier Freiheitsgrade wird durch die Vorgabe einer Verschiebung v in
y-Richtung fiir die oberen vier Knoten erreicht.

Da nahezu inkompressibles Materialverhalten vorausgesetzt werden soll, kann die Ver-
schiebung u in z-Richtung der Knoten auf der rechten Seite mit der Annahme der
Volumenerhaltung berechnet werden. Der Grad der Volumenerhaltung wird durch die
Determinante des Deformationsgradienten detF angezeigt, fiir die entsprechend ein
Wert detF =~ 1 angenommen wird. Die Verschiebung u wird in Abhéngigkeit von v
folgendermafien dargestellt:
—1.9995v
_ _ 2.107
u=— (2.107)
Durch diese vereinfachenden Annahmen wird es moglich, den kompletten Elementver-
schiebungsvektor d. mit nur einer unbekannten Variablen u darzustellen. Die Kom-

ponenten Fj; des Deformationsgradienten werden aus der Verschiebungsapproximation
(Glg. (2.36)) abgeleitet:

ou oD
Frh = —+1=—d.+1, 2.108
1 o0x + o0x + ( )
ou oD
Fy = —+1 = —d.+1, 2.109
22 2y + ay + ( )

Somit lassen sich Verzerrungstensor, Spannungstensor und Materialtensor berechnen
und die Steifigkeitsmatrix kann aufgestellt werden.

Eigenformen

Da die Anzahl der Freiheitsgrade auf vier reduziert wurde, sind dementsprechend ledig-
lich vier Eigenformen zu untersuchen. Davon sind ausschliefilich die drei in Abb. 2.35
dargestellten Eigenformen von Interesse fiir die Stabilitdtsuntersuchung. Der vierten
moglichen Eigenform sind stets Eigenwerte die grofler als Null sind zugeordnet. Diese
kann somit als immer stabil bezeichnet werden.

mode 1 mode 2 mode 3

Abbildung 2.35: Untersuchte Eigenformen fiir das 8-Knoten Element unter homogener
Kompressionsbelastung
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Ergebnisse

In den Diagrammen Abb. 2.36-2.40 sind die Ergebnisse der analytischen Untersuchung
zu sehen. Dabei werden die Eigenwerte der drei untersuchten Eigenformen in Abhéngig-
keit der Verschiebung v in y-Richtung im Bereich —2 < v < 2 dargestellt.

Aus Abb. 2.36, dem Resultat fiir das reine Verschiebungselement DIS3D, kann ge-
schlossen werden, dass fiir die reine Verschiebungsformulierung keine numerischen In-
stabilititen auftreten. Wird als Modifikation die selektive reduzierte Integration der

25000 25000
ei genval ue ei genval ue
20000 20000

node 1

nmode 1 / node 3

- - 1 2
v v

Abbildung 2.36: Eigenwerte der Eigenformen 1, 2 und 3 (Abb. 2.35) als Funktion der
vertikalen Verschiebung v; DIS3D Element (links) und DIS3D-rv Ele-
ment (rechts)

volumetrischen Anteile genutzt, bleiben alle Eigenwerte weiterhin im positiven Bereich,
allerdings werden die zu Eigenform 1 und 2 gehorenden Eigenwerte sehr klein.

In Abb. 2.37 werden die Ergebnisse fiir das ANS3DL Element, d.h. die Verschiebungs-
formulierung kombiniert mit der ANS-Methode, dargestellt. Dabei ist klar erkennbar,
dass nun zu den Eigenformen 1 und 2 negative Eigenwerte fiir den Fall einer sehr
starken Kompression des Elementes gehoren. Dies deutet auf das erste Auftreten einer
numerischen Instabilitit hin, wobei eine solch starke Kompression von ca. 90% in einem
realen Problem wohl seltener auftritt. Zusétzlich wird in Abb. 2.38 das Resultat fiir
das ANS3DL-rv Element dargestellt, d.h. zusétzlich zur ANS-Methode wird auch die
selektiv reduzierte Integration der volumetrischen Anteile genutzt. Hier treten die eben
schon beobachteten negativen Eigenwerte bereits bei einer Kompression von ca. 75%
auf. Zusitzlich werden im betrachteten Bereich die Eigenwerte fiir die Eigenformen 1
und 3 sehr klein.

Wird die Verzerrung in Dickenrichtung durch einen zusétzlichen Verzerrungsanteil mit-
tels der EAS-Methode erweitert, entsteht das ANS3DEAS Element, fiir das der Verlauf
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25000
ei genval ue

20000

node 1

node 2

4007
ei genval ue
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node 1 200

1004

0l
-2-1.9741.8-1.7-1.6-1.5-1.4-1.3-1.2

v
- 100+
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Abbildung 2.37: Eigenwerte der Eigenformen 1, 2 und 3 (Abb. 2.35) als Funktion der
vertikalen Verschiebung v; ANS3DL Element; rechtes Diagramm zeigt
Ausschnitt aus linkem Diagramm markiert durch gepunkteten Rah-
men

25000
ei genval ue

20000

node 2

4007
ei genval ue

300+

2001

1004

node 3
0]

-2-1.9-1.8-1.7-1.6-1.5-1.4-1.3-1.2
nmode 1 v

node 1 / node 3
1 5 - 100+

\

- 200+

Abbildung 2.38: Eigenwerte der Eigenformen 1, 2 und 3 (Abb. 2.35) als Funktion der
vertikalen Verschiebung v; ANS3DL-rv Element; rechtes Diagramm
zeigt, Ausschnitt aus linkem Diagramm markiert durch gepunkteten
Rahmen

der Eigenwerte in Abb. 2.39 dargestellt ist. Analog zum ANS3DL Element treten ne-
gative Eigenwerte fiir die Eigenformen 1 und 2 bei einer Kompression von ca. 80% auf.
Auflerdem sind die Eigenwerte fiir Eigenform 1 im gesamten Bereich sehr klein; dies
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‘ 200 200
ei genval ue ei genval ue
| nmode 3
‘ 150 150
|
‘ 100 100
|
|
|
! 50T npde 1 / node 2 50 -
R P
mde3 ——f——— mode 2
node 1
-2 // -1 0 1 2 -2 // -1 0 1 2
v v
-50 -50

Abbildung 2.39: Eigenwerte der Eigenformen 1, 2 und 3 (Abb. 2.35) als Funkti-
on der vertikalen Verschiebung v; ANS3DEAS Element (links) und

ANS3DEAS-rv Element (rechts)

200 200
ei genval ue
150 150
ev node 3\
100 100 -
50 50
| mde 2/ mde3 mde 2|
= node 1 e node 1
-2 ;/I 0 1 v 2 -2 /z( 0 r v o2
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Abbildung 2.40: Eigenwerte der Eigenformen 1, 2 und 3 (Abb. 2.35) als Funktion der
vertikalen Verschiebung v; eas3DEAS Element (links) und eas3DEAS-

rv Element (rechts)

trifft fiir das ANS3DEAS-rv Element (Abb. 2.39) zusitzlich auch fiir Eigenform 3 zu.

In Abb. 2.40 sind die Resultate fiir das eas3DEAS und das eas3DEAS-rv Element dar-
gestellt, bei denen zusétzlich auch fiir die Membranverzerrungen Erweiterungen mittels
der EAS-Methode eingefiihrt werden. Hier tritt zusétzlich die typische Hourglass-Form
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Abbildung 2.41: Eigenwerte der Eigenformen 1, 2 und 3 (Abb. 2.35) als Funktion der
vertikalen Verschiebung v; DIS3D-at Element (links) und eas3DEAS-

at Element (rechts)

(Eigenform 3) auf, d.h. bereits bei einer Kompression von ca. 45% ergeben sich un-
erwiinschte Kinematiken. Insgesamt weisen alle betrachteten Eigenformen sehr kleine
Eigenwerte im gesamten Bereich auf. Bei zusétzlich eingesetzter selektiv reduzierter
Integration der volumetrischen Anteile treten fiir die Eigenform 3 auch im Zugbereich
negative Eigenwerte auf.

Abschlielend wird der Ansatz der angenommenen Verzerrungen fiir die Normalverzer-
rung in Dickenrichtung (...-at Elemente) untersucht. Die Ergebnisse sind in Abb. 2.41
dargestellt. Wird ausschliefilich die (-at)-Option betrachtet (DIS3D-at Element), so
zeigen sich analog zur ANS-Modifikation der Querschubterme negative Eigenwerte fiir
die Eigenformen 1 und 2 und zwar bei einer Kompression von ca. 38% fiir Eigenform
1 und ca. 67% fiir Eigenform 2. D.h. bei eingeschalteter (-at)-Option sind numerische
Instabilitéiten fiir wesentlich kleinere Kompressionswerte zu erwarten als fiir Elemen-
te, die ausschliellich die ANS-Modifikation der Querschubterme verwenden. Fiir das
eas3DEAS-at Element treten analog zum eas3DEAS Element negative Eigenwerte in
allen drei betrachteten Eigenformen auf. Die eingeschaltete (-at)-Option fiihrt wieder-
um zu negativen FEigenwerten bei geringerer Kompression des untersuchten Elementes.

Es sind somit im Fall einer homogenen Belastung fiir alle vorgestellten Elementmodifi-
kationen im Bereich grofler Deformationen unerwiinschte Kinematiken zu beobachten.
Dies gilt analog fiir "Solid-Shell’ Elemente mit biquadratischen Ansétzen in der Scha-

lenflache.

96



2.5. UNTERSUCHUNG NUMERISCHER INSTABILITATEN

2.5.2 Einfache Stabilisierung durch teilweise Riickfiihrung auf
Verschiebungsformulierung

Wie im vorigen Abschnitt beschrieben treten numerische Instabilititen insbesonde-
re bei homogenen Verzerrungszustéinden auf, so z.B. bei starker Zusammendriickung
der Elemente. Fiir einen solchen Verzerrungszustand liefert aber die reine Verschie-
bungsformulierung ein versteifungsfreies Ergebnis. Die Verschiebungselemente DIS3D
(trilinear) und DI9K3D (biquadratisch-linear) sind aufierdem frei von unerwiinschten
Kinematiken. Da aber bei realen Problemen meist gemischte Verzerrungszusténde vor-
handen sind, kann im Rahmen allgemeiner Anwendungen nicht einfach auf die reine
Verschiebungsformulierung zuriickgegriffen werden.

Fiir eine Nutzung der positiven Eigenschaften der Verschiebungselemente empfiehlt sich
eine alternative Betrachtung der Modifikation der Elemente. Diesbeziiglich kénnen die
eingesetzten Verfahren zur Vermeidung verschiedener Versteifungseffekte so interpre-
tiert werden, dass ausgehend von der Steifigkeitsmatrix des Verschiebungselementes
versteifende Anteile subtrahiert werden:

K = Kaisp — K;;NS - KEAS - K;‘RI : (2.111)

Die Idee einer einfachen Stabilisierung ist es nun, bei bestimmten Belastungszusténden,
fiir die numerische Instabilititen erwartet werden, wieder stabilisierende Anteile ein-
zufithren, d.h. auf die Steifigkeitsmatrix aufzuaddieren:

K=K+ K3, , . (2.112)
Fiir die Stabilisierungsmatrix K7, , kann nun angenommen werden, dass sie dabei von
einem Stabilisierungsparameter ¢ abhingt, der wiederum eine Funktion des Deforma-

tionszustandes, also der Verschiebungen u ist. Der Parameter ¢ kann Werte zwischen
0 und 1 annehmen; ¢ = 0, falls keine Stabilisierung erforderlich ist:

K3 op(o(u) =0)=0, (2.113)
und ¢ = 1:
K op(o(u) =1) = K ng + Kpag + Kgpy (2.114)

fiir die vollsténdige Riickfiihrung auf die Steifigkeitsmatrix des Verschiebungselementes.

Methode der angenommenen Verzerrungen

Eingefiihrt wird diese einfache Stabilisierungsmethode fiir Modifikationen mittels der
Methode der angenommenen Verzerrungen. Der ANS-Methode liegt eine Aufspaltung
des zum gewidhlten Verschiebungsansatzes kompatiblen Verzerrungstensors € in einen
erwiinschten Anteil €, und einen unerwiinschten versteifenden Anteil €4 zugrunde (sie-
he Kapitel 1.3.2). Unter Verwendung des in diesem Kapitel beschriebenen einfachen
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Stabilisierungsverfahrens wird der versteifende Anteil €,, unter Verwendung des Stabili-
sierungsparameters ¢, nochmals in einen stabilisierenden ez und in einen unerwiinsch-
ten Anteil (1 — ¢) &5 aufgespalten. Der stabilisierende Anteil wird dann wieder an die
angenommenen Verzerrungen angefiigt:

e=¢€q+ p(u)es . (2.115)

Das der ANS-Methode zugrundeliegende Potential ergibt sich somit folgendermaflen:

Hans = %/ (ea(u) + o(u)es(u))" C (ea(u) + p(u)es(w)) dV +11y, . (2.116)

Die Linearisierung der nichtlinearen schwachen Form, die Einfithrung der Diskretisie-
rung u = u(d) und die Auswertung des Fundamentallemmas der Variationsrechnung
fiihren auf das folgende lineare Gleichungssystem:

(Hmt),dd - Ad = feg;t - (Hint),d . (2.117)
T Hf,_/
tang int

Durch Einsetzen von Glg. (2.116) ergeben sich fiir die tangentielle Steifigkeitsmatrix
und den inneren Lastvektor folgende Ausdriicke:

Ky = /(ea + goss)’]l; C (ea + p€s) g+ (€a + gpss)de (€q + wes)dV , (2.118)
v

fint = /(Ea + 9058):1;1 C (Ea + 8053) av . (2119)
v

Die Ableitungen der Verzerrungen nach dem Knotenverschiebungsvektor d berechnen
sich zu

(Eat+¥€a)g = €aat Pd€s+ PEsa (2.120)
(€a+ ¥€s) ga = Eaddt P.dd€s + 20 .d€s.d + PEs ad (2.121)

unter Beriicksichtigung der Verformungsabhéngigkeit des Stabilisierungsparameters,
der somit ebenfalls von d abhéngt.

Stabilisierungsparameter

Eine Stabilisierung ist erforderlich bei Problemen mit grofien Zug- oder Druckverfor-
mungen, bei Biegeverformungen hingegen treten keine kinematischen Eigenformen auf.
Aus diesem Grund wird der Stabilisierungsparameter ¢ proportional zu den Spannun-
gen in &- und n-Richtung gewihlt, die am Elementmittelpunkt berechnet werden, wobei
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die Betrige der Spannungen aufaddiert und mit einem Justierungsfaktor multipliziert
werden:

= |

Bei einem reinen Biegezustand sollten die Spannung am Elementmittelpunkt und so-
mit der Parameter ¢ identisch Null werden. Dieser Stabilisierungsparameter entspricht
weitgehend den in [77] in dhnlichem Zusammenhang vorgeschlagenen Parametern. Al-
lerdings konnen bei einer Betrachtung am Elementmittelpunkt gemischte Beanspru-
chungszusténde nicht korrekt identifiziert werden. Deshalb wire alternativ eine Aus-
wertung der Spannungen an den Gausspunkten sinnvoll. Aus der Abweichung der Ein-
zelwerte vom Mittelwert ldsst sich dann auf die Art des Spannungszustandes schlieflen.

2.5.3 Numerisches Beispiel Stabilisierung der ANS-Elemente

Die im vorigen Abschnitt diskutierte einfache Stabilisierungsmethode durch die teilwei-
se Riickfiihrung auf das Verschiebungselement soll in diesem Kapitel anhand einfacher
numerischer Beispiele getestet werden.

Scheibe unter Druckbelastung - gleichméfliges Netz

Um die Funktionsfihigkeit der Stabilisierungsmafinahmen zu testen, erscheint ein Pro-
blem mit starker homogener Kompression sinnvoll. Aus diesem Grund wird als erstes

N A4 E = 60
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, v = 0.4999
X,u
_ [ = 2
t =1
o |_ _
2 | 2
7 7

Abbildung 2.42: Ansicht der Scheibe unter Kompressionsbelastung diskretisiert mit
neun Knoten; Geometrie-/Materialeigenschaften und Lagerbedingun-
gen

Beispiel eine Scheibe (Bild 2.42) gewéhlt, die in der Léngsrichtung durch die Vorga-
be einer Verschiebung belastet wird. Die Scheibe wird diskretisiert mit vier bilinearen
bzw. einem biquadratischen Element. In Dickenrichtung werden sdmtliche Knoten ge-
halten, wodurch ein ebener Verzerrungszustand eingefiihrt wird. In Bild 2.42 sind die
Geometrie und Materialdaten dargestellt. Es wird fiir dieses Beispiel inkompressibles
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Materialverhalten (v = 0.4999) vorausgesetzt. Die Materialeigenschaften werden mit
dem fiir grofie elastische Deformationen geeigneten Neo-Hooke Materialgesetz beschrie-
ben.

Als Ergebnis der Berechnung werden in Abb. 2.43 und 2.44 die Eigenwerte der unter-
suchten und ebenfalls in Abb. 2.43 und 2.44 abgebildeten Eigenformen in Abhéngigkeit
der Verschiebung v dargestellt. Fiir die Berechnung werden das bilineare ANS3DEAS

40 T T T T T

30 -

I

20 .

I

Eigenwert,
o

-10

I

DIS3D —— —
ANS3DEAS - -----
ANS3DEAS-stab -

-20

I

-40 3 | | | | |
-1.6 -14 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4

Verschiebung v

Abbildung 2.43: Eigenwerte der Scheibe fiir die dargestellte Eigenform fiir Verschie-
bung —1.6 < v < —0.4; bilineares Element

und das biquadratische MI9K3DEAS Element, bei denen als Modifikation die ANS-
Methode und zusitzliche eine EAS-Erweiterung fiir die Dickenverzerrung eingesetzt
werden. Zum Vergleich wird auflerdem das Resultat fiir die Verschiebungselemente
DIS3D und DI9K3D dargestellt. Dabei wird ersichtlich, dass die Verschiebungsformu-
lierung im gesamten betrachteten Verschiebungsbereich jeweils einen konstant positiven
Eigenwert liefert. Fiir die ANS-modifizierten Elemente sind kiinstliche Kinematiken zu
beobachten. Fiir das bilineare ANS3DEAS Element ist ein negativer Eigenwert fiir die
betrachtete Eigenform bei einer Kompression von ca. 52% zu beobachten. Das biqua-
dratische MIOK3DEAS Element zeigt bereits bei einer Kompression von ca. 36% eine
numerische Instabilitdt. Wird die verformungsabhingige Stabilisierung eingeschaltet,
kénnen diese Kinematiken vollstindig vermieden werden. Wéhrend fiir kleine Defor-
mationen die Eigenwerte der stabilisierten und der unstabilisierten Elemente praktisch
identisch sind, macht sich fiir gréflere Deformationen die Stabilisierung klar bemerkbar
und der Eigenwert verbleibt im positiven Bereich.
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Abbildung 2.44: Eigenwerte der Scheibe fiir die dargestellte Eigenform fiir Verschie-
bung —1.6 < v < —0.4; biquadratisches Element

Scheibe unter Druckbelastung - verzerrtes Netz

Das gleiche Beispiel wie im vorigen Kapitel wird nochmals betrachtet, mit dem Unter-
schied, dass der Mittelknoten der Scheibe, wie in Abb. 2.45 dargestellt, leicht aufler-
mittig angeordnet wird, wodurch ein verzerrtes Elementnetz vorausgesetzt wird. Die

= 60
0.4999

- - % @™
Il

Abbildung 2.45: Ansicht der Scheibe unter Kompressionsbelastung diskretisiert mit
neun Knoten; Verzerrtes Elementnetz

Diskretisierung erfolgt mit bilinearen unstabilisierten ANS3DEAS Elementen. An die-
sem Beispiel soll das Auftreten unerwiinschter kinematischer Eigenformen fiir verzerrte
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Abbildung 2.46: Eigenwerte der Scheibe fiir die dargestellte Eigenform fiir Verschie-
bung —1.6 < v < —0.4; verzerrtes Elementnetz

Elementgeometrien untersucht werden. Das Resultat dieser Untersuchung ist, dass kei-
ne Kinematiken zu beobachten sind. In Abb. 2.46 sind die Eigenwerte fiir die schon im
vorigen Abschnitt untersuchte Eigenform dargestellt. Es ist zu erkennen, dass sich das
Verschiebungselement DIS3D véllig analog zur Berechnung im vorigen Abschnitt mit
unverzerrtem Elementnetz verhélt. Im Bereich schwacher Kompression verhélt sich das
ANS3DEAS Element ebenfalls identisch wie bei unverzerrter Elementgeometrie. Im Be-
reich stirkerer Zusammendriickung ist allerdings ein starkes Anwachsen der Eigenwerte
zu beobachten, was auf eine Versteifung der Elemente hindeutet. Dieses Versteifen wird
offenbar verursacht durch die ANS-Modifikation im Zusammenhang mit der verzerrten
Elementgeometrie und der starken Kompression der Elemente. Verdeutlicht wird dies
durch den ebenfalls in Abb. 2.46 dargestellten Eigenwert eines Elementes mit Stabilisie-
rung der ANS-Modifikation, der annihernd konstant im betrachteten Belastungsbereich
verlauft.

Biegeproblem mit stabilisierten Elementen

Bei einem Biegeproblem sollte die adaptive Stabilisierung keinen Einfluss auf das Be-
rechnungsergebnis haben. Dies wird durch die Wahl des Stabilisierungsparameters ¢
(Glg. (2.122)) gewihrleistet, der fiir einen reinen Biegezustand den Wert ¢ = 0 anneh-
men sollte. Um dies zu iiberpriifen, wird der in Abb. 2.47 dargestellte Kragarm, der
durch ein Kréftepaar am Kragarmende belastet wird, untersucht. Diskretisiert wird
der Kragarm mit sechs bilinearen bzw. mit drei biquadratischen Elementen. Wiirde
der Stabilisierungsparameter bei adaptiver Stabilisierung einen Wert deutlich gréfier
als Null annehmen, wire ein entsprechendes Versteifen zu erwarten, da im Fall der
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Abbildung 2.47: Seitenansicht des Kragarms unter Momentenbelastung; Geometrie-
und Materialeigenschaften

Biegebelastung die ANS-Modifikation unverzichtbar ist, um ein versteifungsfreies Re-
sultat zu erhalten.

Die aus dieser Untersuchung resultierenden Last-Verformungs Kurven sind in Abb.
2.48 dargestellt. Dabei sind kaum Unterschiede zwischen den Kurvenverldufen fiir die
Berechnungen mit bzw. ohne adaptive Stabilisierung zu erkennen. Die vorgeschlagene
Stabilisierung scheint also keinen unerwiinschten versteifenden Einfluss bei biegedomi-

nierten Problemen zu haben.

1 I I I I I I
ANS3DEAS ——
ANS3DEAS-stab - -
08 MI9K3DEAS —— h
: _ MI9K3DEAS-stab - - - - --
5 06 |
4
£
S 04 - i
0.2 i
0 x x x x l
-1.6 -1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -04 -0.2 0

Verschiebung 1

Abbildung 2.48: Last-Verformungs-Diagramm fiir Kragarm belastet durch Endmo-
ment
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2.5.4 Einfache Stabilisierung durch Awusschalten kritischer
Elementmodifikationen

Im Gegensatz zu der im vorigen Kapitel beschriebenen Vorgehensweise einer Gewich-
tung der durch die ANS-Methode eliminierten versteifenden Anteile in Abhéngigkeit
vom Belastungszustand erfolgt bei der in diesem Abschnitt beschriebenen Stabili-
sierung eine komplette Abschaltung der entsprechenden Elementmodifikationen. Bei
vollstindiger Stabilisierung wird somit die Steifigkeitsmatrix fiir das reine Verschie-
bungselement ausgewertet.

Als Entscheidungskriterium ob die einzelnen Elementmodifikationen benotigt werden,
oder ob diese im Sinne einer Stabilisierung ausgeschaltet werden sollten, dient eine Be-
trachtung der inneren Energie der Elemente. Diese berechnet sich aus dem Verzerrungs-
tensor, zum einen fiir das reine Verschiebungselement mit den zum Verschiebungsansatz
kompatiblen Verzerrungen

Eis = E(u) , (2.123)

und zum anderen fiir die gew#hlte Elementformulierung, d.h. die Verzerrungen werden
der ANS-Methode oder EAS-Methode entsprechend modifiziert:

Eos = Eans + Egas - (2.124)

Fiir beide Varianten wird dann die Verzerrungsenergie berechnet:

Hdis = /E?i;ssdis av s Hmod - /Ezodsmod av 5 (2125)
Vv 1%

wobei fiir 1I,,,4 auch die selektiv reduzierte Integration der volumetrischen Anteile
eingesetzt werden kann.

Die beiden Energiewerte sollen zur Identifikation des vorhanden Belastungszustandes
dienen. Der Fall I1,,,,4 < Il deutet auf eine Versteifung der Verschiebungsformulierung
hin. Die entsprechende Modifikation muss dann eingeschaltet bleiben. Dahingegen gilt
z.B. fiir einen homogenen Belastungszustand Il4;; = 11,04, in diesem Fall wird auf die
Verschiebungsformulierung zuriickgegriffen.

Um das Ausschalten der einzelnen Elementmodifikation, die unterschiedlichen Verstei-
fungsproblematiken zugeordnet sind, unabhéngig von einander zu steuern werden bei
der Berechnung von II,,,; nur einzelne Modifikationen beriicksichtigt:

I} ;- Nur angenommene Verzerrungen (ANS) fiir Querschubanteile

112, ; - Nur erweiterte Verzerrungen (EAS) fiir E,

IT? s - Nur EAS bzw. ANS fiir Membranverzerrungen

I} . ... Nur selektiv reduzierte Integration der volumetrischen Anteile (-rv)
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H5

2 od --- Nur angenommene Normalverzerrung in Dickenrichtung (-at)

Sollte fiir die betrachtete Variante n das Verhiltnis dninm"d < tol mit einem Wert
tol ~ 0 sein, so zeigt dies an, dass die entsprechende Modifikation keinen Einfluss auf die
Steifigkeit hat. Diese kann somit ohne Nachteil ausgeschaltet werden, wodurch automa-
tisch durch die entsprechende Elementmodifikation bedingte numerische Instabilitdten
vermieden werden.

Der Initiierung der Stabilisierung erfolgt also durch die Berechnung der Verzerrungs-
energieverhiltnisse dwninmod fiir alle verfiigbaren Elementmodifikationen. Dann erfolgt
die Entscheidung, welche der Modifikationen ausgeschaltet wird. Dieser Vorgang wird
im Programm durch ein eigenes Kommando gesteuert und kann z.B. nach jedem Ite-

rationsschritt ausgefiihrt werden.

2.5.5 Inhomogener Kompressionstest

Die im vorigen Abschnitt diskutierte Stabilisierungsmethode fiithrt bei homogenen Be-
lastungszustinden mit jeder Geometrie zum richtigen Ergebnis, da hier Il = 11,4
gilt und somit automatisch und ohne Nachteil mit der reinen Verschiebungsformulie-
rung gearbeitet wird. Deshalb wird zum Test der vorgeschlagenen Vorgehensweise ein
inhomogener Kompressionstest durchgefiihrt, der auch in [58] genutzt wurde.

Bei diesem Test wird eine rechteckige Scheibe im mittleren Bereich durch eine Strecken-
last p belastet. Geometrie, Belastung, Auflagerbedingungen und Materialdaten sind in
Abb. 2.49 dargestellt, wobei das Neo-Hooke Materialmodell mit den in [58] vorge-
schlagenen Materialparametern eingesetzt wird. Die Vernetzung der Scheibe erfolgt
gleichférmig mit 16 bilinearen bzw. 4 biquadratischen Elementen, wobei unter Aus-

| 5 FE—Modell
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_ E E 240
l 10mm v = 0.4999
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Abbildung 2.49: Seitenansicht der durch eine Streckenlast belastet Scheibe fiir den in-
homogenen Kompressionstest; Geometrie- /materialeigenschaften und
Lagerbedingungen
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nutzung der Symmetrie nur die Hélfte der Scheibe betrachtet und diese entsprechend
mit 5 X 5 Knoten diskretisiert wird. Es werden fiir jeden Lastschritt die Eigenwer-
te der Steifigkeitsmatrix untersucht, um das Auftreten numerischer Instabilititen zu
erkennen.

In Abb. 2.50 ist die verformte Scheibe fiir das bilineare EAS-Element bei einer Kom-
pression am Ort der Symmetrieachse um 40% bzw. 46% dargestellt. Hier sind, wie
aus Tab. 2.8 ersichtlich bereits fiir sehr kleine Belastungen negative Eigenwerte der
Steifigkeitsmatrix zu beobachten, bei einer Kompression von ca. 46% kann keine Kon-
vergenz in der Gleichgewichtsiteration mehr erreicht werden, d.h. die Berechnung wird
abgebrochen.

Da nahezu inkompressibles Materialverhalten vorausgesetzt wird, erscheint auch die
Verwendung der selektiv reduzierten Integration der volumetrischen Anteile sinnvoll,
weshalb zur Berechnung auch das entsprechende ANS Element (ANS3DEAS-1v) ein-
gesetzt wird. Mit diesem Element werden Kompressionen von 40% und 65% (siehe
Abb. 2.51) ohne Stabilitdtsprobleme erreicht. Es verhilt sich dabei deutlich weicher als
das in [58] verwendete Element. Erst bei einer Kompression von ungefihr 76% ist das
Auftreten eines negativen Eigenwertes der Steifigkeitsmatrix zu beobachten.

In Tabelle 2.8 sind auch die Ergebnisse fiir das reine Verschiebungselement DIS3D
dargestellt. Hier treten, wie zu erwarten, keine negativen Eigenwerte auf, allerdings ist
das Ergebnis fiir die beiden betrachteten Belastungszustinde deutlich zu steif.

Alternativ erfolgt eine Diskretisierung der halben Scheibe mit vier biquadratischen
Elementen. Die Ergebnisse dieser Untersuchung sind ebenfalls in Tab. 2.8 dargestellt.
Das biquadratisch-lineare Verschiebungselement (DI9K3D) verhilt sich wiederum zu
steif, ist allerdings wesentlich weicher als das trilineare Verschiebungselement DIS3D. In
Abb. 2.52 ist die deformierte Struktur bei einer Kompression von 40% bzw. 48% darge-
stellt. Bei ca. 48% Kompression, die bei einer verhiltnisméfig hohen Belastung erreicht
wird, treten auch fiir das Verschiebungselement negative Eigenwerte der Steifigkeits-
matrix auf und die Berechnung bricht ab. Aufgrund des deutlich zu steifen Verhaltens
sind die beiden reinen Verschiebungselemente erwartungsgemifl zur Behandlung dieses
gemischten Beanspruchungszustandes nicht geeignet.

Die Berechnung mit dem MI9K3DEAS Element fiihrt ebenfalls zu unerwiinschten Ki-
nematiken und fiihrt bereits bei einer Kompression von unter 30% zur Divergenz in
der Gleichgewichtsiteration. Auch hier wiirde voraussichtlich eine feinere Vernetzung

R (el

Abbildung 2.50: Deformierte Scheibe bei einer Kompression in Scheibenmitte von 40%
(links) und 46% (rechts); unstabilisiertes EAS3DEAS Element
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(e ([

Abbildung 2.51: Deformierte Scheibe bei einer Kompression in Scheibenmitte von 65%;
unstabilisiertes ANS3DEAS-rv Element (links) und (EAS3DEAS-rv-
at)siap Element (rechts)

RS R

Abbildung 2.52: Deformierte Scheibe bei einer Kompression in Scheibenmitte von 40%
(links) und 48% (rechts); unstabilisiertes DI9K3D Element

e e N

Abbildung 2.53: Deformierte Scheibe bei einer Kompression in Scheibenmitte von 65%;
unstabilisiertes MIOK3DEAS-rv Element (links) und (MI9K3DEAS-
rv-at) e Element (rechts)

zu besseren Ergebnissen fiihren. Ein besseres Resultat liefert das MI9K3DEAS-rv Ele-
ment mit eingeschalteter selektiv reduzierter Integration der volumetrischen Anteile,
was wiederum darauf hinweist, dass der volumetrische Versteifungseffekt eine maf-
gebliche Rolle fiir das betrachtete Beispiel spielt. Auflerdem sind hier keine negativen
Eigenwerte zu beobachten. Die deformierte Struktur ist in Abb. 2.53 bei einer Kom-
pression von 65% dargestellt.

Zum Test der Stabilisierung werden sowohl die bilineare als auch die biquadratische
Variante der Elementformulierungen eingesetzt, die grundsétzlich alle verfiigbaren Ele-
mentmodifikationen verwenden. Die nicht benétigten und evtl. zu numerischen Instabi-
litdten fiihrenden Modifikationen werden dann entsprechend der im vorigen Abschnitt
geschilderten Vorgehensweise partiell ausgeschaltet. Konkret erfolgt im dargestellten
Beispiel eine komplette Abschaltung der ANS-Modifikation der Querschubterme, der
EAS-Erweiterung der Normalverzerrung in Dickenrichtung und der angenommenen
Verzerrungsverldufe fiir die Dickenverzerrung fiir alle Elemente. Die Modifikationen
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40% Kompr. bei | 65% Kompr. bei | Neg. Eigw. bei
p in m]an
QISP in [58] ~ 210 ~ 600 i
DIS3D 5760 12480 -
EAS3DEAS 214 - 30
ANS3DEAS-rv 205 477 702
(EAS3DEAS-rv-at)ssas 203 477 ;
DI9K3D 540 - 979
MI9K3DEAS - - 48
MI9K3DEAS-rv 240 917 -
(MI9K3DEAS-rv-at) 1a 228 533 ;

Tabelle 2.8: Belastungszustéinde d.h. Druckwerte bei unterschiedlicher Kompression
fiir verschiedene Elementvarianten; Auftreten negativer Eigenwerte

der Membranverzerrungen werden nur partiell fiir einzelne Elemente abgeschaltet und
die selektiv reduzierte Integration der volumetrischen Anteile bleibt komplett erhalten.
Eine Darstellung der deformierten Scheibe bei einer Kompression von 65% erfolgt in
Abb. 2.51 fiir die bilineare Variante und in Abb. 2.53 fiir die biquadratische Variante.

Insgesamt erscheinen die bilinearen Elemente mit den vorgeschlagenen Modifikationen
fiir die Berechnung einer in der Schalenfléiche belasteten Struktur besser geeignet. Wird
wie hier die Kompression der Scheibe gemessen an der Verschiebung in der Scheibenmit-
te betrachtet, so sind fiir die Elemente mit biquadratischen Ansétzen keine Vorteile zu
erkennen. Als zuséatzlicher Nachteil ist zu sehen, dass bereits das biquadratisch-lineare
Verschiebungselement DI9K3D zwar bei hoher Belastung aber dennoch Kinematiken
aufweisen kann.

2.5.6 Numerische Instabilititen bei ANS-Elementen unter
Schubbelastung

In den folgenden Kapiteln sollen auch Verformungsprozesse von Verbundblechen un-
tersucht werden. Die Verbundbleche bestehen aus zwei Deckblechen, die iiber eine
Kleb-/Kernschicht miteinander verbunden werden. Fiir die numerische Simulation sol-
len sowohl Deck- als auch die Kernschicht mit "Solid-Shell” Elementen diskretisiert
werden. Beim Umformen der Bleche kommt es zu hohen gegenseitigen Verschiebungen
der Deckbleche, d.h. fiir die Kernschicht liegt in erster Linie ein Schubbeanspruchungs-
zustand vor. Bei Voruntersuchungen musste festgestellt werden, dass insbesondere bei
einer Kernschichtdiskretisierung mit mehreren ANS-Elementen in Dickenrichtung un-
erwiinschte Kinematiken innerhalb der Kernschicht auftreten.

Zur Verdeutlichung dieses Problems wird das in Abb. 2.54 dargestellte Beispiel betrach-
tet. Hier wird eine geschichtete Struktur aus drei ANS3DEAS Elementen untersucht,
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Abbildung 2.54: Schubversuch mit geschichteter Struktur; Geometrie-
/materialeigenschaften und Lagerbedingungen

die durch die Verschiebung u = 0.02 der oberen Knoten auf Schub beansprucht wird.
Die Geometrie- und Materialeigenschaften entsprechen den in Kapitel 3.4 zur Beschrei-
bung der Kernschicht der Verbundbleche verwendeten Eigenschaften. Bereits nach dem

_— ==

Abbildung 2.55: Geschichtete Struktur unter Schubbeanspruchung; ANS3DEAS Ele-
mente (links) und (ANS3DEAS). Elemente (rechts)

ersten Iterationsschritt erhélt man die in Abb. 2.55 dargestellte Verformungsfigur, bei
der in der linken Abbildung die auftretenden Kinematiken deutlich sichtbar werden. Of-
fenbar fiihrt die Unterintegration mittels ANS-Ansatz zu unerwiinschten Kinematiken
bei reiner Schubbeanspruchung der Elemente.

Um diese numerischen Instabilititen zu vermeiden, wird wieder die in Abschnitt 2.5.4
vorgestellte einfache Stabilisierung durch Ausschalten kritischer Elementmodifikatio-
nen eingesetzt. Dabei wird in diesem Fall so vorgegangen, dass im ersten Iterations-
schritt eine Berechnung mit dem reinen Verschiebungselement erfolgt, dann wird die
Stabilisierung durch die in Abschnitt 2.5.4 beschriebene Energiebetrachtung initiiert,
d.h. die benétigten Elementmodifikationen werden eingeschaltet, und die Gleichge-
wichtsiteration wird fortgesetzt. Bei dem betrachteten Beispiel wird durch den Stabi-
lisierungsalgorithmus keine der zur Verfiigung stehenden Elementmodifikationen zuge-
schaltet, d.h. die Berechnung erfolgt mit dem reinen Verschiebungselement.

2.5.7 Zusammenfassung

Offensichtlich treten die numerischen Stabilitdtsprobleme insbesondere bei homoge-
nen Beanspruchungszustdnden auf. Um Stabilisierungsmafinahmen zu initiieren ist ei-
ne Identifizierung des vorhandenen Beanspruchungszustandes notwendig. Dafiir eignet
sich die in Abschnitt 2.5.4 beschriebene Energiebetrachtung. Als alternative Vorge-
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hensweise zur Identifizierung kritischer Zustéinde konnten auch die Spannungen an den
Gausspunkten ausgewertet werden. Aus den Einzelwerten wire dann ein Mittelwert
zu bilden, und aus der Abweichung der Einzelwerte vom Mittelwert konnte dann auf
die Art des Beanspruchungszustandes geschlossen werden. D.h. grofle Abweichungen
lieflen auf eine inhomogene, kleine Abweichungen auf eine homogene Beanspruchung
schlieflen. Die Information iiber die Art der Beanspruchung kann dann genutzt werden,
um eine Stabilisierung durch Ein- bzw. Ausschalten kritischer Elementmodifikationen
zu initiieren.
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Kapitel 3

Verwendung der ’Solid-Shell’
Elemente fiir unilaterale
Kontaktprobleme

Eine spezielle Problemklasse in der numerischen Simulation ist die Behandlung von
Blechumformprozessen. Das Umformen geschieht mit Hilfe von starren Umformwerk-
zeugen, die das Blech in die gewiinschte Form bringen, z.B. beim Freibiegen oder Tief-
ziehen. Hierfiir werden numerische Kontaktformulierungen bendétigt, die die Kontakt-
randbedingung zwischen Blech und Werkzeug erfassen. Die bendtigten Algorithmen
zur numerischen Behandlung von Kontaktproblemen sind in der Literatur zu finden,
insbesondere bei Laursen [48, 47] und Wriggers [79, 81].

Die im vorigen Kapitel vorgestellten Volumen-Schalen-Elemente eignen sich in beson-
derer Weise fiir die Beschreibung der Bleche. Insbesondere ist aufgrund ihres dreidimen-
sionalen Charakters die Geometrie der Schalenoberflichen gegeben, was entscheidend
ist fiir eine Anwendung fiir Kontaktprobleme, da zu Beschreibung des Kontaktes die
Geometrie der Strukturoberflichen ben6tigt wird. Eine dhnliche Problematik wird auch
in [63] diskutiert, wo sogenannte oberflichenorientierte Schalenmodelle zur Anwendung
fiir Kontaktprobleme entwickelt wurden. In [22, 35] werden ebenfalls Schalenmodelle
zur Verwendung in der numerischen Simulation von Blechumformprozessen vorgestellt.

Grundsitzlich sind zwei Arten des Kontaktes zu unterscheiden. Beim Normalkontakt
werden ausschliefllich die Kontaktkrafte normal zum Kontaktkérper beriicksichtigt.
Der Tangentialkontakt schliefit zusétzlich tangentiale Kréfte ein, die aufgrund von
Reibungs- bzw. Haftungseinfliissen zwischen den Kontaktkoérpern entstehen. In der
vorliegenden Arbeit soll in erster Linie Normalkontakt betrachtet werden.

Zur Beriicksichtigung der Kontaktrandbedingung erfolgt in den meisten Féllen ei-
ne Auswertung der Kontaktbedingung an den Knotenpunkten. Bei Verwendung von
Elementen héherer Ansatzordnung, wie den hier eingesetzten biquadratischen 'Solid-
Shells’, ist im Fall der Knotenbetrachtung eine unterschiedliche Behandlung der Eck-,
Seitenmitten- und Mittenknoten erforderlich. Dieser Aspekt wird z.B. auch in [20]
behandelt. Im Rahmen dieser Arbeit erfolgt eine Auswertung der Kontaktbedingung
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auf Elementebene, d.h. es werden Kontaktelemente eingesetzt, die in ihrer Geometrie
den Oberflichen der verwendeten ’Solid-Shell’ Elemente entsprechen. Die Kontaktin-
tegrale werden dann nicht knotenweise, sondern durch Integration iiber die Fliche des
Kontaktelementes ausgewertet, wobei die Kontaktpriifung an den Elementknoten oder
direkt an den Integrationspunkten erfolgen kann.

Die Beschreibung der Kontaktflichen erfolgt mit Hilfe analytischer Funktionen. Die-
se ermoglichen eine effiziente und exakte Darstellung einfacher Geometrien. Beliebige
Geometrien konnen allerdings auf diese Weise nicht problemlos erfasst werden.

3.1 Normalkontakt

Als Normalkontakt wird eine Kontaktbeschreibung ohne Beriicksichtigung tangentialer
Kontaktkrifte aus Reibungs- bzw. Haftungseinfliissen bezeichnet, d.h. es werden nur
Kontaktkrifte normal zur Kontaktfliche aufgebracht. Die Kontaktrandbedingung be-
sagt, dass kein Eindringen eines Kontaktpunktes in eine Kontaktfliche zugelassen wird,
d.h. fiir den Abstand g eines Punktes zur Kontaktfliche muss gelten g > 0. Als erster
Schritt erfolgt somit die Auswertung der Kontaktrandbedingung. Dafiir wird der Ab-
stand gy () eines sogenannten Kontaktpunktes der einen Fléche mit dem Ortsvektor
x normal zur anderen, der Kontaktfliche, ermittelt als

gN = Ne¢ (33 - mc) ; (31)

mit Hilfe eines Einheitsvektors normal zur Kontaktfliche n. im auf die Kontaktfliache
projizierten Kontaktpunkt @, (sieche Abb. 3.1 bzw. 3.2). Ist ein Eindringen des Kon-
taktpunktes in die Kontaktfliche zu beobachten, so wird mit Hilfe der in den folgenden
Abschnitten beschriebenen Verfahren die Variationsgleichung entsprechend modifiziert.

3.1.1 Das Penaltyverfahren

Eine einfache Mdoglichkeit die zusitzliche Randbedingung gy > 0 in das Funk-
tional (1.78) mit einzubringen, ist eine sogenannte Regularisierung mit Hilfe eines
Penalty(Straf)-Terms. Dabei wird zum Gesamtpotential folgender Anteil angefiigt:

1

Hp = 5 /pN gN dAC . (32)

Ac
Die Integration erfolgt iiber den Randbereich in Kontakt A.. Da der Potentialanteil

(3.2) nur im Fall des Kontaktes einen Beitrag zum Gesamtpotential bringen soll, wird
die Abstandsfunktion gy in eine Penetrationsfunktion umformuliert mit:

- _Jognv s 9n <0
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d.h. fiir einen Kontaktabstand gy > 0 verschwindet (3.2). Der Kontaktdruck py wird
ndherungsweise mit Hilfe eines Penalty Parameters ¢ berechnet:

PN =EN N - (3-4)

Eine Erfiillung der Randbedingung gy > 0 wird fiir einen im Verhéltnis zur Gesamt-
steifigkeit hohen Wert fiir ey erreicht, d.h. eine exakte Erfiillung der Randbedingung
erfolgt fiir ey — oo. Ein zu hoher Wert fiir ¢y fithrt aber zu numerischen Schwierig-
keiten. Einzelne Eintréige in der Steifigkeitsmatrix wiirden dann verhéltnisméfig grof,
mit der Folge einer hohen Konditionszahl fiir die Steifigkeitsmatrix sowie Problemen
bei der Gleichungslésung. Es ist also stets eine kleine Eindringung zuzulassen, d.h.
es muss ein Kompromiss zwischen tolerierbarer Penetration und numerisch stabiler
Gleichungslosung gefunden werden. Die Wahl des Penalty Parameters wird anhand
numerischer Beispiele in den folgenden Abschnitten erortert.

Flichenkontaktelement

Die iibliche Vorgehensweise zur Einbringung der Kontaktbedingungen ist eine knoten-
weise Formulierung, d.h. die Kontaktbedingung wird an den Knoten abgepriift. Um
eine gleichmaflige Verteilung des Kontaktdruckes zu erreichen, ist eine entsprechende
Gewichtung der Knoten vorzunehmen, die von der Anzahl der dem Knoten benachbar-
ten Elemente, der Elementgeometrie und bei den quadratischen Ansdtzen auch vom
Knoten selbst (Eck-, Seitenmitten- oder Mittenknoten) abhingt. Um eine korrekte

Kontaktsegment

Abbildung 3.1: Darstellung der Kontaktsegmente; Auswertung der Kontaktbedingung
an den Knoten

"Verteilung’ der Kontaktspannung auf die Knoten zu erméglichen, werden entsprechend
der Ansatzordnung der verwendeten ’Solid-Shell’ Elemente 4- bzw. 9-Knoten Kontakt-
elemente entwickelt. Diese in Abb. 3.1 veranschaulichten Kontaktelemente dienen als
Ubergangselemente an der Schalenoberfliiche auf der Kontaktseite. Eine solches Ver-
fahren der Kontaktformulierung mit Hilfe von Kontaktsegmenten wird dhnlich auch
in kommerziellen FE-Programmen wie z.B. ABAQUS [1] eingesetzt. Die Auswertung
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von (3.2) erfolgt somit auf Elementebene, integriert wird iiber die Fliche des Kon-
taktsegmentes a, der aktuellen Konfiguration, um die Fldcheninderung wihrend der
Deformation zu beriicksichtigen. Der Penalty Term lésst sich somit auf Elementebene
darstellen als:

1

II¢ = 5 5N/916v gy dae . (3.5)

Qe

Nachteil der Wahl der Elementfliche der aktuellen Konfiguration a. als Integrationsge-
biet ist, dass diese im Linearisierungsprozess beriicksichtigt werden muss, da die Grofle
der Fliche vom momentanen Verschiebungszustand abhingt. Um dies zu umgehen,
wird a, im folgenden durch die Elementfliche a. des vorigen auskonvergierten Last-
schrittes ersetzt, die innerhalb der Gleichgewichtsiteration des aktuellen Lastschrittes
als konstant betrachtet wird und somit bei der Linearisierung nicht beriicksichtigt wer-
den muss. Die Variation von (3.5) nach dem Knotenverschiebungsvektor d, liefert:

11
OlIZ = en /gfv Ogy die = ey 5de//g?v,de In |&e X &y dEd . (3.6)

e “1-41
Dabei erfolgt die Integration iiber die Elementfléche iiber die Transformation der Fliche
auf ein quadratisches Einheitselement mit der Seitenldnge [ = 2. Die Geometrieapproxi-
mation & berechnet sich mit Hilfe der Lagrange Ansatzfunktionen /NV; und den Element-

knotenkoordinaten &, des verformten Elementes des auskonvergierten vorhergehenden
Lastschrittes zu

=N & (3.7)

mit der Matrix der Ansatzfunktionen

N 0 0 Ny 0 .0 0
N=|0 N O O Ny ... N, O (3.8)
0O 0 N O 0 ... 0 N,
Die Linearisierung von 3.6 fiihrt auf:
11
e 85]:[2 € e e € b havd
AJIIE = 9d = ey 0d, (gN,de IN.d. T IN.d.d. QN) |‘L',§ X ‘B,n| d&dn . (3-9)

-1 -1

Daraus ergeben sich mit Hilfe der Gauss Integration die tangentielle Elementsteifig-
keitsmatrix K, und das Residuum f,:

1 1
K, = 5N//(g]ev,de In,d. t IN ded. gfev) Z ¢ x T,| d€dn

-1 -1
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Kontaktsegment

Gausspunkt

Abbildung 3.2: Darstellung der Kontaktsegmente; Auswertung der Kontaktbedingung
an den Integrationspunkten

k
= €N Z (Nide INide + INidede JNi) |Ze(Eismi) X & 5(&ismi)| Wi (3.10)
i=1
11
fo = =on [ [ gha gi 18 x 8l dedn
14
k

= _5NE JNide JNi
=1

T, (&irmi) X T (&)l Wi (3.11)

mit den diskreten Abstandswerten jy; normal zur Kontaktfliche am Gausspunkt 7 und
den Wichtungsfaktoren der Gauss Integration W;. Grundsétzlich lassen sich die Ab-
standswerte jn an jedem beliebigen Punkt des Elementes aus den Knotenkoordinaten
in der verformten Konfiguration x; und dem zugehorigen Kontaktpunkt x.; berechnen:

INi = Ne (Ti — Tei) - (3.12)

K. und f. werden entsprechend Glg. (3.3) fiir Werte von jy; > 0 zu Null gesetzt.
Die Koordinaten x; ergeben sich aus dem Feld der Knotenkoordinaten X, und den
Knotenverschiebungen d.. In dieser Arbeit werden zur Berechnung der Abstinde jy;
zwel Varianten vorgeschlagen:

(1) Lokale Betrachtungsweise
Die Uberpriifung der Kontaktbedingung bzw. die Auswertung der Abstandsfunk-
tion gy erfolgt, wie auch in [86] vorgeschlagen, direkt an den Gausspunkten,
anschaulich dargestellt in Abb. 3.2. Dies hat den entscheidenden Vorteil, dass
eine ‘Verfeinerung’ des Kontaktes moglich wird, z.B. fiir den Fall, dass wie in
Abb. 3.3 Kontakt gegen einen Kontaktkoérper abgepriift werden soll, der sehr
klein im Verhéltnis zur Elementgréfie ist. Solche Fille sollten aber im Allgemei-
nen vermieden werden, indem der Feinheitsgrad des FE-Netzes entsprechend an
die Geometrie der Kontaktfliche angepasst wird. Es muss auch beachtet werden,

115



KAPITEL 3. VERWENDUNG DER ’SOLID-SHELL’ ELEMENTE FUR UNILATERALE

KONTAKTPROBLEME

GaU$punkte/
Kontaktsegment

Abbildung 3.3: Uberpriifung der Kontaktbedingung an den Integrationspunkten bei

(2)

einem kleinen Kontaktkérper

dass in anderen Situation (siehe Abschnitt 3.1.3) die Wahl einer zu hohen Inte-
grationsordnung zu ungewollten Zwingungen fiihren kann. Die Berechnung der
Jn; erfolgt analog zu Glg. (3.12) mit den Ortsvektoren @; der Gausspunkte:

x; = N (&, m)xe = N (&, mi) (Xe +de) (3.13)

die sich mit Hilfe der Ansatzfunktionen berechnen lassen. Durch die lokale
Betrachtung ist eine kontinuierliche Kontaktspannungsverteilung an den Ele-
mentiibergdngen nicht gewahrleistet, weshalb die im Folgenden erlduterte alter-
native Betrachtungsweise auch als kontinuierliche Betrachtung bezeichnet wird.

Kontinuierliche Betrachtungsweise

Eine alternative Vorgehensweise, die z.B. auch in [28] zusammen mit der Me-
thode der Lagrange’schen Multiplikatoren vorgeschlagen wird, besteht darin, die
Abstandsfunktion gy wiederum an den Knoten auszuwerten und mit Hilfe der La-
grange Ansatzfunktion einen dem Elementansatz entsprechenden bilinearen bzw.
biquadratischen Verlauf zu interpolieren. Die Penetrationswerte an den Gaus-
spunkten jx; berechnen sich dann als

ni =Y Ni(&mi)ing » (3.14)

j=1

mit den Abstandswerten jy; an den Knoten, die entsprechend Glg. (3.12) berech-
net werden. In Abb. 3.4 wird diese Vorgehensweise anhand qualitativer Funktions-
verldufe fiir die Abstandsfunktion innerhalb der Elemente veranschaulicht. Das

JNj

Jni

Abbildung 3.4: Auswertung der Abstandsfunktion gy an den Integrationspunkten

(links); Auswertung der Abstandsfunktion an den Knoten und Inter-
polation iiber den Elementbereich (rechts)
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mogliche Auftreten von Diskontinuititen in der Kontaktspannungsverteilung an
den Elementiibergéingen kann hierbei ausgeschlossen werden.

3.1.2 Augmented Lagrange Verfahren

Eine klassische Vorgehensweise zur Erfiillung der Nebenbedingung g, > 0 ist die Ver-
wendung von Lagrange Multiplikatoren A\, die zu folgender Erweiterung des Potentials
fithren:

Ac

Die Lagrange Multiplikatoren kénnen anschaulich als die Kontaktkrifte identifiziert
werden, die notwendig sind, um ein Eindringen in die Kontaktfliche zu vermeiden.
Die Multiplikatoren gehen als zuséitzliche unbekannte Groflen direkt in das globale
Gleichungssystem ein. Mit dieser Methode wird die Nebenbedingung zwar exakt erfiillt,
von entscheidendem Nachteil sind aber die zusitzlichen Freiwerte, die bei der An-
wendung des Lagrange Verfahrens zur Erfiillung der Kontaktrandbedingung nicht auf
Elementebene auskondensiert werden kénnen und somit das globale Gleichungssystem
vergrofern. Zudem treten, bedingt durch die Methode, Nullelemente auf der Haupt-
diagonalen auf. Desweiteren ist die Grofle des Gleichungssystems ist verdnderlich, da
die Erweiterung aus Glg. (3.15) nur fiir den Fall der Penetration aktiviert wird. Dies
alles fithrt zu erheblichen organisatorischen Problemen und erh6htem Aufwand bei der
Gleichungslosung.

Deshalb wird das sogenannte Augmented Lagrange Verfahren [33] vorgeschlagen, das
als eine Kombination von Penaltyverfahren und Methode der Lagrange Multiplikatoren
angesehen werden kann. Eine detaillierte Beschreibung dieses Verfahrens zur Behand-
lung des Kontaktproblems gibt z.B. Laursen [48, 71]. In [42] wird die Anwendung des
Verfahrens auch fiir Reibkontaktprobleme unter transienter Beanspruchung diskutiert.
Das Potential wird entsprechend um zwei Anteile erweitert:

1
HA :/)\ QN dAC—|—§/pN §N dAC . (316)

Ac Ac

Die Parameter A werden innerhalb der Newton-Raphson Gleichgewichtsiteration fest-
gehalten, so dass sie nicht als zusétzliche Variablen bei Variation und Linearisierung
beriicksichtigt werden miissen. Wenn die Gleichgewichtsiteration abgeschlossen ist, wer-
den sie in einer zusétzlichen Iterationsschleife bei Bedarf angepasst:

)\:)\+6N gn . (317)

Dieses Vorgehen mit einer geschachtelten Iteration entspricht dem sogenannten Uzawa
Algorithmus. Analog zur Vorgehensweise in Abschnitt 3.1.1 soll auch fiir das Augmen-
ted Lagrange Verfahren die Abstandsfunktion direkt an den Gausspunkten ausgewertet
werden bzw. alternativ die Auswertung an den Knoten mit anschliefender Interpolation
iiber die Fliiche des Ubergangselementes erfolgen.
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Lastschritt n

Initialisierung der Lagrange Parameter

k=0und Ay = A% bzw. AlY) =0

Losung des nichtlinearen Gleichungssystems nach d mit dem
Newton-Raphson Verfahren (/\EZ)) wird als konstant angenommen)
Wenn maz j; < tol j dann nichster Lastschritt n = n + 1, gehe zu 1)

sonst /\EZL) = /\EZ)) +éen InN, k =k + 1, gehe zu 3)

Tabelle 3.1: Geschachtelte Iteration (Uzawa Algorithmus) fiir das Augmented Lagran-

ge Verfahren

Das Flichenkontaktelement

Der Potentialanteil lasst sich darstellen als:

1

HizisN/g%g%d&mL//\g?vdde-

Ge Ge

Mit der Variation bzgl. d.:

STI¢ =

EN gy 09y + A dgyy dae

Qe

1 1

6de// (env ONva. 9N + A i) |Te % &,| dedn

-1 -1

folgt die Linearisierung;:

ASTI® =

85]:[2 1 1 e e e e
od. dde (6N IN.a. INa. T EN IN.d.a. IN
e

-1 -1

+)\ gfv:dede) |£é7§ X ia77| dgd/r] :

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

Dies fiihrt mit Hilfe der Gauss Integration auf die tangentielle Elementsteifigkeitsmatrix
K, und das Residuum f,:

K, =

1 1
/ / (env Na. INa. T EN INded. IN T A INaea.) |Be X | dédn
—1-1
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k
= Z(&v JNide JNide T EN JNidede JNi
i—1
+ANi JNidede) |Z,(&ismi) X Ty (&ymi)| Wi (3.22)
11
fo = = [ [ (en gha g5+ wi giia) B x Bl ded
40
k
= - Z (EniNide Jni + Ani Jnide) |86, i) X T (&imi)| Wi - (3.23)
i—1

3.1.3 Kontaktintegration bei lokaler und kontinuierlicher Be-
trachtungsweise

Die Auswertung des Kontaktintegrals erfolgt bei den hier vorgestellten Kontaktformu-
lierungen auf der Ebene von Oberflichenkontaktelementen. In Abschnitt 3.1.1 wurden
zwei mogliche Vorgehensweisen zur Auswertung des Kontaktintegrals dargestellt. Bei
der sogenannten lokalen Betrachtung erfolgt die Kontaktpriifung direkt an den Integra-
tionspunkten; bei der kontinuierlichen Betrachtung dagegen wird der Kontaktabstand
an den Knoten abgepriift und eine Abstandsfunktion iiber die Elementflache interpo-
liert. An dieser Stelle sollen nun anhand fiktiver geometrischer Situationen die Aus-
wirkungen unterschiedlicher Vorgehensweisen bei der Kontaktintegration anschaulich
diskutiert werden.

Ahnliche Untersuchungen werden z.B. in [57] durchgefiihrt, wo verschiedene Integra-
tionsverfahren fiir eine Penalty-Kontaktformulierung eingesetzt werden. In [28] erfolgt
eine Untersuchung der Stabilitit und der Leistungsfahigkeit verschiedener auf dem Ver-
fahren Lagrange’scher Multiplikatoren basierender Kontaktalgorithmen. Bei den hier
vorgestellten Beispielen wird die Verwendung des Augmented Lagrange Verfahren vor-
ausgesetzt.

Das erste Beispiel, dargestellt in Tabelle 3.2, behandelt den Kontakt gegen eine ab-
schnittsweise ebene Kontaktfliche. In beiden gezeigten Féllen kann die auftretende

% O
Kontinuierliche Betrachtung A—»
Lokale Betrachtung (2 Gp) a—mﬂ—>

Tabelle 3.2: Kontakt gegen abschnittsweise ebene Kontaktfliche; Verlauf der Ab-
standsfunktion gy und des Kontaktdruckes py
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Penetration ausreichend beschréinkt werden. Bei der kontinuierlichen Betrachtung tritt
der mittlere Knoten in Kontakt mit der Kontaktfliche. Beide Elemente sind invol-
viert und man erhélt einen kontinuierlichen Verlauf der Kontaktspannungen iiber beide
Elemente hinweg. Bei der lokalen Betrachtung tritt einer der Integrationspunkte des
rechten Elementes in Kontakt mit der Kontaktfliche. Dies fiihrt zu einem diskonti-
nuierlichen Verlauf der Kontaktspannung am Elementiibergang. Allerdings kann durch
die lokale Betrachtung eine lokale hohe Penetration, evtl. durch eine hohere Anzahl von
Kontaktintegrationspunkten, verhindert werden, weshalb der lokale Ansatz in diesem
Fall zu bevorzugen ist.

Im zweiten Beispiel (Abb. 3.3) wird Kontakt gegen eine gekriimmte Kontaktfliche
betrachtet, wobei der Kriimmungsradius der Kontaktfliche sehr viel kleiner als die
Elementlinge der Schalenstruktur ist. In diesem besonderen Fall konnen sowohl bei

| O

Kontinuierliche Betrachtung I:% e
- | O

Lokale Betrachtung (2 Gp) % - a—mﬂ—>
| OB

Lokale Betrachtung (6 Gp) % - e N L,

Tabelle 3.3: Kontakt gekriimmte Kontaktfliche; Verlauf der Abstandsfunktion gy und
des Kontaktdruckes py

kontinuierlicher Betrachtung als auch bei lokaler Betrachtung mit wenig Kontaktinte-
grationspunkten hohe Penetrationswerte auftreten. Unter Umstéinden kann der Kon-
takt gar nicht erfasst werden, da sich der Kontaktkorper zwischen den Kontaktpunkten
hindurch bewegt. Wird der lokale Ansatz mit einer hohen Anzahl von Kontaktintegra-
tionspunkten gewahlt, in Abb. 3.3 dargestellt mit 6 Gausspunkten, kann auf einfache
Weise eine befriedigende Erfiillung der Kontaktrandbedingung erreicht werden. Lokal
tritt ein Kontaktspannungsverlauf auf, der dem realen zu erwartenden Verlauf ent-
spricht.

Beim dritten Beispiel, dargestellt in Abb. 3.4, befindet sich die Schalenstruktur in beid-
seitigem Kontakt mit zwei kreisformigen, konzentrischen Kontaktflichen. Eine solche
Situation kann beispielsweise bei der Behandlung von Umformproblemen auftreten,
wenn ein Blech zwischen zwei starren Werkzeugen geformt wird. Die kontinuierliche
Betrachtung liefert hier einen kontinuierlichen, konstanten Spannungsverlauf. Wird der
lokale Ansatz mit zwei Gausspunkten gewéhlt, entsteht fiir das betrachtete Beispiel mit
konzentrischen Kreisen als Kontaktflichen und gleichférmiger Vernetzung der Schalen-
struktur ebenfalls ein kontinuierlicher, konstanter Spannungsverlauf. Die Kontinuitét
der Spannungen an den Elementiibergéingen kann aber im Allgemeinen nicht garantiert
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O
Kontinuierliche Betrachtung le o o »
O
Lokale Betrachtung (2 Gp)
O
oben
O
unten

Lokale Betrachtung (3 Gp)

Tabelle 3.4: Kontakt zwischen zwei gekriimmten Kontaktflichen; Verlauf der Ab-
standsfunktion gy und des Kontaktdruckes py auf der Schalenober- bzw.
unterseite

werden. Die Verwendung von mehr als zwei Gausspunkten fiihrt zu dem in Abb. 3.4
dargestellten unnatiirlichen Spannungsverlauf und somit zu unerwiinschten Zwéingun-
gen. Die Ursache hierfiir ist in der gewihlten Kontaktdiskretisierung zu finden, die
nicht mit der Geometrie der Kontaktflichen harmoniert, d.h. es kénnen nicht mehr alle
Kontaktnebenbedingungen gleichzeitig erfiillt werden. Eine genauere Untersuchung der
Stabilitdat und der ungewollten Zwingungen erfolgt durch eine Betrachtung der Eigen-
werte der Steifigkeitsmatrix. Der lokale Ansatz liefert hier einen Nulleigenwert, wenn
nur ein Gausspunkt verwendet wird. Bei zwei Gausspunkten ist die Konditionszahl
gleich der Konditionszahl bei kontinuierlicher Betrachtung. Werden mehr Gausspunk-
te verwendet, wichst auch die Konditionszahl an, was auf die ungewollten Zwangungen
hindeutet. Es zeigt sich somit deutlich, dass die lokale Betrachtung in einer entspre-
chenden Situation wenig sinnvoll ist, bzw. nur verwendet werden kann, wenn die Anzahl
der Gausspunkte der Geometrie der Kontaktflichen angepasst gewiahlt wird.
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3.1.4 Berechnung der Kontaktspannungen im Kontaktseg-
ment

Sollen die Kontaktspannungen im Kontaktsegment dargestellt werden, miissen diese in
der Nachlaufrechnung berechnet werden. Sie werden entsprechend des gewéhlten Kon-
taktelementes an den Kontaktpunkten, also an den Knoten bzw. an den Integrations-
punkten, ausgewertet. Zur Berechnung der Kontaktspannung am Kontaktpunkt wird
die Eindringung des Kontaktpunktes jy; sowie der Lagrange Parameter A\; benotigt:

TNi = Ep Jni + i (3.24)

wobei der zweite Teil von (3.24) bei einer reinen Penalty Formulierung entfillt.

3.1.5 Beschreibung der Kontaktflichen

Ein schwieriges Problem ist die Beschreibung allgemeiner 3-dimensionaler Kontakt-
flichen sowie die Kontaktsuche. D.h. in jedem Gauss- bzw. Knotenpunkt x; muss ein
zugehoriger Kontaktpunkt x.; auf der Kontaktfliche gefunden werden, wonach dann
die Penetrationsfunktion ausgewertet werden kann. Es wird also eine Funktion fiir
den Abstand jy; des Knoten-/Gausspunktes zur Kontaktfliche bendtigt, sowie deren
Ableitungen nach dem Elementknotenverschiebungsvektor d, fiir die linearisierte varia-
tionelle Formulierung. Der Kontaktpunkt x.; kann als der Punkt x. der Kontaktfliiche
mit dem minimalen Abstand zum untersuchten Knoten bzw. Gausspunkt berechnet
werden:

JNi =] % — @i | = min | T — e | (3.25)

Zur Beschreibung der Kontaktflichen kann beispielsweise direkt das jeweilige FE-Netz
herangezogen werden. Alternativ werden auch Parameterflichen eingesetzt, bei denen
mit Hilfe diskreter Punkte die Flichen durch analytische Interpolation beschrieben wer-
den. Dadurch erfolgt eine Glittung der Kontaktgeometrie, was auch als ’smoothing’
bezeichnet wird. Eine solche Vorgehensweise wird z.B. in [29, 56, 83] beschrieben. In
dieser Arbeit soll die Beschreibung der Kontaktoberflichen mittels analytischer Funk-
tionen erfolgen. Dies hat den Vorteil, dass eine exakte Beschreibung moglich ist und
somit Fehler bzw. unerwiinschte Effekte der Kontaktdiskretisierung vermieden wer-
den. Es kénnen allerdings nur geometrisch ’einfache’ Flédchen beschrieben werden, die
Beschreibung beliebiger allgemeiner 3D-Fléichen ist kaum mdglich.

Im folgenden werden einige solcher analytisch definierbarer 3D-Kontaktflichen zusam-
mengestellt. Die Modellierung komplexerer Kontaktoberflichen ist aber auch durch
eine beliebige Kombination einzelner analytisch definierter Kontaktflichen maoglich.

Kontakt zu ebener Flidche

Eine Ebene wird im Allgemeinen durch den Ortsvektor eines beliebigen Punktes auf
der Ebene &y und einen Normalenvektor n. (Abb. 3.5) definiert. Der Kontaktabstand
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X

Abbildung 3.5: Analytische Beschreibung einer ebenen Kontaktoberfliche

Jni des betrachteten Punktes im Kontaktsegment a; normal zur Kontaktfliche kann
mit einer einfachen Formel zur Berechnung des Abstands eines Punktes zu einer Ebene
als

(i —mo) =en - (N (Xe+de) —x0) (3.26)

bestimmt werden. Die Identifizierung eines Kontaktpunktes x.; auf der Kontaktober-
fliche ist nicht erforderlich. Aus Glg. (3.26) konnen dann auch die Ableitungen nach
dem Knotenverschiebungsvektor

jnid. = en’ N, (3.27)
INidede. = 0, (3.28)

angegeben werden, die fiir die Variationsformulierung und die erforderliche Linearisie-
rung benotigt werden. Die zweite Ableitung jy; 4.4, verschwindet, da die Normale einer
ebenen Fldche nicht von der aktuellen Lage des betrachteten Punktes a; abhéngt.

Kontakt zu zylindrischer Kontaktfliche

Die Geometrie des zylindrischen Kontaktkorpers ist in Abb. (3.6) dargestellt. Sie wird
durch die Zylinderachse, die durch einen Ortsvektor x,, und einen Richtungsvektor »
definiert wird, sowie durch den Radius R festgelegt. Um den Kontaktabstand jy; des
betrachteten Punktes im Kontaktsegment x; zu ermitteln, ben6tigt man zuerst eine
Formel zur Berechnung des Abstands eines Punktes zu einer Geraden. Damit wird der
Abstand von @x; zur Zylinderachse bestimmt. Von diesem Wert wird dann der Radius
R subtrahiert:

Jni = iBm—:BH—Mr‘—R:\/v;";vn—R. (3.29)
T-r

~”

Un
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Abbildung 3.6: Analytische Beschreibung einer zylindrischen Kontaktoberfliche

Der Vektor wv,, beschreibt hier den Abstandsvektor der Zylinderachse zum Punkt ;.
Die Identifizierung eines Kontaktpunktes x.; entfillt auch in diesem Fall, da mit Glg.
(3.29) der Abstand jn; direkt bestimmt werden kann. Zur Ermittlung der Ableitungen
von (3.29) nach den Knotenverschiebungen d, werden zuerst die Ableitungen nach den
Koordinaten des Punktes x; bestimmt:

1

T
n

Uy = N (3.30)

INig; = —

v, Uy,

. 1 1 rrl
INige; — ——  ——_3 (% ’U;l; + <1 I ) . (331)

3
T rTr
(\ /'vz;'vn) v,, Un

Die Beriicksichtigung der inneren Ableitung vy, »; erfolgt durch den hier giiltigen Zu-
sammenhang:

Un,a; Un = —Up . (3.32)

Die Ableitungen nach d, konnen dann leicht mit Hilfe der Kettenregel zu x4, = N
ermittelt werden.
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3.2 Numerische Beispiele fiir Kontaktprobleme
ohne Reibung

3.2.1 Ermittlung von Kontaktspannungen

Zuerst sollen bei einfachen Beispielen die Kontaktspannungen im Kontaktsegment be-
rechnet werden. Ein sogenannter Kontakt-Patchtest wie er z.B. in [23] [54] vorgeschla-
gen wird, ist hier nicht relevant, da ausschlieflich unilateraler Kontakt betrachtet wird.

Ebene Kontaktfliche

Beim ersten Beispiel liegt eine ebene Struktur (Abb. 3.7), bestehend aus zwei bilinearen
bzw. einem biquadratischen Element auf einer ebenen Kontaktfliche. Zur Beschrei-

U " " t = 0.2
= 1.75-10*

l l l Z = 8.077-10°
0 = 16

Abbildung 3.7: Geometrie-/Materialeigenschaften und Belastung einer Schalenstruk-
tur zur Kontaktspannungsberechnung bei Kontakt mit ebener Kon-
taktfliche

bung des Kontaktes werden die in Abschnitt 3.1.1 bzw. 3.1.2 beschriebenen Flichenkon-
taktelemente verwendet. Die Uberpriifung der Kontaktbedingung im Kontaktelement
erfolgt fiir die bilinearen Elemente an 2 x 2, fiir die biquadratischen Elemente an 3 x 3
Kontaktintegrationspunkten.

Die Belastung erfolgt im ersten Fall durch die Vorgabe einer gleichméfligen Verschie-
bung u; = uy = ug = 0.005 fiir die oberen Knoten der Struktur, die in fiinf Lastschritten
aufgebracht wird. Die Elementlinge wird zu a; = ay = 1 gewéhlt. Dadurch erfolgt
ein gleichméfliges Eindringen in die Kontaktfliche und es wird eine konstante Kon-
taktspannung in der Kontaktfliche erwartet. Die Ergebnisse fiir diesen Test sind in
Abb. 3.8 fiir das bilineare ANS3DEAS Element und in Abb. 3.9 fiir das biquadratische
MI9K3DEAS Element dargestellt. Dabei werden sechs Varianten berechnet. Zuerst
wird ein reines Penalty Verfahren mit einer Variation der Penaltyparameter ¢y einge-
setzt. Auflerdem wird das Augmented Lagrange Verfahren mit einem Penaltyparameter
von ey = 1.0-10% und einer maximal zuléssigen Eindringtiefe von pen,,., = 0.002 bzw.
PeNma: = 0.001 verwendet. Wie erwartet ergibt sich ein konstanter Spannungsverlauf
im Kontaktelement, wobei die Spannungen stark mit der Abnahme der Eindringtiefen
anwachsen.
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n Penalty: £, = 1.0- 10! ¢ |
45 Penalty: £ = 1.0- 102+
40 Penalty: £, = 1.0 - 102 O 4
Penalty: £, = 1.0 - 104 X
35+ Aug. Lag.: peNe: = 0.002 A -
Aug. Lag.: penpq, = 0.001 %
Kontakt- 30 Krrrrar e a s N YRR RE LR Kk rrra s a s +* -
VAN VAN
spannung 9s5 | Q ................. b o Q _
TNi 20 - i
15 -
10 - —
5~ = = = ] .
0 ,@, ........ L ,@, ...... L ,@, ........ L ,@,
0 0.5 1 1.5 2

Kontaktpunktkoordinate &

Abbildung 3.8: Spannungen an den Kontaktpunkten in der Kontaktfliche;
ANS3DEAS Element

50 T T T
n Penalty: £, = 1.0- 10! ¢ |
45 Penalty: 55 =1.0-102 +
40 - Penalty: £, = 1.0 - 102 O
Penalty: £, = 1.0- 107 X
35 |- Aug. Lag.: penme: = 0.002 A
Aug. Lag.: penpq, = 0.001 %
Kontakt- 30 Krrrrrsaasaararsaanaaaan S R I RN * m
VAN
spannung o5 | Q ....................... T Q -
TNi 20 L _
15 - .
10 - |
5 = - il 7
0 _@, ........ Lo _@, ............... Lo _@,
0 0.5 1 1.5 2

Kontaktpunktkoordinate x

Abbildung 3.9: Spannungen an den Kontaktpunkten in der Kontaktfliche;
MI9K3DEAS Element

Im zweiten Fall wird ein linearer Verschiebungsverlauf mit u; = 0.005, uy = 0.0025 und
uz = 0 in fiinf Lastschritten aufgebracht; die Elementlinge wird wieder zu a; = a, =1
gewahlt. Die Spannungen in der Kontaktfliche sind in Abb. 3.10 fiir das bilineare
ANS3DEAS Element und in Abb. 3.11 fiir das biquadratische MI9K3DEAS Element
dargestellt. Wie zu erwarten ergibt sich auch ein linearer Verlauf der Spannungen in
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50 - N N N
L Penalty: €, = 1.0 - 10} |
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Penalty: £, = 1.0 - 104 X
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T . . Lag.: = 0.
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Abbildung 3.10: Spannungen an den Kontaktpunkten in der Kontaktfliche;
ANS3DEAS Element

50 T T T
L Penalty: €, = 1.0 - 10} i
45 Penalty: £, = 1.0 - 107 ¢
40 - Penalty: £, = 1.0 - 104 0o -
Penalty: £, = 1.0 - 10° X
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Kontaktpunktkoordinate x

Abbildung 3.11: Spannungen an den Kontaktpunkten in der Kontaktfliche;
MI9K3DEAS Element

der Kontaktflache.

Abschlieflend wird ein dritter Fall betrachtet, bei dem wiederum eine gleichméflige
Verschiebung von u; = us = uz = 0.005 in fiinf Lastschritten aufgebracht wird. Aller-
dings wird nun eine ungleiche Elementlinge von a; = 0.6 und ay; = 1.4 gewéhlt. Die
Vernetzung erfolgt dabei auch fiir das biquadratische MI9K3DEAS Element mit zwei
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Abbildung 3.12: Spannungen an den Kontaktpunkten in der Kontaktfliche fiir un-
gleichméfliges Netz

Elementen. Es wird erneut das Penaltyverfahren mit den in Abb. 3.12 angegebenen
Penaltyparametern, und das Augmented Lagrange Verfahren mit ey = 1.0 - 10? ver-
wendet. Die Ergebnisse in Abb. 3.12 verdeutlichen, dass sich fiir alle Berechnungen der
zu erwartende konstante Spannungsverlauf in der Kontaktflache einstellt.

Stiickweise ebene Kontaktfliche

Zur Verdeutlichung der Unterschiede bei Auswertung der Abstandsfunktion an den
Knoten bzw. an den Gausspunkten wird als zweites Beispiel eine ebene Struktur (Abb.
3.13), bestehend aus zwei bilinearen bzw. zwei biquadratischen Elementen auf eine
abschnittsweise ebene Kontaktfliche gedriickt. Die Belastung erfolgt durch die Vor-

1 1 1
t = 0.2

l\u l\u k = 1.75-10*
p = 8.077-10°

| .
O.l6ai miﬁo.ﬂa o 16
,12a |
=X

Abbildung 3.13: Geometrie-/Materialeigenschaften und Belastung einer Schalenstruk-
tur zur Kontaktspannungsberechnung bei Kontakt mit stiickweise
ebener Kontaktfliche
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Abbildung 3.14: Spannungen an den Kontaktpunkten in der stiickweise ebenen Kon-
taktfliche

gabe einer Verschiebung u = 0.1 fiir die oberen dufleren Knoten der Struktur, die in
zehn Lastschritten aufgebracht wird. Die Elementlinge wird zu a = 1 gewéhlt. Zur
Kontaktbeschreibung wird das Penalty Verfahren mit ¢y = 10 verwendet.

Die Ergebnisse fiir die Kontaktspannungen sind in Abb. 3.14 enthalten. Dargestellt
sind hier die Resultate fiir das bilineare ANS3DEAS Element und das biquadratische
MI9K3DEAS Element, jeweils bei Auswertung der Abstandsfunktion an den Gaus-
spunkten bzw. Auswertung an den Knoten mit Interpolation iiber die Elementober-
fliche. Erfolgt die Auswertung an den Gausspunkten, so sind aufgrund des Knickes in
der Kontaktfliche Spriinge im Spannungsverlauf méoglich, wie fiir das ANS3DEAS Ele-
ment mit zwei Integrationspunkten und analog fiir das MI9K3DEAS Element, bei dem
drei Integrationspunkte verwendet werden, zu sehen ist. Wird die Kontaktbedingung an
den Knoten iiberpriift und iiber die Elementfliche mit Hilfe der Ansatzfunktionen in-
terpoliert, so entsteht ein gleichférmiger Verlauf der Kontaktspannungen ohne Spriinge
an den Elementiibergéngen. Die kontinuierliche Betrachtung mit der Kontaktpriifung
an den Knoten ist in diesem Fall zu bevorzugen. Soll der reale Kontaktspannungs-
verlauf mit dem Maximum am Ort der maximalen Penetration bei x = 0.8a erfasst
werden, so kann auch eine verfeinerte lokale Betrachtung mit einer hoheren Anzahl von
Kontaktintegrationspunkten erfolgen.

Zylindrische Kontaktfliche
Beim dritten Beispiel wird eine ebene Struktur (Abb. 3.15), bestehend aus zwei bilinea-

ren bzw. einem biquadratischen Element auf eine zylindrische Kontaktfliche gedriickt.
Bei diesem Beispiel werden die Vorteile der in Abschnitt 3.1.1 bzw. 3.1.2 beschriebenen
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Abbildung 3.15: Geometrie-/Materialeigenschaften und Belastung einer Schalenstruk-
tur zur Kontaktspannungsberechnung bei Kontakt mit zylindrischer
Kontaktfliche

Flachenkontaktelemente deutlich. Um den Kontakt gegen den Zylinder mit einem im
Vergleich zur Elementlinge sehr kleinem Durchmesser korrekt zu beschreiben, werden
hier fiir die bilinearen Elemente 10 x 10 und fiir das biquadratische Element 20 x 20
Kontaktintegrationspunkte verwendet. Eingesetzt wird das Penaltyverfahren mit den
in Abb. 3.16 bzw. 3.17 angegebenen Penaltyparametern, und das Augmented Lagrange
Verfahren mit ey = 10.

Die numerisch ermittelten Kontaktspannungen sind in Abb. 3.16 fiir das bilineare
ANS3DEAS Element und in Abb. 3.17 fiir das biquadratischen MI9K3DEAS Element
dargestellt. Wird eine hohere Eindringung zugelassen, ergibt sich eine der Form des
starren Zylinders entsprechende Verteilung der Kontaktspannung. Wird ein hoherer

18 T T
B Penalty (Gpkt.): €, = 1 0- 101 O
16 Penalty ngkt o =1.0- 102+
14 Penalty (Knoten): 6 =1.0-102 x |
Aug. Lag. (Gpkt.): penmax =0.01 A
12 —
Kontakt- . A
spannung St
TNi 8- Do 7
6 i _
4 [ - —
2
0 A

Kontaktpunktkoordinate &

Abbildung 3.16: Spannungen an den Kontaktpunkten in der Kontaktfliche;
ANS3DEAS Element
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Abbildung 3.17: Spannungen an den Kontaktpunkten in der Kontaktfliche;
MI9K3DEAS Element

Penaltyfaktor bzw. die Augmented Lagrange Methode gewéhlt, ist eine Penetration
nur noch an einem einzelnen Kontaktintegrationspunkt vorhanden. Erfolgt die Berech-
nung der Funktionswerte an den Integrationspunkten iiber die Auswertung an den
Knoten mit anschlieender Interpolation iiber die Elementoberfliche, so erhilt man
einen nicht verénderlichen Verlauf der Kontaktspannungen iiber das gesamte Element.
Die Kontaktbedingung wird hier nur an den Knoten {iberpriift, d.h. Kontakt wird nur
an der Stelle x = 1 festgestellt; dies fiihrt zwangsldufig zu einer hohen Penetration
des Zylinders. Sollen diese hohen Penetrationswerte vermieden und ein realer Kontakt-
spannungsverlauf abgebildet werden, so muss in diesem Fall eine lokale Betrachtung
mit einer hohen Anzahl von Kontaktintegrationspunkten erfolgen.

3.2.2 Freibiegen eines auf zwei zylindrischen Kontaktkérpern
gelagerten Bleches

Es soll das Kontaktproblem des Freibiegens eines Metallbleches der Dicke t iiber zwei
zylindrischen Ké&rpern untersucht werden. Zur Beschreibung des Materialverhaltens
wird ein elasto-plastisches Materialgesetz mit den in Abb. 3.18 gezeigten Materialda-
ten verwendet. Das Metallblech wird auf zwei zylindrischen Starrkérpern gelagert. Als
Belastung wird eine Verschiebung v in der Mitte des Bleches vorgegeben. Aufgrund
der Symmetrieeigenschaften des Systems ist die Diskretisierung des halben Bleches
ausreichend. Dabei werden fiir eine grobe Vernetzung zwolf bilineare bzw. sechs bi-
quadratische Elemente und fiir eine feine Vernetzung werden 100 bilineare bzw. 50
biquadratische Elemente verwendet.

131



KAPITEL 3. VERWENDUNG DER ’SOLID-SHELL’ ELEMENTE FUR UNILATERALE

KONTAKTPROBLEME
I-P FE—Modell
: | . t = 0.25cm
ko= 1.75-10"2%
y R=2cm po= 8077
_ o = 16£%
% b=12cm % 0 Ck";V
L a=24cm L
71 71

Abbildung 3.18: Geometrie-/Materialeigenschaften und Belastung des auf zylindri-
schen starren Kontaktkorpern gelagerten Bleches

Die verformte Struktur wird in Abb. 3.21, die Last-Verformungskurven sind in Abb.
3.19 fiir die bilinearen Elemente und in Abb. 3.20 fiir die biquadratischen Elemente
dargestellt. Hierin entspricht die Belastung der zur Verschiebung u dquivalenten Kraft
in der Mitte des Bleches.

Als Ergebnis der Berechnung mit der Knotenkontaktinterpolation sowie der Berech-
nung mit zwei Kontakt-Gausspunkten (cgp) fiir das bilineare Kontaktsegment bzw.
mit drei Kontakt-Gausspunkten fiir das biquadratische Kontaktsegment sind grofle
Spriinge in der Last-Verformungs-Kurve zu beobachten. Dies kann mit der groben
Kontaktdiskretisierung erklirt werden, die im Vergleich zum Durchmesser des Zylin-

25
| ‘ ANS3DEAS! 12 el.; Knoten
ANS3DEAS:; 12 el.;2cgp -+ -+
ANS3DEAS; 12 el.; 10 cgp ==+« -+
20 ANS3DEAS; 100 el.; 2 cgp —— |
3
e 15
B
3
s 10 H
5 I R
0 [ | | | | |

Verschiebung [cm)]

Abbildung 3.19: Last-Verformungs Diagramm, bilineare Elemente; Vergleich Kontakt-
verbesserung mit mehr Gausspunkten und Netzverfeinerung
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Abbildung 3.20: Last-Verformungs Diagramm, biquadratische Elemente; Vergleich
Kontaktverbesserung mit mehr Gausspunkten und Netzverfeinerung

ders zu grofien Abstédnden der einzelnen Kontaktpunkte fiihrt. Dadurch erfolgt eine
relativ starke Eindringung des Zylinders in das FE-Netz der Struktur zwischen den

einzelnen Kontaktpunkten.
Wird eine feinere Kontaktdiskretisierung verwendet, konnen die Spriinge in der Last-

Abbildung 3.21: Plastische Deformation des Stahlbleches bei ©w = 5¢m und v = 14.5em
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Verformungs-Kurve stark reduziert bzw. vollstindig vermieden werden, wie z.B. in Abb.
3.19 bei einer Verwendung von zehn Kontakt-Gausspunkten sichtbar wird. Die Alter-
native zur Verfeinerung des Kontaktes durch eine Erhéhung der Anzahl der Kontakt-
Gausspunkte ist eine Netzverfeinerung bei einer konstanten Anzahl von Kontaktpunk-
ten. Durch diese Vorgehensweise kénnen die Spriinge in der Last-Verformungs-Kurve
ebenfalls vermieden werden, wie dies in Abb. 3.19 und 3.20 fiir eine Diskretisierung
mit 100 bilinearen bzw. 50 biquadratischen Elementen sichtbar wird. Der numerische
Berechnungsaufwand ist bei dieser Vorgehensweise allerdings wesentlich gréfier, dafiir
kann mit der feineren Diskretisierung auch eine exaktere Approximation der Geometrie
erfolgen.

Der Penalty Parameter darf nicht zu grof§ gewéhlt werden, um numerische Probleme
zu vermeiden, ein zu kleiner Wert wiirde allerdings zu grofle Eindringungen zulassen.
Mit dem hier gewdhlten Wert von 5 = 10 tritt eine maximale Eindringung der Kon-
taktpunkte von pen,,q.. = 0.2mm auf, was akzeptabel erscheint.

Das Augmented Lagrange Verfahren wird bei diesem Beispiel nicht eingesetzt, da es kei-
nerlei Verbesserung der Ergebnisse erwarten lisst. Auch die bilinearen EAS-Elemente
mit einer zusétzlichen Erweiterung der Membranverzerrungen, wie z.B. da EAS3DEAS-
Element zeigen im Ergebnis keine Unterschiede zum ANS3DEAS-Element, weshalb die-
se Resultate hier nicht weiter vorgestellt werden. Es muss in diesem Fall auch bemerkt
werden, dass die biquadratischen Elemente im Vergleich zu den bilinearen Elementen
zu keiner Verbesserung der Ergebnisse bei gleicher Knotenzahl fiir beide Elementtypen
fiihren.

3.2.3 Biegen eines Bleches zwischen zwei ebenen Kontakt-
flichen

Bei dem in diesem Abschnitt betrachteten Beispiel handelt es sich um das Biegen eines
Bleches der Dicke ¢ zwischen zwei bereichsweise ebenen Kontaktflichen (Abb. 3.22).
Ziel ist die Untersuchung der Zwingung zwischen zwei Kontaktkorpern. Es werden
wiederum die Symmetrieeigenschaften ausgenutzt, und nur das halbe System wird mit
finiten Elementen diskretisiert. Fiir diese Struktur erfolgt eine Diskretisierung mit ins-
gesamt 40 bilinearen ANS3DEAS bzw. 20 biquadratischen MI9K3DEAS Elementen,
wobei in der Mitte des Bleches ein lokal feineres Netz (Abb. 3.23) verwendet wird,
da dort groflere Deformationen zu erwarten sind. In vertikaler Richtung werden die
Randbedingungen durch ebene Kontaktflichen beschrieben, in y-Richtung werden al-
le Knoten festgehalten (ebener Verzerrungszustand). Zur Beschreibung des Material-
verhaltens wird wiederum ein elasto-plastisches Materialgesetz mit den in Abb. 3.22
gegebenen Materialeigenschaften verwendet.

Eines der Ziele ist der Vergleich des Penalty Verfahrens mit dem Augmented Lagran-

ge Verfahren bei Problemen mit groflen Zwingungen. Fiir das Penalty Verfahren gilt

das Ziel, die maximale Eindringungen nicht zu grof§ werden zulassen, d.h. es muss ein

moglichst grofler Wert fiir den Penalty Parameter gew#hlt werden. Dementsprechend
kN

wurden Untersuchungen mit Werten von ey = 5025 und ey = 100({“m—N3 durchgefiihrt.
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Abbildung 3.22: Geometrie- und Materialeigenschaften des Biegeproblems zwischen
ebenen Kontaktflichen

Hohere Werte fiir ey fithrten zu numerischen Problemen in der Gleichgewichtsiterati-
on. Fiir das Augmented Lagrange Verfahren ist die Wahl des Penalty Parameter nicht
so bedeutend, da zu grofle Eindringungen durch das iterative Erhohen der Lagrange-
Parameter ausgeglichen werden. Dennoch sollte der Wert fiir £y nicht zu klein ange-
setzt werden, um zusitzliche Iterationen schon am Anfang der Berechnung zu vermei-
den. Dementsprechend wird hier ein Wert von ey = IOC’jn—Ng, gewahlt. Auflerdem wird
wird fiir das Augmented Lagrange Verfahren die maximal tolerierbare Eindringung mit
Penpma: = 0.005cm festgelegt, d.h. die iterative Erhohung der Lagrange-Parameter wird
so lange fortgesetzt bis dieser Wert an jedem Kontaktpunkt unterschritten wird. Die
Berechnung des Kontaktintegrals erfolgt mit 2 Integrationspunkten fiir das bilineare
Element bzw. mit 3 Integrationspunkten fiir das biquadratische Element. Eine Verbes-
serung der Ergebnisse iiber die Verwendung von weiteren Kontaktintegrationspunkten
ist in diesem Beispiel aufgrund der ebenen Kontaktflichen nicht zu erwarten. Auch die
Verwendung der Knotenkontaktinterpolation liefert keine unterschiedlichen Ergebnis-
se, wie in Abb. 3.25 im Vergleich fiir das bilineare Element mit Augmented Lagrange
Kontakt zu sehen ist.

In Abb. 3.24 ist ein Last-Verschiebungsdiagramm zu sehen. Hier wird die Summe der
Kontaktkrifte in der Mitte des Bleches iiber die Verschiebung u der oberen Kontakt-
fliche aufgetragen. Am Anfang des Verformungsprozesses wird das Blech mit geringem
Widerstand gegen die Kontaktflichen gedriickt, demzufolge ist die Knotenkraft relativ
klein. Erst ab einer Verschiebung von u = 2.2em wichst die Knotenkraft betrécht-
lich an, da sich der Widerstand beim endgiiltigen Formen des Bleches deutlich erhoht.
Bis zu einer Verschiebung von u = 2.2c¢m liefern sowohl Penalty als auch Augmented
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Abbildung 3.23: Vergleich des Verformungszustandes bei u = 2.4cm fiir Penalty Ver-
fahren (links) und Augmented Lagrange Verfahren (rechts)

Lagrange Verfahren ein identisches Ergebnis. Fiir Verschiebungen u > 2.2e¢m werden
deutliche Unterschiede sichtbar. Die Kontaktkrifte fiir die Penalty Methode sind in
diesem Bereich wesentlich geringer, da hier sehr grofie Eindringungen zugelassen wer-
den, wie deutlich in Abb. 3.23 zu sehen ist. Mit der Augmented Lagrange Methode
kann diese starke Eindringung auf das zuvor definierte Limit beschrinkt werden. Aller-

0.35 w x x x x x x
0.3 + Penalty: £, = 50 (biqu _
Penalty: £, = 100 (bili) « - - - -
— Augm. Lagr. (bili) ——
E 0.25 Augm. Lagr. (biqu) === == N
S
E 0.2 - ]
2
& 0.15 - -
0.1 - -
0.05 - ]
0! 1 I I I I I I

2 2.05 2.1 2.15 2.2 2.25 2.3 2.35 24
Verschiebung u

Abbildung 3.24: Last-Verformungs Kurve fiir 2em < u < 2.4em
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Abbildung 3.25: Kontaktspannungen Blechunterseite fiir © = 2.38cm

dings nimmt der Berechnungsaufwand in diesem Bereich fiir das Augmented Lagrange
Verfahren betréchtlich zu. Bis zur Verschiebung u = 2¢m ist der Aufwand fiir beide
Verfahren dhnlich, fiir das Penalty Verfahren mit ey = E’)Ofm—N3 werden insgesamt ca.
450 Iterationsschritte benotigt, fiir das Augmented Lagrange Verfahren ca. 540. Bis
zur Verschiebung u = 2.4cm benétigt man fiir das Penalty Verfahren ca. 2440 Ite-
rationsschritte, das Augmented Lagrange Verfahren ca. 3870. Fiir eine befriedigende
Erfiillung der Kontaktrandbedingung ist in diesem Fall also ein Mehraufwand von ca.
60% notwendig. Wird alternativ zur Verbesserung der Penalty Parameter auf ey = 100
gesetzt, so ist der Aufwand dhnlich hoch wie fiir das Augmented Lagrange Verfahren,
da hier, um numerische Probleme zu vermeiden, kleinere Lastschritte gewahlt werden

miissen.

Auflerdem fillt in Abb. 3.24 auf, dass im Bereich v > 2.35 die Kontaktkraft fiir das
bilineare Element stirker anwéchst als fiir das biquadratische Element. Dies kann dar-
auf zuriickgefiihrt werden, dass in diesem Bereich der maximalen Deformation das
biquadratische Element aufgrund seiner hoheren Ansatzordnung fiir die Geometrieap-
proximation die geforderte Kriimmung besser abbilden kann.

In Abb. 3.25 werden zusétzlich die Kontaktspannungen fiir u = 2.38¢m an der Blechun-
terseite im maximal belasteten Bereich 0.1cm < o < 0.8cm dargestellt. Wie zu erwar-
ten sind fiir den Penalty Fall mit einer hoheren zugelassenen Eindringung die Kontakt-
spannungen entsprechend kleiner, dehnen sich aber iiber eine gréfiere Elementfliche
aus. Im Augmented Lagrange Fall werden sehr hohe Spannungen in einem kleineren
Elementbereich erreicht. Analog zur Last-Verformungskurve sind auch die Kontakt-
spannungen fiir das biquadratische Element geringfiigig kleiner als fiir das bilineare
Element.
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3.2.4 Tiefziehen eines zylinderformigen Topfes

In einem weiteren numerischen Beispiel soll der Tiefziehprozess eines zylinderférmigen
Topfes simuliert werden. Ein &hnliches Beispiel wird in [5] vorgestellt. Der Zylinder soll
hierfiir aus einem kreisférmigen Blech der Dicke ¢ = 1mm und dem Radius Rg = 8cm
geformt werden. Der Verformungsprozess ist in zwei Phasen aufgeteilt. In der ersten
Phase wird das auf abgerundeten Gesenkkanten aufliegende Blech mit einem Stempel,
fiir den eine Verschiebung u vorgegeben wird, nach unten gegen einen in dieser Phase
unbeweglichen Blechhalter gedriickt. Die Geometrie der Werkzeuge ist entsprechend in
Abb. 3.26 dargestellt. Die erste Phase endet bei einer Verschiebung von u = 2.5¢m,

| 9.8cm 3
T 7
lu t = 0.1em
k = 1.75-10" 2%
o= 807T7TEY
R=0.8cm 7 = 165
2.5cm
T R=5.67cm
2.5cm
N
N
3 16cm 3
! ) 10cm ) !
7 7

Abbildung 3.26: Geometrie- und Materialeigenschaften fiir Tiefziehprozess

wenn das Blech vollstindig gegen den Blechhalter gedriickt ist. In der zweiten Phase
der Verformung wird der Stempel nun gemeinsam mit dem Blechhalter weiter nach
unten verschoben, und somit werden die Seitenwénde des Topfes entlang der in diesem
Bereich ebenen Gesenkkante gezogen und somit gegléittet.

Bei der Diskretisierung werden die Symmetrieeigenschaften des kreisrunden Bleches
ausgenutzt, und es wird lediglich ein Viertel der Struktur vernetzt. Dabei wird das
Blech, wie in Abb. 3.28 dargestellt, mit 254 Knoten diskretisiert, d.h. es kommen 108
bilineare bzw. 27 biquadratische Schalenelemente zum Einsatz. Alternativ wird, wie
ebenfalls Abb. 3.28 dargestellt, eine feinere Diskretisierung mit 432 bilinearen bzw
108 biquadratischen Schalenelementen vorgenommen. Zur Beschreibung der Kontakt-
flichen werden drei analytisch beschriebene Flichen, respektive ebene Fliche, Zylin-
der und Torus kombiniert. Die Uberpriifung der Kontaktbedingung erfolgt bei diesem
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Abbildung 3.27: Kontaktspannungen am Stempel (Links), am Gesenk (Mitte) und am
Blechhalter (Rechts) fiir a) uw = 2.15, b) u = 4.3, ¢) u = 6.45 und d)
u=238.6

Beispiel an den Knotenpunkten des FE-Netzes des Bleches mit Interpolation der Ein-
dringungen auf die Integrationspunkte zur Auswertung der Kontaktintegrale. Es wird
auflerdem die Augmented Lagrange Kontaktformulierung mit einem Penalty-Startwert
von ey = 20 und einer maximalen Eindringtiefe von pen,,.,., = 0.0lcm verwendet.
Eine lokale Betrachtung mit Kontaktauswertung an den Kontaktintegrationspunkten
ist in diesem Fall nicht sinnvoll, da in diesem Fall, wie in Abschnitt 3.1.3 beschrieben,
ungewollte Zwiangungen auftreten konnen.

In Abb. 3.27 sind die Kontaktspannungen am Stempel, am Gesenk, sowie am Blech-
halter fiir verschiedene Verformungszustinde dargestellt. Im ersten Zustand, bei
u = 2.15e¢m, wird das Werkstiick vom Stempel gegen die Gesenkkanten gedriickt; Kon-
takt mit dem Blechhalter ist noch nicht vorhanden. Bei u = 2.5¢m wird das Blech dann
gegen den Blechhalter gedriickt, dementsprechend sind in Abb. 3.27 fiir die Zustéinde
a), b) und ¢) auch im Blechhalter Kontaktspannungen erkennbar. Es ist erkennbar, dass
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Abbildung 3.28: Unverformtes Netz fiir ein Viertel des kreisrunden Bleches; grobe Ver-
netzung mit 127 Knoten (links) und feine Vernetzung mit 469 Knoten
(rechts)

sich Beulen am Gesenkrand ausbilden. Im letzten dargestellten Zustand bei u = 8.6e¢m
ist deutlich zu sehen, wie in der abschlielenden Phase der Verformung die Seitenwéinde
des Topfes von beiden Seiten gedriickt und somit bis auf einen kleinen Rest am oberen
Rand des Bleches geglittet werden.
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Abbildung 3.29: Last-Verformungs-Kurven fiir Tiefziechen eines Topfes; bilineares
ANS3DEAS Element; grobe und feine Vernetzung
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Abbildung 3.30: Last-Verformungs-Kurven fiir Tiefziehen eines Topfes; bilineares
EAS3DEAS Element; grobe und feine Vernetzung
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Abbildung 3.31: Last-Verformungs-Kurven fiir Tiefziehen eines Topfes; biquadrati-
sches MI9K3DEAS Element; grobe und feine Vernetzung

In Abb. 3.29-3.31 werden die Last-Verformungskurven dargestellt. Der Ubergang von
der ersten zur zweiten Belastungsphase ist durch eine vertikale Linie gekennzeichnet.
Fiir die Verschiebung u < 2.5¢m liefern alle dargestellten Varianten eine deckungsglei-
che Last-Verformungskurve. Im weiteren Verlauf sind deutliche Unterschiede zu erken-
nen. Insbesondere weichen die Resultate der groberen Vernetzung deutlich von denen
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Abbildung 3.32: Verformtes Netz fiir u = 4.35¢m; feine Vernetzung mit 469 Knoten;

EAS3DEAS Element (links) und MI9K3DEAS Element (rechts); star-
kes lokales Beulen

der feineren Vernetzung ab. Die Ergebnisse der groberen Vernetzung scheinen somit
wenig aussagekriftig zu sein und sind praktisch unbrauchbar. Eine weitere Netzverfei-
nerung wire sinnvoll, um die Konvergenzeigenschaften beziiglich der FE-Vernetzung
genauer zu untersuchen.

Untersucht wurden die bilinearen Elemente ANS3DEAS (siehe Abb. 3.29) und
EAS3DEAS (siehe Abb. 3.30), sowie das biquadratische Element MI9K3DEAS (siehe
Abb. 3.31) jeweils in der Variante mit eingeschalteter selektiv reduzierter Integration
der volumetrischen Anteile (-rv) und ohne. Fiir das ANS3DEAS Element mit der feinen
Vernetzung (siehe Abb. 3.29) zeigt die Variante mit eingeschalteter selektiv reduzierter
Integration ein geringfiigig weicheres Verhalten als die vollstéindig integrierte Varian-
te, was auf ein leichtes volumetrisches Versteifen hindeutet. Das bilineare EAS3DEAS
Element und die biquadratischen Elemente MI9K3DEAS und MI9K3DEAS-rv zeigen
im Fall der feinen Vernetzung lokal starkes Beulen (siche Abb. 3.32), was letztendlich
zu einem vorzeitigen Abbruch der numerischen Berechnung fiihrt. Als Ergidnzung er-
scheint eine dynamische Betrachtung sinnvoll. Das Beulverhalten der Struktur kénnte
dann genauer untersucht werden. Zusétzlich wire dann auch die Beriicksichtigung der
Belastungsgeschwindigkeit mdéglich. Berechnung kénnte hier zu besseren Ergebnissen
fiihren. Um fiir den realen Tiefziehprozess das Auftreten solch ausgeprigter Beulen zu
verhindern, konnte beispielsweise eine Anpassung der Werkzeuge z.B. durch zuséatzliche
Niederhalter erfolgen.
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3.2.5 Tiefziehen eines Vollbleches mit anschlielender Eigen-
frequenzuntersuchung

Als Beispiel mit anschlieflender Eigenfrequenzuntersuchung wird ein Tiefziehprozess ei-
nes Vollbleches berechnet. Das Modell ist in Abb. 3.33 dargestellt, es besteht aus einem
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Abbildung 3.33: Geometrie- und Materialeigenschaften fiir Tiefziehprozess eines Ble-
ches

Blech der Dicke ¢ und den starren Umformwerkzeugen, einem zylinderférmigen Stem-
pel mit dem Radius Ry = 2c¢m, den Niederhaltern an den Seiten des Bleches und dem
Gesenk. Der Radius der Gesenkkanten betrigt Ry = 0.4cm. Die Niederhalter werden
als vertikal unverschieblich angenommen. Es handelt sich hier um ein ebenes Problem,
sdmtliche Knoten werden in y-Richtung gehalten, wodurch ein ebener Verzerrungszu-
stand vorausgesetzt wird.

Die Diskretisierung des halben Bleches (Symmetrie) erfolgt gleichformig mit 50
ANS3DEAS Elementen in Langsrichtung. Die Auswertung der Kontaktbedingung er-
folgt direkt an den Integrationspunkten, wobei zwei Kontakt-Gausspunkte verwendet
werden. Die Belastung erfolgt durch die Vorgabe einer Verschiebung u fiir den Stempel

Abbildung 3.34: Verformtes Netz fiir tiefgezogenes Blech

bis zu einem Wert von u = 1.5¢m. Das verformte Netz ist in Abb. 3.34 dargestellt.
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Bei diesem Beispiel soll eine Eigenwertuntersuchung nach der Entlastung des geformten
Bleches erfolgen. Somit kann der Einfluss der durch das Tiefziehen verursachten Eigen-
spannungen im Blech auf das Schwingungsverhalten untersucht werden. Zum Vergleich
werden die Eigenwerte eines geometrisch identischen, aber direkt generierten und somit
eigenspannungsfreien FE-Netzes ermittelt.

Die Eigenformen zu den Eigenwerten 1.-8. sind in Abb. 3.35 dargestellt. Die Eigenwerte,
gerundet auf zwei Nachkommastellen, sind in Tab. 3.5 jeweils fiir das Werkstiick nach
der Entlastung und das direkt generierte Netz zu finden. Es sind in diesem Fall nur sehr
geringe Unterschiede (im Nachkommabereich) bei den Eigenwerten zu beobachten. Die
die Eigenspannungen des verformten Vollblechs haben also offensichtlich keinen Einfluss
auf das Schwingungsverhalten des Bauteils.

| nach Entlastung | direkt generiert |

1.EF 2.30 - 102 2.30 - 102
2.EF 5.67 - 10° 5.66 - 10°
3.EF 4.08 - 104 4.06 - 104
4. EF 1.61 - 10° 1.61 - 10*
5.EF 3.92-10° 3.91-10°
6.EF 8.52-10° 8.50 - 10°
7.EF 1.14 - 106 1.14 - 106
8.EF 1.63 - 106 1.63-10°

Tabelle 3.5: Eigenfrequenzen der Eigenformen 1.-8. fiir tiefgezogenes Vollblech
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Abbildung 3.35: Eigenformen 1.-8. fiir tiefgezogenes Vollblech; Darstellung der ver-
formten Geometrie iiberlagert mit der jeweiligen Eigenform
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3.3 Kontakt mit Reibung

In den meisten realistischen Féllen ist es erforderlich, auch Reibungseinfliisse bei der
Kontaktbeschreibung zu beriicksichtigen. Unter dem Begriff der Reibung werden ener-
giedissipierende Prozesse bei einer gegenseitigen tangentialen Verschiebung der Kon-
taktoberflichen verstanden, wie z.B. Warmebildung oder ein Flieflen des Materials.
Alternativ kann Haften auftreten, wenn aufgrund der Rauhheit der Oberflichen ei-
ne gegenseitige tangentiale Verschiebung verhindert wird. Bisher wurde ausschlieflich
Normalkontakt betrachtet, d.h. es waren an den Kontaktflichen nur Normalkréfte vor-
handen. Wird nun Reibung beriicksichtigt, treten zusitzlich tangentiale Kréfte auf.
Detaillierte Untersuchungen zur numerischen Behandlung von Kontaktproblemen mit
Reibung sind z.B. in [42] zu finden. Als Kraftgesetz fiir die tangentialen Kontaktkrifte
wird das Coulomb’sche Gesetz verwendet, das wie folgt formuliert werden kann:

Fr=pm pvals (3.33)
97|

mit der zur Kontaktfliche tangentialen Reibkraft f,. Bei py handelt es sich um den
Haftkoeffizienten, der vom Material der betrachteten Kontaktflichen abhingt. Die
Kontaktdruckkraft py ergibt sich aus Glg. (3.4) mit py < 0 im Fall des Kontaktes
und py = 0 falls kein Kontakt vorhanden ist. Aus der Geschwindigkeit g,, mit der
der betrachtete Punkt auf der Kontaktfliche gleitet, wird die Richtung der gesuch-
ten Reibkraft festgelegt. Grundsitzlich sind, falls Kontakt vorhanden ist, die Zusténde
Haften und Gleiten zu unterscheiden. Beim Coulomb’schen Gesetz handelt es sich um
ein Kraftgesetz abhéngig von Normalkontaktkréften. Im Rahmen der hier eingesetz-
ten Kontaktformulierungen werden nicht punktweise Kontakteinzelkriifte betrachtet,
sondern es erfolgt eine elementweise integrale Betrachtung der Kontaktspannung und
entsprechend auch von Reibspannungen.

3.3.1 Haften

Im Fall des Haftens wird der Kontaktpunkt in tangentialer Richtung festgehalten,
es wird also eine zusitzliche Randbedingung eingebracht. Somit kann Haften véllig
analog zum Normalkontakt durch eine Regularisierung mit Hilfe eines Penalty Terms
behandelt werden. Die tangentiale Verschiebung des betrachteten Kontaktpunktes wird
durch einen tangentialen 'Gap-Vektor’ g, beschrieben. Somit ergibt sich der Penalty
Term:

1

Mp = Ser / g% §r dA. . (3.34)

Ac

Bei dem Vektor g, handelt es sich um eine an die Penetrationsfunktion angebundene
Grofle:

~ gT 7gN<O
a={% "Iy (3.3
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die davon abhéngt, ob der Kontaktpunkt in den Kontaktkorper in der Normalenrich-
tung eindringt. Die Lénge von g, entspricht dem Betrag der tangentialen Verschiebung.
Die Haftkraft ist iiber das Coulomb’sche Kraftgesetz abhéngig von der Normalkraft be-
schrankt.

3.3.2 Gleiten

Wird die zulissige Haftkraft iiberschritten, erfolgt der Ubergang in den Zustand des
Gleitens. Im Gegensatz zum Fall des Haftens oder bei Normalkontakt kann hier kein
Potential angegeben werden. Es wird vielmehr die von der Reibkraft fr verrichtete
virtuelle Arbeit

Wy = / fr 060Gy dA, (3.36)

Ac

an das Funktional angefiigt. Diese wird letztlich aus dem Potential dissipiert und in
Wirme umgewandelt.

3.3.3 Allgemeine Formulierung

Allgemeine Formulierungen fiir das numerische Kontaktproblem mit Reibung sind z.B.
im Buch von Wriggers [79] dargestellt. Als allgemeine Form fiir die Félle Haften und
Gleiten kann

G(ur, dur) = / fr Sur dA. = dd, / Fr urg, dA, (3.37)
AC Ac

betrachtet werden. Hierin bezeichnet wp die tangentiale Verschiebung des Kontakt-
punktes. Die Reibkraft f; wird entsprechend des aktuellen Zustands festgelegt. Zuerst
muss also festgestellt werden, ob der Zustand des Haftens oder des Gleitens vorliegt.
Dazu wird zuerst eine angenommene Tangentialkraft an ermittelt, die der aktuellen
Haftkraft entspricht. Diese berechnet sich fiir den n-ten Lastschritt aus der Tangenti-
alkraft des letzten Lastschrittes f, | und der tangentiale Verschiebungen Awur mit:

A’U,T =ur, —ur,_, , (338)
als

fr, = Fr,_, +erlur . (3.39)

Die Reibkraft wird also iiber die einzelnen Lastschritte aufaddiert. Somit wird der
Verlauf des Reibweges eines Kontaktpunktes niherungsweise erfasst. Mit dieser ange-
nommenen Tangentialkraft erfolgt die Uberpriifung der Haftbedingung mit Hilfe des
Coulombschen Kraftgesetzes

an‘ <pm In, (3.40)
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mit dem Haftkoeffizient puy. Die Normalkraft fy, im betrachteten Kontaktpunkt be-
rechnet sich zu

N, = AN +En gn (3.41)

wobei der Lagrange Parameter Ay fiir den Fall einer reinen Penaltyformulierung fiir
den Normalkontakt entfallt. Wird die Bedingung (3.40) eingehalten, kann f; = f
gesetzt werden. Im Fall des Gleitens wird fr gleich der Reibkraft gesetzt:

fr = I E (3.42)

fr,

Der Verschiebungsvektor wy wird iiber eine Approximation mit Hilfe der diskreten
Knotenverschiebungen berechnet:

ur = erer Nd,, (3.43)
Aur = erel N Ad,, (3.44)

mit einem tangentialen Einheitsvektor ey in Richtung der tangentialen Verschiebung.
Die tangentielle Steifigkeitsmatrix K, berechnet sich dann aus der Linearisierung von
(3.37) zu

DG(UT, 5UT) = (Sde / f%deunde + f%uT,dede dAC . (345)
Ac

N J/
-~

K.

Die Ableitung von f, nach dem Knotenverschiebungsvektor d, ergibt sich als

.fT,de = fT,de =erAurg, (3.46)

im Fall des Haftens und zu

1 -
Fra. = pay—— fr [nva +pn
T

yde
~ ~T -~
= /f.—H (fT fN,de +fT,de fN - % fN)

- (3.47)
T fr fr

im Fall des Gleitens.
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3.3.4 Reibung auf ebener Kontaktfliche

Die ebene Kontaktfliche wird, wie in Abschnitt 3.1.5 dargestellt, durch den Ortsvektor
xo und einen Normalenvektor n. beschrieben. Der Tangentialverschiebungsvektor wr,
wird mit Hilfe des aktuellen Kontaktpunktes 7 und des Kontaktpunktes des voran-
gehenden Lastschrittes 2! berechnet als

up, =z —z '=Nd.— (en'N d.) en , (3.48)
bzw.
Aug, = ] — a:?i_l =N Ad, — (eNTN Ade) en . (3.49)

Siehe hierzu auch Abb. 3.36. Aus Glg. (3.48) konnen dann wiederum die Ableitungen

Abbildung 3.36: Ebene Kontaktoberfliche

nach dem Knotenverschiebungsvektor d, berechnet werden:

urqg, = N—exven N, (3.50)

Ur; dede — 0. (351)

Diese werden fiir die Variationsformulierung und die erforderliche Linearisierung
bendtigt. Die zweite Ableitung wr, 4.4, verschwindet, da die Tangentialebene einer ebe-
nen Fliache nicht von der aktuellen Lage des betrachteten Punktes x; abhingt. Somit
kénnen Elementresidualvektor

fe=— / f1 ura, dA, (3.52)
Ac
und Elementsteifigkeitsmatrix
K. = /f;deuT,de + frurd.a, dAc (3.53)
A =0
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ermittelt werden.

3.3.5 Reibung auf gekriimmter Kontaktfliche

Bei Verwendung gekriimmter Kontaktflichen, wie z.B. die in Abschnitt 3.1.5 beschrie-
bene zylindrische Kontaktfliche, muss zuerst ein Tangentialvektor ermittelt werden,
der die Richtung der Reibkraft angibt. Vereinfachend erfolgt die Annahme einer in

Abbildung 3.37: gekriimmte Kontaktoberfldche

der z-z-Ebene kreisformigen Kontaktfldche (siehe Abb. 3.37) und in y-Richtung unver-
schieblicher Kontaktpunkte. Mit dieser Annahme lisst sich leicht ein Normalenvektor

n n
~  ~p ~ _
n==%, —Z%,=| 0 [—| 0 |= 0 (3.54)
n n
xci3 Tm3 xci3 — Tm3

bestimmen, woraus sich direkt der zugehorige Tangentialvektor ableiten l&sst:

n
- _:EC,‘3 + Tm3
t= 0 bzw. er = ‘
'
xcil — Tmi

|~

t. (3.55)

S

Fiir die Koordinaten des Kontaktpunktes auf der Kontaktfliche xy, erfolgt im Fall der
Penetration die Annahme 7 = x; mit den Koordinaten des Slavepunktes x;. Die
Tangentialverschiebung Awug, wird dann entsprechend Glg. 3.44 bestimmt. Aus Glg.
3.44 lassen sich dann auch die benotigten Ableitungen ur, 4. und wr, g 4. berechnen.
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3.3.6 Tiefziehen eines Vollbleches unter Beriicksichtigung von
Reibungseinfliissen

Als Beispiel fiir ein Kontaktproblem unter Beriicksichtigung von Reibungseinfliissen
wird ein Tiefziehprozess eines Vollbleches berechnet. Das Modell entspricht dem in Ab-
schnitt 3.2.5 in Abb. 3.33 dargestellten Modell bestehend aus einem Blech der Dicke
t, das von einem Stempel in ein Gesenk gedriickt wird und seitlich von Niederhaltern
gehalten wird. Angaben zu Geometrie- und Materialeigenschaften sind Abb. 3.33 zu
entnehmen. Die Diskretisierung des halben Bleches (Symmetrie) erfolgt wie in Ab-
schnitt 3.2.5 gleichféormig mit 51 Knoten in Léngsrichtung, d.h. es werden 50 bilineare
ANS3DEAS Elemente und alternativ 25 biquadratische MI9K3DEAS Elemente ver-
wendet. Die Belastung erfolgt durch die Vorgabe einer Verschiebung u fiir den Stempel
bis zu einem Wert von u = 1.5¢m.

Bei diesem Beispiel soll der Einfluss der Reibung zwischen Werkzeugen und Blech
beriicksichtigt werden, wobei Haftkoeffizienten von pg = 0.3 und gy = 0.5 angenom-
men werden. In Abb. 3.38 ist die Last-Verformungskurven fiir das bilineare ANS3DEAS
Element fiir verschiedene Haftkoeffizienten dargestellt, in Abb. 3.39 sind die entspre-
chenden Kurven fiir das biquadratische MI9K3DEAS Element zu sehen. Es wird, wie
zu erwarten, ersichtlich, dass die erforderliche Stempeldruckkraft mit zunehmendem
Haftkoeffizienten grofler wird. Dies ist bedingt durch den zusétzlichen Widerstand,
den die Reibkrifte beim Gleiten des Bleches iiber die Gesenkkante und am Nieder-
halter ausiiben. Aus numerischer Sicht ist anzumerken, dass bei eingeschalteter Rei-
bung die quadratische Konvergenz in der Gleichgewichtsiteration nicht erhalten bleibt.
Auflerdem werden kleinere Lastschritte fiir die numerische Berechnung notwendig, was

0.02 T T T T T T I—
0.018 - A
= 0.016 |- S
= 0016
=, 0.014 y
& -
£ 0012 0.0 .
~ pg = 0.0 — ;
é 001% MHfg'g ...... - -
= 0.008 - par = §
2
£ 0.006 - .
P 0.004 :
0.002 - = -
0 1 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

Verschiebung u

Abbildung 3.38: Last-Verformungs Diagramm fiir Tiefziehen eines Vollbleches;
ANS3DEAS Element; verschiedene Haftkoeffizienten
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0.018 T T T T T T T
0.016 L

I

I

0.014 L

I

0.012 i
1024 a
0.01 - M
1224
0.008 ]

I

I

0.006 J

Stempeldruckkraft [k N]

I

0.004 |
0.002 4

I

0 | | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14

Verschiebung u

Abbildung 3.39: Last-Verformungs Diagramm fiir Tiefziehen eines Vollbleches;
MI9K3DEAS Element; verschiedene Haftkoeffizienten

insgesamt zu einer Vervielfachung des Berechnungsaufwandes fiihrt.

In Abb. 3.40 wird die Kontaktspannungsverteilung zwischen Stempel und Blech bei
Erreichen der Stempelendverschiebung u = 1.5¢m dargestellt. Dabei werden Haftkoef-
fizienten von py = 0.0 und pgy = 0.5 beriicksichtigt. Es ist deutlich zu erkennen, dass

2.5 N N | |
2 ANS3DEAS, pr = 0.0 —— i
R ANS3DEAS, figr = 0.5 -+ -+ -
g
<3

Kontaktspannung [
—_
x
1

" l .
0 0.5 1 1.5 2 2.5
Koordinate o

Abbildung 3.40: Kontaktspannungsverteilung zwischen Stempel und Blech fiir Stem-
pelverschiebung u = 1.5¢m
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bei Beriicksichtigung der Reibung Kontakt in einem breiteren Bereich des Stempels
besteht. Dies ist dadurch bedingt, dass infolge der Reibung zwischen Blech und Ge-
senk /Niederhalter der Widerstand beim Tiefziehen des Bleches erhoht und somit das
Blech gleichmifiger gegen den Stempel gepresst wird. Dies wird noch deutlicher, wenn
der Abstand des Bleches vom Stempel in der Stempelmitte (x = 0) betrachtet wird.
Dieser betrigt 0.067¢m bei pg = 0.0 und 0.002c¢m bei ug = 0.5. Der Reibungseinfluss
bewirkt also eine bessere Anpassung der Geometrie des verformten Werkstiickes an die
Stempelgeometrie.
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3.4 Numerische Untersuchung von geklebten Ver-
bundblechen

Geklebte Verbundbleche werden in erster Linie eingesetzt, um zu einer Verringe-
rung von Schallemissionen beizutragen. Dafiir gibt es eine Vielzahl konkreter Anwen-
dungsmoglichkeiten. So kénnen die Verbundbleche beispielsweise zur Herstellung von
Maschineneinhausungen oder Altglassammelcontainer genutzt werden, fiir den Fahr-
zeugbau werden Karosserieteile, Olwannen, Getriebedeckel, usw. gefertigt und im Bau-
wesen erfolgt eine Anwendung z.B. fiir Tiiren, Garagentore, Fahrtreppen.

Bei der Verwendung von Vollblechen sind alternativ nachtriglich aufwendige Damp-
fungsmafinahmen durchzufithren, um entsprechende Anforderungen an die Schwin-
gungseigenschaften zu erfiillen. Die geklebten Verbundbleche hingegen verfiigen von
vornherein iiber hervorragende schwingungsddmpfende Eigenschaften. Weitere Anga-
ben zu Anwendungen der geklebten Verbundbleche, sowie die Beschreibung experimen-
teller als auch numerischer Untersuchungen sind z.B. in einem Forschungsbericht der
Studiengesellschaft Stahlanwendung e.V. [21] zu finden.

Bei der Herstellung der Verbundbleche werden zwei Stahlbleche der Dicke 0.3-1.4mm
zusammengeklebt, somit ergibt sich der Schichtaufbau der Bleche mit zwei Deckschich-
ten und einer Kernschicht der Dicke 0.025-0.05mm (siche Abb. 3.41). Die numerische
Untersuchung der Verbundbleche soll mit Hilfe der in den vorigen Kapiteln ausfiihr-
lich diskutierten 'Solid-Shell’ Elemente durchgefiihrt werden. Diese Schalenelemente
eignen sich aufgrund ihres dreidimensionalen Charakters hervorragend zur Beschrei-
bung geschichteter Strukturen. D.h. es werden sowohl die Deckschichten als auch die
Kernschicht mit ’Solid-Shell” Elementen diskretisiert.

Die Materialeigenschaften der Kernschicht werden im Rahmen dieser Arbeit mit Hilfe
eines elasto-plastischen Materialgesetzes beschrieben. Viskose Eigenschaften, d.h eine
Abhingigkeit von der Belastungsgeschwindigkeit und Kriechen der Bauteile nach der
Entlastung, werden vorerst nicht beriicksichtigt.

Das Ziel einer numerischen Untersuchung ist es, Verformungsprozesse zu simulieren und
anschlieffend die Schwingungseigenschaften zu untersuchen, d.h. eine Eigenfrequenz-
Analyse durchzufiihren. Somit wird es mdéglich, umfangreiche Parameterstudien ohne
groflen Aufwand durchzufithren, um damit die Bauteile bzgl. der geforderten Schwin-
gungseigenschaften zu optimieren.

0.3—1.4mm
0.025—-0.05mm
0.3—1.4mm

Abbildung 3.41: Schichtaufbau der geklebten Verbundbleche
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3.4.1 Materialeigenschaften der Schichten

Die zur Beschreibung des Materialverhaltens der Verbundbleche benétigten dreidi-
mensionalen Materialgesetze stehen im verwendeten Programmpaket FEAP-MeKa zur
Verfiigung. Eine ausfiihrliche Beschreibung der verwendeten Materialunterprogram-
me zur Beschreibung nichtlinear-elastischer und elasto-plastischer Deformationen ist
in [25] zu finden. Vorarbeiten zur Ermittlung der Materialparameter wurden in [30]
durchgefiihrt. Grundlage fiir die Ermittlung der Materialparameter sind die in [21]
durchgefiihrten experimentellen Untersuchungen.

Fiir die Deckschichten wird ein elasto-plastisches Materialgesetz mit einer elastischen
Verzerrungsenergiefunktion nach Hencky und einem plastischen Anteil mit von-Mises-
Flielbedingung und isotroper Sittigungsverfestigung verwendet. Die Materialparame-

K I To Too H )
(2] | [ae] | (5] | 5] | (5] | [

17500 | 8077 | 16.5 40 20 20

Tabelle 3.6: Materialparameter fiir die Deckbleche

ter sind der Tabelle 3.6 zu entnehmen. Die Parameter fiir den elastischen Bereich
und g werden aus den elastische Stoffkonstanten F = 210000%\[2 und v = 0.3 fiir Stahl
berechnet. Fiir den plastischen Bereich ist die AnfangsflieBspannung 7, gegeben. Die
isotrope Sattigungsverfestigung wird durch den Verfestigungsmodul H, die Séttigungs-
fliespannung 7, und den Sittigungsexponent ¢§ festgelegt.

Fiir die Kernschicht wird ein elasto-plastisches Materialgesetz mit der elastischen
Neo-Hooke Verzerrungsenergiefunktion und einem plastischen Anteil mit von-Mises-
Fliebedingung und linearer isotroper Verfestigung verwendet. Die viskosen Eigenschaf-
ten der Kernschicht werden im Rahmen dieser Arbeit nicht beriicksichtigt. Die Grund-
lage zur Ermittlung der erforderlichen Materialparameter sind die in [21] in Zug-Scher-
Versuchen experimentell ermittelten Last-Verformungskurven. Der Versuchsaufbau des
Zugversuchs entspricht dem in Abb. 3.42 skizzierten Modell. Die Léinge a der Zugprobe
wird fiir die experimentellen Untersuchungen in [21] mit ¢ = 50mm fiir den Versuch
mit dem Verbundblechtyp Bondal®N/M ! und mit @ = 17mm fiir den Typ Bondal®H
angegeben. Dieser Zugversuch wird unter Verwendung von Volumen-Schalenelementen
numerisch simuliert.

Die Diskretisierung der in Abb. 3.42 gezeigten Geometrie erfolgt mit vier bilinearen
Elementen in der Langsrichtung fiir den mittleren Teil (siehe gepunktete Linie in Abb.
3.42). In der Dickenrichtung werden drei Elemente verwendet, d.h. ein Element fiir
jede Schicht des Verbundbleches. Alternativ wird fiir die Kernschicht, da dort star-

'Bondal® [13] ist eine geschiitzte Bezeichnung der ThyssenKrupp Stahl AG
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ke Deformationen zu erwarten sind, eine feinere Vernetzung mit drei Elementen in
Dickenrichtung gewéhlt. Die Beschreibung der Deckschichten erfolgt mit dem bilinea-
ren ANS3DEAS Element. Fiir die Kernschicht wird ebenfalls das ANS3DEAS Element
sowie alternativ das 1-Punkt-integrierte DIS3D-ri Element eingesetzt. Die Belastung
erfolgt durch Vorgabe einer gegenseitigen Verschiebung u der Deckbleche.

Beim Versuch die Kernschicht mit drei ANS-Elementen bzw. drei reduziert integrier-
ten Elementen in Dickenrichtung zu beschreiben erfolgt ein sofortiger Abbruch der
numerischen Berechnung. Als Grund dafiir kénnen Kinematiken innerhalb der Kern-
schicht bedingt durch die reduzierte Integration bzw. den ANS-Ansatz der Kernschicht-
elemente ausgemacht werden. D.h. die Verwendung der genannten Elemente fiir eine
mehrschichtige Beschreibung der Kernschicht fithrt unter der gegebenen Belastung und
Materialeigenschaften zu numerischen Instabilitdten innerhalb der Kernschicht. In Ab-
schnitt 2.5 wurde bereits das Auftreten numerischer Instabilititen aufgrund homoge-
ner Belastungszustinde der Elemente diskutiert. An dieser Stelle kann nun ein weiterer
Belastungszustand fiir die ANS-Elemente identifiziert werden, der offensichtlich unwei-
gerlich zu einem kinematischen Versagen der Elemente fiihrt, sofern diese nicht durch
die Deckschichten ,stabilisiert” werden, wie dies bei einer einschichtigen Diskretisie-
rung der Kernschicht der Fall ist. Es wird deshalb fiir die mehrschichtige Beschreibung
der Kernschicht die in Abschnitt 2.5.4 vorgestellte Stabilisierung fiir die Kernschicht-
elemente eingesetzt. Im Rahmen der Stabilisierung werden kritische Elementmodifika-
tionen, die zu numerischen Instabilitdten fithren kénnten, abgeschaltet. Bei dem hier
simulierten Schubversuch fiihrt dies dazu, dass bei Kernschichtdiskretisierung mit drei
Elementen in Dickenrichtung sdmtliche verfiighbaren Modifikationsoptionen vollstindig
abgeschaltet werden, so dass letztendlich das reine Verschiebungselement eingesetzt
wird. Das eingesetzte stabilisierte Element wird dementsprechend in Abb. 3.43 bzw.
3.44 als DIS3D Element bezeichnet. Eine weitere Diskussion der Kernschichtdiskreti-
sierung erfolgt im folgenden Abschnitt im Rahmen einer Eigenwertuntersuchung ei-
nes einzelnen 'Bondal®- Elementes’, d.h. ein zur Diskretisierung der Verbundbleche
eingesetztes geschichtetes Element, das dementsprechend aus mehreren Elementen in
Dickenrichtung besteht .

Durch den hier dargestellten Zugversuch kann das Schubverhalten der Kernschicht un-

—_—
—_—

1
|

b=20mm

1
N

Abbildung 3.42: Geometrie der Zugprobe zur Ermittlung der Materialeigenschaften
der Kernschicht; FE-Vernetzung dargestellt mit gepunkteter Linie
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12 F T T T T T T T T n
1+ _
= 0.8 - -
2
E 06 -
E . Experiment - - - - --
04 L .~ ANS3DEAS/ANS3DEAS (vollst. Integr. h
) ANS3DEAS/DIS3D-1i (red. Integr.) - - - - -
ANS3DEAS/DIS3D (3 Ks.EL) ——
0.2 - _
0 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
Verschiebung 1

Abbildung 3.43: Last-Verformungs Diagramm; Zugversuch zur Bestimmung der Mate-
rialparameter der Kernschicht fiir Bondal®N/M

3 T T T
os | e \
— 2 .
=
~
= L5+ Experiment - - - - - |
v ANS3DEAS/ANS3DEAS (vollst. Integr.
L ANS3DEAS/DIS3D-ri (red. Integr.) -~ |
; ANS3DEAS/DIS3D (3 Ks.El.) ——
0.5 - =
0 I I I
0 0.05 0.1 0.15 0.2

Verschiebung u

Abbildung 3.44: Last-Verformungs Diagramm; Zugversuch zur Bestimmung der Mate-
rialparameter der Kernschicht fiir Bondal®H

tersucht und die entsprechenden Materialparameter festgelegt werden. Bei den spéter
folgenden Biegeversuchen mit Bondal® Blechen kommt es aufgrund der im Vergleich
zu den Deckschichten relativ weichen Kernschicht zu einer gegenseitigen Verschiebung
der Deckbleche, d.h. die Deckschichten der geklebten Verbundbleche gleiten auf ei-
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ner inkompressiblen Klebeschicht. Die Schubbeanspruchung der Kernschicht ist somit
mafigebend fiir das Verhalten der Verbundbleche. Fiir die Kernschichten wird auch im
elastischen Bereich nahezu inkompressibles Materialverhalten angenommen, d.h. eine
sehr grofier Kompressionsmodul . Uber den Wert des Schubmoduls p wird das Ma-
terialverhalten im elastischen Bereich an die experimentell ermittelten Kurven in 3.43
und 3.44 angeglichen. Fiir den plastischen Bereich wird anhand der experimentellen
Daten die Anfangsflielspannung 7y ermittelt. Auflerdem wird eine lineare isotrope Ver-
festigung des Materials angenommen, die durch den Verfestigungsmodul H definiert
wird.

In der Praxis werden fiir die Kernschicht zwei unterschiedliche Materialien ein-
gesetzt. Die fertigen Verbundbleche werden dementsprechend mit der Bezeichnung
Bondal®N/M bzw. Bondal®H versehen. Die Kernschicht von Bondal®H ist dabei we-

K 7 To H
(o] | L] | [l | [o]

10 ] 0.00031 | 46 160

Tabelle 3.7: Materialparameter fiir die Kernschicht; Bondal®N /M

K 7 To H
(o] | o] | ] | o]

1000 | 0.072 | 6.5 28

Tabelle 3.8: Materialparameter fiir die Kernschicht; Bondal®H

sentlich steifer als die Kernschicht von Bondal®N /M.

Die experimentellen und numerischen Last-Verformungskurven werden in Abb. 3.43
und 3.44 dargestellt. Die zur Beschreibung der Kernschicht verwendeten Materialpara-
meter sind den Tabellen 3.7 und 3.8 zu entnehmen. Dabei ist zu erkennen, dass die nu-
merisch berechneten Last-Verformungskurven die experimentell ermittelten Daten sehr
gut wiedergeben. Die Ergebnisse fiir die unterschiedlichen Varianten der Kernschicht-
diskretisierung sind quasi identisch, d.h. ein Einflufl der unterschiedlichen Beschreibung
der Kernschicht auf das Schubverhalten von Bondal® kann nicht festgestellt werden.
Fiir die Beschreibung der reinen Schubverformung der Kernschicht ist also auch eine
Diskretisierung mit nur einem Element in Dickenrichtung ausreichend. Die numeri-
sche Berechnung wird iiber den experimentell ermittelten Kraft-Verschiebungsverlauf
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hinaus weiter gefithrt. Dabei ist im weiteren Verlauf der Kurven bei beiden Verbund-
blechtypen mit den gewéhlten Materialparametern ein leicht entfestigendes Verhalten
zu beobachten.

3.4.2 Eigenwertuntersuchung eines ,,Bondal®-Elementes

Zur Untersuchung unterschiedlicher Diskretisierungen fiir die Kernschicht wird ein
,Bondal®-Element“, d.h. ein zur Diskretisierung der Verbundbleche eingesetztes Ele-
ment, das in Dickenrichtung aus mehreren 'Solid-Shell” Elementen besteht, betrachtet
(sieche Abb. 3.45). Die Blechdicke des betrachteten Elementes betrigt 1.04mm, mit

0.5mm
0.04mm
0.5mm

Abbildung 3.45: Einzelnes ,,Bondal®-Element“ mit unterschiedlicher Kernschichtdis-
kretisierung

jeweils 0.5mm fiir beide Deckschichten und 0.04mm fiir die Kernschicht. Die Deck-
schichten werden jeweils mit einem bilinearen ANS3DEAS Element beschrieben. Die
Diskretisierung der Kernschicht erfolgt mit einem und alternativ mit drei Elementen
iiber die Dicke (siehe Abb. 3.45). Die Linge/Breite des Elementes wird mit [ = 2mm
angesetzt. Das untere Deckschichtelement wird statisch bestimmt gelagert. Die Mate-
rialparameter sind den Angaben in Tab. 3.6, 3.7 und 3.8 zu entnehmen.

Eigenwerte fiir Bondal®N/M

Kernschichtelement | EW <107 | 107* < EW < 1073 | 1072 < EW < 10'
ANS3DEAS (1 Ks.EL) : 3 :
ANS3DEAS (3 Ks.EL) 9 1 6

DIS3D (3 Ks.EL) 1 5 13

Eigenwerte fiir Bondal®H
Kernschichtelement | EW <1072 [ 102 < EW <107! | 107! < EW < 10*

ANS3DEAS (1 Ks.EL) - 3 -
ANS3DEAS (3 Ks.EL) 8 3 8
DIS3D (3 Ks.EL) - 5 14

Tabelle 3.9: Eigenwerte der Steifigkeitsmatrix fiir ein einzelnes ,Bondal® Element* bei
unterschiedlicher Kernschichtdiskretisierung
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Um die numerischen Eigenschaften eines einzelnen ,Bondal® Elementes® genauer zu
betrachten erfolgt eine Untersuchung der Eigenwerte der tangentiellen Gesamtsteifig-
keitsmatrix. Die Ergebnisse der Eigenwertuntersuchung sind in Tab. 3.9 zu finden,
wobei die Anzahl der auftretenden Eigenwerte EW < 10 dargestellt wird. Fiir die Dis-
kretisierung der Kernschicht mit nur einem Element sind drei verhéltnismafig kleine
Eigenwerte der Steifigkeitsmatrix zu beobachten. Dies gilt sowohl fiir Bondal®N /M als
auch fiir Bondal®H. Die zugehorigen Eigenformen beschreiben die Schubverformung
der Kernschicht, d.h. die gegenseitige Verdrehung sowie die gegenseitige Verschiebung
in Langs- bzw. Querrichtung der Deckschichten.

Wird die Kernschicht mit drei Elementen diskretisiert treten fiir Bondal®N/M und auch
fiir Bondal®H 19 Eigenwerte im betrachteten Bereich auf. Fiir die Diskretisierung mit
drei ANS-Elementen sind dabei Eigenwerte zu beobachten, die sehr viel kleiner sind als
die Eigenwerte bei der Kernschichtdiskretisierung mit einem Element. Die zugehdrigen
Eigenformen beschreiben Deformationen innerhalb der Kernschicht und entsprechen
den in Abschnitt 2.5.1 auftretenden Eigenformen fiir die ANS-Elemente. Dies deutet auf
die im vorigen Abschnitt beobachteten Kinematiken aufgrund der ANS-Modifikation
innerhalb der Kernschicht hin. Wird das reine Verschiebungselement DIS3D verwendet,
so ergeben sich wesentlich hohere Eigenwerte fiir die entsprechenden Eigenformen.

Es wird aufgrund der beobachteten Eigenwerte/-formen, wie auch schon im letzten Ab-
schnitt deutlich, dass zur Beschreibung der reinen Schubverformung der Kernschicht
aufgrund der gegenseitigen Verschiebung der Deckbleche die Diskretisierung mit ei-
nem Element in Dickenrichtung ausreichend ist. Sollen Deformationen innerhalb der
Kernschicht genauer untersucht werden, ist eine Diskretisierung der Kernschicht mit
mehr als einem Element notwendig, da bei einer Diskretisierung mit nur einem Element
die Verformungsmoglichkeiten kiinstlich beschréankt werden. Fiir die ANS-Elemente ist
dann allerdings das Auftreten unerwiinschten Kinematiken in der Kernschicht durch
die Schubbelastung zu erwarten, weshalb diese Elemente nur in einer stabilisierten
Form eingesetzt werden konnen.

3.4.3 Kragarm unter Einzellast

Als erster numerischer Test fiir eine Struktur aus geklebtem Verbundblech wird ein
eingespannter Blechstreifen modelliert, der am Ende durch eine Streckenlast mit der
resultierenden Kraft F' belastet ist. Mit diesem Beispiel sollen die Konvergenzeigen-
schaften unterschiedlicher Elementvarianten und Vernetzungen untersucht werden. Die
Geometriedaten des eingespannten Blechstreifens sind Abb. 3.46 zu entnehmen. Die
verwendeten Materialdaten entsprechen den in Kapitel 3.4.1 festgelegten Materialei-
genschaften. Die Dicke des Bleches betrigt 2.05mm, jeweils 1mm fiir die Deckschichten
und 0.05mm fiir die Verbundschicht.

Berechnet werden soll die Verschiebung w am Lastangriffspunkt fiir unterschiedliche
Diskretisierungen in der Langsrichtung des Kragarmes. Es soll somit der Einfluss der
Netzdichte auf die Verformungsberechnung untersucht werden. Die Anzahl der Elemen-
te in der Kragarmlidngsrichtung wird dabei von 15 bis 240 bilinearen bzw. 8 bis 128

160



3.4. NUMERISCHE UNTERSUCHUNG VON GEKLEBTEN VERBUNDBLECHEN

0.2051

v 10 %

Al Al

Abbildung 3.46: Seitenansicht des eingespannten Blechstreifens belastet durch Einzel-
last

biquadratischen Elementen variiert. Die Resultate der Untersuchung fiir das Verbund-
blech Bondal®N/M werden in Abb. 3.47 und Abb. 3.48 dargestellt. Die betrachtete
Verschiebung w am Kragarmende, die bei einer Belastung von F' = (0.01 erreicht wird,
wurde dabei aufgetragen iiber die Anzahl der Knoten in Langsrichtung. Die entspre-
chenden Ergebnisse fiir das Verbundblech Bondal®H sind in Abb. 3.49 und Abb. 3.50
zu sehen. Die dargestellte Verschiebung w wird hier bei einer Belastung von ' = 0.016
erreicht.

Ein unbefriedigendes Ergebnis liefert fiir beide Verbundblechtypen die Kombination
ANS3DEAS/ANS3DEAS, d.h. zur Diskretisierung von Kernschicht und Deckschicht
wird jeweils das bilineare ANS3DEAS Element verwendet. Hier zeigt die Struktur bei
grober Vernetzung ein deutlich zu steifes Verhalten. Erst bei sehr feiner Vernetzung
konvergiert die gesuchte Verschiebung w zur gewiinschten Lésung hin. Diese zu hohe
Steifigkeit lasst sich durch sogenannte volumetrische Versteifung aufgrund des nahe-

1,2 T T T T T T T T T T T T T
1.1 [ £ PR -
1 — —

0.9 -

0.7 -

Verschiebung w
=)
oo
x

ANS3DEAS/ANS3DEAS —&6—

0.6 - ANS3DEAS/ANS3DEAS-rv - -+ -
ANS3DEAS,/DIS3D-1i ———

0.5 |- ANS3DEAS/eas3DEAS - -x -+ 7]

0‘4 1 1 1 1 l 1 1 1 1 1 1 1 1 l 1 1 1
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Knoten in Léangsrichtung

Abbildung 3.47: Verschiebung w am Lastangriffspunkt fiir unterschiedliche Elementie-
rungen; Bondal®N/M
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Abbildung 3.48: Verschiebung w am Lastangriffspunkt fiir unterschiedliche Elementie-
rungen; Bondal®N/M

zu inkompressiblen Materialverhaltens der Kernschicht erkldren. Eine Diskretisierung
der Kernschicht mit Elementen, die weniger zur volumetrischen Versteifung neigen,
fithrt zu deutlich besseren Resultaten. Auf die Verwendung der Elementkombination
ANS3DEAS/ANS3DEAS fiir die in den folgenden Abschnitten durchgefiihrten Berech-

08 T T T T T T T T T T T T T
Sa S
0.75 - -
= 07 -
a0
=1
=}
< 0.65 - -
E .
=
—
=06 ANS3DEAS/ANS3DEAS 1
ANS3DEAS/ANS3DEAS-rv - -+ -
ANS3DEAS/DIS3D-ri —3—
0.55 ANS3DEAS/eas3DEAS - - x--- -
0.5 1 | 1 1 1 1 1 | 1 1 1

10 100
Knoten in Langsrichtung

Abbildung 3.49: Verschiebung w am Lastangriffspunkt fiir unterschiedliche Elementie-
rungen; Bondal®H

162



3.4. NUMERISCHE UNTERSUCHUNG VON GEKLEBTEN VERBUNDBLECHEN

0.8

&

0.75

I

0.7 - -

I

0.65 ANS3DEAS/DIS3D (3 Ks.EL) —&— 4
MI9K3DEAS/MI9K3DEAS - ¥ -

MI9K3DEAS/MI9K3DEAS-rv —5—

Verschiebung w

I
|

0.55

0.5 oo | 1 1 1 R R R 1 1 1
10 100

Knoten in Léngsrichtung

Abbildung 3.50: Verschiebung w am Lastangriffspunkt fiir unterschiedliche Elementie-
rungen; Bondal®H

nungen wird wegen des schlechten Konvergenzverhaltens verzichtet.

Wird fiir die Kernschichtelemente die selektiv reduzierte Integration der volumetrischen
Anteile durchgefiihrt, so wird fiir Bondal®N/M bereits mit der grobsten Elementie-
rung in Langsrichtung ein auskonvergiertes Ergebnis fiir die Verschiebung w erreicht.
Gleiches gilt auch fiir die Kernschichtdiskretisierung mit dem vollstindig reduziert in-
tegrierten Verschiebungselement und fiir die Kombination mit dem EAS-Element mit
6-Parameter Erweiterung der Membranverzerrungen (eas3DEAS). Ein geringfiigig zu
steifes Ergebnis bei der grobsten Diskretisierung liefert nur die biquadratische Element-
kombination MI9K3DEAS/MI9K3DEAS und die Kernschichtdiskretisierung mit drei
DIS3D Elementen iiber die Dicke.

Fiir den Biegeversuch mit Bondal®H fiihrt lediglich die biquadratische Element-
kombination MI9K3DEAS/MI9K3DEAS-rv bereits bei der grobsten Elementie-
rung zum auskonvergierten Resultat fiir die Verschiebung wv. Somit zeigt die
MI9K3DEAS/MI9K3DEAS-rv Kombination das insgesamt beste Konvergenzverhal-
ten. Die restlichen Elementkombinationen liefern ein geringfiigig zu steifes Resultat,
insbesondere auch die Version mit einer Kernschichtdiskretisierung mit drei Elementen
in Dickenrichtung.
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3.4.4 Freibiegen eines Verbundbleches

In diesem Abschnitt wird das Freibiegen eines 40cm langen Verbundbleches simuliert.
Dieses Beispiel wird auch in [21] sowohl numerisch als auch experimentell untersucht.
In [21] ist leider keine Aussage iiber die dort verwendete Kernschichtdicke zu finden.

ju
@Rg: lcm

t=0.1cm

e D
X

A

% AVW;:4cm
40cm %

A

ﬂ

Abbildung 3.51: Stempel-/Gesenkgeometrie fiir Freibiegeversuch mit Verbundblech

Deshalb wird die Blechdicke mit ¢ = 1mm und die Kernschichtdicke mit 0.04mm ange-
nommen. Die Breite des Bleches wird mit b = 1em festgelegt, wobei simtliche Knoten
in Querrichtung festgehalten werden, d.h. es wird ein ebener Verzerrungszustand ange-
nommen, was mit der Annahme eines Bleches mit unendlicher Breite gleichzusetzen ist.
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Stempeldruckkraft aufgetragen iiber Stempelverschiebung fiir Freibie-
geversuch; Bondal®N/M
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Abbildung 3.53: Stempeldruckkraft aufgetragen iiber Stempelverschiebung fiir Freibie-
geversuch; Bondal®H

Die Ergebnisse sind somit vergleichbar mit den Ergebnissen aus [21], wo die Breite mit
b = 8cm festgelegt wird. Aulerdem werden wieder die in Abschnitt 3.4.1 festgelegten
Materialeigenschaften fiir die Verbundbleche Bondal®N/M und Bondal®H verwendet

und es wird das Eigengewicht der Bleche beriicksichtigt.

Beim Freibiegen wird das auf den Gesenkkanten aufliegende Werkstiick mit Hilfe eines

0.45 T T T

0.4

0.35 [

ANS3DEAS/eas3DEAS; Bondal®M /N ——

Deckblechverschiebung [mm]

0.25 Experiment; Bondal®M/N -« - - i
0.2 3 |
0.15 |
0.1 |
ANS3DEAS/eas3DEAS; Bondal®H
0.05 Experiment; Bondal®H ===+ N
0 ! ! |
0 5 10 15 20

Koordinate

Abbildung 3.54: Gegenseitige Deckblechverschiebung nach Entlastung numerisch und
experimentell durchgefiihrten Freibiegeversuch
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Abbildung 3.55: Verformtes Verbundblech fiir Freibiegeversuch (Bondal®N/M) bei u =
1.8¢m (oben) und nach Entlastung (unten)

Stempels gebogen. Die Stempel-/Gesenkgeometrie sind Abb. 3.51 zu entnehmen. Die
Gesenkweite wird mit wg = 4em festgelegt, die Radien am Stempel und an der Ge-
senkkante betragen Rg = Rs = lem. Die Diskretisierung erfolgt in Langsrichtung mit
39 bilinearen bzw. 19 biquadratischen Elementen. Dabei wird das Netz im Bereich des
Stempels stark verfeinert, da dort grole Kriimmungen zu erwarten sind. Das verformte
Netz ist Abb. 3.55 fiir Bondal®N/M und in Abb. 3.56 fiir Bondal®H dargestellt. Dabei
wird der Blechstreifen sowohl bei maximaler Belastung (u = 1.8¢m) als auch nach der
Entlastung gezeigt, wodurch die Intensitidt des Riickfederns nach der Entlastung an-
schaulich verdeutlicht wird. Fiir Bondal®N /M ist fiir die gesamte Léinge des Bleches eine
grofle gegenseitige Verschiebung der Deckbleche erkennbar, wobei die Bleche auflerhalb
der Gesenkkanten gerade bleiben. Fiir Bondal®H tritt am Ende der Bleche keine ge-
genseitige Verschiebung der Deckbleche auf. Allerdings ist hier eine starke Kriimmung
der Bleche auflerhalb der Gesenkkanten entgegen der Stempelkriimmungsrichtung zu
beobachten.

Die Last-Verformungskurven (Stempeldruckkraft aufgetragen iiber Stempelverschie-
bung) fiir verschiedene Elementkombinationen sind in Abb. 3.52 fiir Bondal®N/M
und in Abb. 3.53 fiir Bondal®H dargestellt. Fiir das Bondal®N/M sind kaum Unter-
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Abbildung 3.56: Verformtes Verbundblech fiir Freibiegeversuch (Bondal®H) bei u =
1.8¢m (oben) und nach Entlastung (unten)

schiede in den Verldaufen fiir das bilineare ANS-Element mit dem reduziert integrier-
ten trilinearen Verschiebungselement (ANS3DEAS/DIS3D-ri), die Kombination mit
dem EAS-Element (ANS3DEAS/eas3DEAS), das biquadratische MI9K3DEAS Ele-
ment mit dem selektiv reduziert integrierten MI9K3DEAS-rv Element fiir die Kern-
schicht und die Kombination ANS3DEAS/DIS3D mit drei Kernschichtelementen iiber
die Dicke zu erkennen. Einzig die Kombination ANS3DEAS/ANS3DEAS-rv erweist
sich fiir u > 0.8cm als deutlich steifer im Vergleich zu den restlichen Elementkom-
binationen. Dieser Effekt muss mit der Verwendung des ANS3DEAS-rv Elements fiir
die Diskretisierung der Kernschicht zusammenhéngen. Hier spielen offenbar neben der
volumetrischen Versteifung, die eigentlich durch die selektiv reduzierte Integration des
ANS3DEAS-rv Elements verhindert werden sollte, andere Effekte eine Rolle, die zu ei-
nem zu steifen Verhalten fiihren. Ein dhnliches Verhalten ist auch fiir das Bondal®H zu
beobachten. Hier zeigt sich allerdings auch die Kombination ANS3DEAS/DIS3D mit
drei Kernschichtelementen iiber die Dicke deutlich steifer. Eine Verbesserung kénnte in
diesem Fall durch eine Verfeinerung der Kernschichtdiskretisierung in Dickenrichtung
erzielt werden.

In Abb. 3.54 ist die gegenseitige Deckblechverschiebung sowohl fiir Bondal®N/M als
auch fiir Bondal®H iiber die Koordinate x aufgetragen. Dargestellt wird die numeri-
sche Berechnung mit der Elementierung ANS3DEAS/eas3DEAS fiir eine Belastung bis
u = 1.8¢cm und anschliefflender Entlastung, sowie die experimentellen Ergebnisse, die
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[21] entnommen wurden. Die Verschiebung ist relativ grof} fiir Bondal®N/M und wird
kaum kleiner auflerhalb der Gesenkkanten. Fiir Bondal®H ist die Verschiebung klei-
ner innerhalb des Gesenkes, und sie baut sich auflerhalb der Gesenkkanten vollsténdig
ab. Diese Ergebnisse stimmen qualitativ gut mit den experimentell in [21] ermittel-
ten gegenseitigen Deckblechverschiebung iiberein. Der auffilligste Unterschied ist fiir
Bondal®N /M zu erkennen. Hier ergibt sich im Experiment ein deutlich stérkerer Riick-
gang der Verschiebungen auflerhalb des Gesenkes als fiir die numerisch berechneten
Ergebnisse zu beobachten.

Fiir den verformten Blechstreifen wird nach Abschluss des Umformprozesses eine Ei-
genfrequenzuntersuchung durchgefiihrt. Dazu wird das gebogene Werkstiick entlastet,
indem die Kontaktrandbedingungen schrittweise aufgehoben werden. Fiir die entlaste-
te Struktur erfolgt dann eine Auswertung der Eigenformen und der Eigenfrequenzen.
Somit lassen sich fiir das fertige Werkstiick Riickschliisse auf das Schwingungsverhal-
ten unter dynamischer Beanspruchung ziehen, was beispielsweise fiir eine Optimierung
beziiglich der Schallemission des Bauteils von Interesse sein kann. Da der geformte
Blechstreifen auch nach der Entlastung noch mit Eigenspannungen behaftet ist wird
zum Vergleich eine geometrisch identische direkt generierte und somit eigenspannungs-
freie Struktur untersucht.

Die auftretenden Eigenformen sind in Abb. 3.57 fiir das Bondal®N/M und in Abb. 3.58
fiir Bondal®H fiir die erste bis zur sechsten Figenfrequenz dargestellt. Die zugehérigen

Bondal®N/M Bondal®H
nach Entlastung ‘ direkt generiert || nach Entlastung ‘ direkt generiert
1.EF 4.04 - 1072 4.62 - 1072 1.26 - 1071 1.63-107!
2.EF 1.65 - 10° 1.70 - 10° 3.30 - 10° 3.78 - 10°
3.EF 1.31-10! 1.33-10! 1.89 - 10! 2.17- 10!
4.EF 5.10 - 10* 5.15 - 10! 5.92 - 10! 6.89 - 10!
5.EF 1.42 - 10? 1.42 - 102 1.46 - 10? 1.72 - 10?
6.EF 3.21 - 102 3.22 - 102 2.94 - 102 3.68 - 102

Tabelle 3.10: Eigenfrequenzen der Eigenformen 1.-6. fiir geschichtetes Bleches; Freibie-
geversuch

Eigenfrequenzen sind in Tabelle 3.10 aufgelistet. Beim Vergleich der Eigenfrequen-
zen fiir das verformte Netz und das spannungsfreie direkt generierte Netz ist fiir das
Bondal®N/M lediglich in der ersten Eigenfrequenz ein deutlicher Unterschied erkenn-
bar. Fiir die hoheren Eigenformen treten Unterschiede in den Eigenfrequenzen lediglich
im Nachkommabereich auf. Im Gegensatz dazu sind fiir das Bondal®H durchweg fiir
alle Eigenfrequenzen deutliche Unterschiede zwischen der verformten und der direkt
generierten Struktur zu sehen. Diese stark unterschiedliche Verhalten der beiden Ver-
bundblechtypen wird offensichtlich durch das unterschiedliche Materialverhalten der
Kernschichten verursacht. Um dieses Verhalten genauer zu untersuchen erfolgt eine
Betrachtung der Schubspannungen in der Kernschicht nach der Entlastung des ver-
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Abbildung 3.57: Eigenformen 1.-6. fiir Freibiegeversuch; Bondal®N/M; Darstellung der
verformten Geometrie iiberlagert mit der jeweiligen Eigenform
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Abbildung 3.58: Eigenformen 1.-6. fiir Freibiegeversuch; Bondal®H; Darstellung der
verformten Geometrie iiberlagert mit der jeweiligen Eigenform

170



3.4. NUMERISCHE UNTERSUCHUNG VON GEKLEBTEN VERBUNDBLECHEN

formten Werkstiicks.

Der Werkstoff Bondal®N /M verfiigt im Gegensatz zum Bondal®H iiber eine geringere
Steifigkeit und eine hohere Anfangsflielspannung. Die nach der Entlastung vorhanden
Schubspannungen befinden sich im elastischen Bereich des Kernschichtmaterials, d.h.
eine Einfluss auf die Steifigkeit infolge des Eigenspannungszustandes ist nicht zu er-
warten. Im Gegensatz dazu sind bei dem aus Bondal®H geformten Werkstiick nach
der Entlastung Schubspannungen im Bereich der Anfangsflielspannung zu beobach-
ten. Dadurch wird eine Reduzierung der Steifigkeit in der Kernschicht verursacht, da
bei der Auswertung des nichtlinearen Materialgesetzes der vorhandene Spannungszu-
stand beriicksichtigt wird. Somit lassen sich die im Vergleich zum direkt generierten
Werkstiick deutlich geringeren Eigenfrequenzen erkliren. Der Einfluss des durch den
Umformprozess eingebrachten Eigenspannungszustandes auf das Figenschwingungsver-
halten des Bauteils ist also in diesem Fall nicht vernachléssigbar.

3.4.5 Tiefziehen eines geklebten Bleches mit anschlieflender
Eigenfrequenzuntersuchung

Als weiteres Beispiel wird ein Tiefziehprozess fiir ein geschichtetes Blech simuliert und
anschliefend eine Eigenfrequenzuntersuchung durchgefiihrt. Die Geometrie ist Abb.
3.59 zu entnehmen; sie entspricht dem bereits in Abschnitt 3.2.5 berechneten Tiefzieh-
prozess fiir ein Vollblech. Die Blechdicke betrédgt ¢ = 1mm mit einer Klebeschichtdicke
von 0.04mm und Deckschichtdicke von 0.48mm. Als starre Umformwerkzeuge ist ein
zylinderformiger Stempel mit dem Radius Rg = 2c¢m vorhanden, sowie die Nieder-
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Abbildung 3.59: Geometrieeigenschaften fiir Tiefziehprozess eines geschichteten Ble-
ches
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halter an den Seiten des Bleches und das Gesenk mit einem Gesenkkantenradius von
Rg = 0.4cm. Der Niederhalter wird als vertikal unverschieblich angenommen. Die
Auswertung der Kontaktbedingung erfolgt direkt an den Integrationspunkten, wobei
zwei Kontakt-Gausspunkte fiir die bilinearen Elemente verwendet werden. Die Diskre-
tisierung des Bleches erfolgt gleichférmig mit 100 bilinearen bzw. 50 biquadratischen
Elementen in Langsrichtung, wie auch in Abb. 3.62 bzw. Abb. 3.63 zu sehen ist. Dabei
wird bei Ausnutzung der Symmetrieeigenschaften nur das halbe System diskretisiert.
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Abbildung 3.60: Stempeldruckkraft aufgetragen iiber Stempelverschiebung fiir Tief-
ziehprozess eines geklebten Verbundbleches; Bondal®N /M

In Abb. 3.60 werden die Last-Verformungskurven fiir Bondal®N/M dargestellt, wo-
bei die Kraft im Stempel iiber die Stempelverschiebung u aufgetragen wird. Der
Kurvenverlauf fiir die drei Varianten mit nur einem Kernschichtelement in Dicken-
richtung ist praktisch deckungsgleich. Lediglich die biquadratische Kombination
MI9K3DEAS/MI9K3DEAS-rv zeigt im Bereich u > 1.5¢m ein geringfiigig weicheres
Verhalten. Fiir die Variante mit drei Elementen iiber die Kernschichtdicke ist wiederum
ein sichtbar steiferes Resultat zu beobachten.

Fiir Bondal®H (siehe Abb. 3.61) verhilt sich die Variante mit drei Kernschicht-
dickenelementen ebenfalls deutlich steifer im Vergleich zu den restlichen Element-
kombinationen. Auch die biquadratische Kombination MI9K3DEAS/MI9K3DEAS-
rv zeigt sich wiederum geringfiigig weicher im Vergleich zur ANS3DEAS/DIS3D-ri
Kombination fiir v > 1.5¢m. Ein besonders auffilliges Verhalten ist fiir die bilinea-
re Kombination ANS3DEAS/eas3DEAS fiir u > 1.8¢m zu beobachten. Die Last-
Verformungskurve zeigt in diesem Bereich einen unnatiirlichen oszillierenden Ver-
lauf. Weitere Berechnungsversuche mit der in Abschnitt 2.5.4 diskutierten Vorgehens-
weise zur Elementstabilisierung durch Ausschalten kritischer Elementmodifikationen,
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Abbildung 3.61: Stempeldruckkraft aufgetragen iiber Stempelverschiebung fiir Tief-
ziehprozess eines geklebten Verbundbleches; Bondal®H

zeigt, dass das beobachtete Verhalten auf die ANS-Modifikation des Elementes zuriick-
zufiihren ist. Offensichtlich treten hier bei Verwendung des ANS-Elementes mit zusétz-
licher 6-Parameter EAS-Erweiterung fiir die Membranverzerrungen Kinematiken auf,
die zu dem dargestellten oszillierenden Verlauf der Last-Verformungskurve fiihren.

Abbildung 3.62: Verformtes Netz fiir tiefgezogenes Bondal®N/M; u = 2.3 e¢m (oben)
und nach Entlastung (unten)
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Abbildung 3.63: Verformtes Netz fiir tiefgezogenes Bondal®H; u = 2.3 ¢m (oben) und
nach Entlastung (unten)

Wird zur Stabilisierung der Kernschichtelemente die ANS-Modifikation ausgeschaltet
(ANS3DEAS/(eas3DEAS) ), ergibt sich eine Kurve (siehe Abb. 3.61), die kein oszil-
lierendes Verhalten mehr erkennen l&sst und deckungsgleich mit dem Verlauf der Kurve
fiir die ANS3DEAS/DIS3D-ri Kombination ist.

In Abb. 3.62 bzw. Abb. 3.63 sind die verformten Werkstiicke fiir die beiden Ma-
terialien Bondal®N/M und Bondal®H jeweils fiir die maximale Stempelverschiebung
u = 2.3 em und nach der Entlastung dargestellt. Dabei ist vor allem fiir das Werkstiick
aus Bondal®H erkennbar, dass aufgrund der Entlastung ein starkes Riickfedern der
Struktur auftritt. Es ist deshalb erforderlich, auch den Entlastungsprozess in die Si-
mulation mit einzubeziehen, um eine Aussage iiber die endgiiltige Form des Bauteils
treffen zu konnen, und somit eine Optimierung der Werkzeuggeometrie und des Ver-
formungsprozesses zu ermoglichen.

Fiir das verformte Werkstiick wird nach Abschluss des Umformprozesses eine Eigenfre-
quenzuntersuchung durchgefiihrt. Dazu erfolgt nach Erreichen der maximal gewiinsch-
ten Verschiebung des Stempels ein Entlastungsprozess, indem die Augmented Lagrange
Kontaktkrifte bzw. der Penaltyparameter schrittweise bis auf Null herabgesetzt wer-
den. Fiir die entlastete Struktur erfolgt dann eine Auswertung der Eigenformen und
der Eigenfrequenzen. Dabei ist zu beachten, dass das geformte Werkstiick auch nach
der Entlastung evtl. noch mit Eigenspannungen behaftet ist, die einen Einfluss auf das
Eigenschwingungsverhalten des Bauteils nehmen konnen. Deshalb wird zum Vergleich
eine Struktur mit identischer Geometrie untersucht, die vollig unbelastet ist.

Die Eigenformen eins bis sechs werden in Abb. 3.64 fiir Bondal®N/M und in Abb. 3.65
fiir Bondal®H dargestellt. Die Eigenfrequenzen fiir die Eigenformen eins bis sechs sind
Tab. 3.11 sowohl fiir das verformte Werkstiick als auch fiir die direkt generierte Struk-
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Bondal®N/M Bondal®H
nach Entlastung ‘ direkt generiert | nach Entlastung ‘ direkt generiert
1.EF 4.65 - 10" 4.61-10" 4.89 - 10" 7.96 - 10"
2.EF 1.83-10° 1.82-10° 9.67 - 102 2.09-10°
3.EF 9.44 - 103 9.42 - 103 4.80-103 9.86 - 103
4.EF 3.07-10% 3.06 - 101 1.38 - 10% 3.16 - 10*
5.EF 9.11-10% 9.10 - 104 3.29-10% 9.27 - 10*
6.EF 2.06 - 10° 2.06 - 10° 7.74 - 10 2.08-10°

Tabelle 3.11: Eigenfrequenzen der Eigenformen 1.-6. fiir tiefgezogenes Verbundblech

tur zu entnehmen. Analog zu dem in Abschnitt 3.4.4 vorgestellten Beispiel ist auch hier
bei der Betrachtung der Unterschiede bei den Eigenfrequenzen der geformten und der
direkt generierten Struktur ein unterschiedliches Verhalten bei den beiden verwende-
ten Verbundblechtypen zu erkennen. Fiir Bondal®N/M sind die Eigenfrequenzen fast
identisch. Deutliche Unterschiede zwischen den Eigenfrequenzen des geformten Bleches
und des direkt generierten FE-Netzes treten dagegen fiir Bondal®H auf.

Hier kommen wiederum die Werkstoffeigenschaften der Kernschicht des Bondal®H zum
Tragen, die im Vergleich zur Kernschicht des Bondal®N /M steifer ist, aber {iber eine
geringere AnfangsflieBspannung verfiigt. Werden nach der Entlastung wiederum die
noch vorhanden Schubspannungen in der Kernschicht betrachtet, so sind fiir das aus
Bondal®N/M geformte Werkstiick Spannungen im elastischen Bereich des Werkstoffs
zu beobachten. Ein Einfluss auf die Steifigkeit infolge des Eigenspannungszustandes
ist somit nicht zu erwarten. Fiir das Werkstiick aus Bondal®H treten allerdings nach
der Entlastung in einem grofien Bereich der Kernschicht Schubspannungen oberhalb
der AnfangsflieBspannung des Kernschichtmaterials auf. Die Auswertung des Materi-
algesetzes fiir diesen Spannungszustand liefert eine geringe, gegen Null gehende Stei-
figkeit. Dadurch lassen sich die deutlichen Unterschiede bei den Eigenfrequenzen fiir
das Werkstiick aus Bondal®H erkldren. Durch eine zusitzliche Berechnung mit dem
direkt generierten FE-Netz mit einer stark reduzierten Kernschichtsteifigkeit werden
die geringen Eigenfrequenzen des eigenspannungsbehafteten Werkstiicks bestétigt. Der
Einfluss des durch den Umformprozess eingebrachten Eigenspannungszustandes auf
das Eigenschwingungsverhalten des Bauteils macht sich also in diesem Fall besonders
bemerkbar.
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Abbildung 3.64: Eigenformen 1.-6. fiir tiefgezogenes Blech; Bondal®N/M; Darstellung
der verformten Geometrie iiberlagert mit der jeweiligen Eigenform
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Abbildung 3.65: Eigenformen 1.-6. fiir tiefgezogenes Blech; Bondal®H; Darstellung der
verformten Geometrie {iberlagert mit der jeweiligen Eigenform
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Zusammenfassung/Ausblick

Der Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit liegt auf der Entwicklung finiter Volumen-
Schalenelemente fiir geometrisch nichtlineare Probleme grofler Deformationen. Auf-
gebaut sind die vorgestellten Elemententwicklungen auf dem sogenannten ’Solid-Shell’
Konzept, das in [37] vorgestellt und dort zur Entwicklung geometrisch nichtlinearer He-
xaederelemente mit linearen Ansétzen und linear elastischem Material verwendet wur-
de. Insgesamt wird ein vollstandiger Uberblick iiber aktuelle Weiterentwicklungen von
auf dem ’Solid-Shell’ Konzept basierenden finiten Schalenelementen gegeben. Insbeson-
dere betrifft dies die biquadratische Erweiterung der isoparametrischen Ansétze in der
Schalenfliche. Desweiteren erfolgt eine vollstindige Diskussion bekannter Versteifungs-
effekte. Dies betrifft die Querschub-/Membranversteifungsproblematik, das Problem
der Dickenversteifung, das in der Literatur oft als Poisson-thickness-Locking bezeichnet
wird, das Problem der volumetrischen Versteifung auch als Incompressibility Locking
bekannt und schlieffilich das Trapezoidal Locking, alternativ auch als curvature thick-
ness Locking oder artificial thickness straining bezeichnet. Die Elementformulierungen
werden um geeignete Verfahren zur Vermeidung der genannten Versteifungsprobleme
erweitert und es werden schliefllich weitgehend versteifungsfreie Elemente vorgestellt.

Eingeleitet wird die Arbeit durch eine Zusammenstellung der wesentlichen kontinu-
umsmechanischen Grundlagen, gefolgt von einer Einfithrung in die Grundlagen der
Finite-Element-Methode. Insbesondere wird auf die eingesetzten Methoden zur Ele-
mentverbesserung eingegangen. Diese Verfahren konnen unter den Oberbegriffen ,, ge-
mischte Elementformulierungen“ und ,reduzierte Integration® zusammengefasst wer-
den. Das Ziel dieser Methoden ist es, die Approximationsordnung der Verzerrungen, die
aus den Verschiebungsansitzen abgeleitet werden, zu verdndern. Dies wird notwendig,
da die Versteifungsproblematiken sich in inkonsistenten Verzerrungsapproximationen
begriinden. Die Approximationsordnung wird deshalb durch gezielte Unterintegration
reduziert, was sich in Form einer selektiv reduzierten Integration einzelner Verzerrungs-
anteile bzw. durch Verwendung angenommener Verzerrungsverldufe durchfiihren lasst.
Alternativ wird die Approximationsordnung durch gemischte Elementformulierungen
mit sogenannten erweiterten Verzerrungsansétzen erhoht. Die genannten Verfahren
werden im Rahmen der Arbeit zur Entwicklung versteifungsfreier Elementformulie-
rungen eingesetzt, und es gelingt, geeignete Mafinahmen zur Vermeidung sdmtlicher
auftretender Versteifungsproblematiken zu treffen.

Im zweiten Kapitel der Arbeit wird ausfiihrlich und konkret auf das ’Solid-Shell’ Kon-
zept eingegangen. Einleitend wird versucht, die Grundidee des ’Solid-Shell” Konzeptes
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zu vermitteln, um dann auf die FE-Diskretisierung einzugehen. Die zahlreichen Ele-
mentvarianten werden vollstindig zusammengestellt und ausfiihrlich beschrieben. Den
Schalencharakter erhalten die auf Volumenelementen basierenden ’Solid-Shells” durch
eine unterschiedliche Behandlung fiir die Schalenfliche und Dickenrichtung. Ein we-
sentliches Unterscheidungsmerkmal der Elementvarianten ist die Art der verwendeten
Ansatzfunktionen in der Schalenfldche, bilinear bzw. biquadratisch. Dementsprechend
entstehen quaderférmige Elemente mit vier bzw. neun Knoten in der Schalenfliiche und
zwei Knoten iiber die Dicke.

Die Vermeidung des Dickenversteifungseffekts bzw. Poisson-locking erfordert eine Er-
weiterung der Dickenverzerrung in Dickenrichtung um einen linearen Anteil. Hier wer-
den zwei Losungsvorschlige angeboten, woraus sich ein weiteres wesentliches Unter-
scheidungsmerkmal der Elementvarianten ergibt. Zum einen wird die Erh6hung der
Ansatzordnung der Verschiebung durch einen zusétzlichen hierarchischen Freiheitsgrad
vorgeschlagen, zum anderen besteht die Md&glichkeit einer Verzerrungserweiterung mit-
tels der EAS-Methode. Bei den Vergleichen der in numerischen Beispielrechnungen
erzielten Resultate erscheinen beide Vorgehensweisen als gleichwertig. Die Vorgehens-
weise mit dem zusdtzlichen Freiheitsgrad erweist sich allerdings rechentechnisch als
nachteilig, da bei der hier vorgeschlagenen Vorgehensweise die Anzahl der globalen
Freiheitsgrade erhoht und somit die Effizienz bei der Gleichungslésung gemindert wird.
Auflerdem erweist sich der zusétzliche Freiheitsgrad als unhandlich, da er auch bei der
Vernetzung durch zusitzliche Knoten beriicksichtigt werden muss. Zusétzlich kénnen
weitere Elementmodifikation durch Verfahren der angenommenen Verzerrungen, erwei-
terten Verzerrungen und selektiv reduzierter Integration zugeschaltet werden, was zu
einer Vielzahl moglicher Variationen fiir die Elementformulierung fiihrt.

In einigen numerischen Beispielen werden die vorgestellten Elementvarianten ausfiihr-
lich getestet. Dabei werden insbesondere fiir die unterschiedlichen Versteifungsproble-
matiken typische Beispiele untersucht, und es kann gezeigt werden, dass die eingesetzten
Elementverbesserungsverfahren tatséchlich zu weitgehend versteifungsfreien Element-
formulierungen fiithren. Da sich die einfacheren unmodifizierten Elemente in der Regel
als robuster erweisen, ist es sicher nicht sinnvoll, grundsétzlich immer alle Modifikati-
onsoptionen einzusetzen. D.h. abhingig von den, bedingt durch Geometrie-, Material-
und Belastungseigenschaften der untersuchten Struktur, zu erwartenden Versteifungs-
effekte wird eine geeignete Elementvariante ausgewihlt. Einen weiteren Schwerpunkt
bei den numerischen Vergleichen stellt die Gegeniiberstellung der bilinearen und der bi-
quadratischen Ansétze dar. Die biquadratischen Anséitze scheinen hier im Allgemeinen
die bessere Wahl zu sein. Sie sind aufgrund der hoheren Ansatzordnung in der La-
ge, gekriimmte Strukturen wesentlich besser zu approximieren. Allerdings muss auch
erwahnt werden, dass sich die biquadratischen Elemente bei gleicher Anzahl verwen-
deter Gesamtfreiheitsgrade als deutlich ineffizienter im Berechnungsaufwand erweisen.
Deshalb kann auch die Entscheidung fiir bilineare Elemente, eventuell kombiniert mit
einer feineren Vernetzung, durchaus sinnvoll sein.

In einem abschliefenden Abschnitt des zweiten Kapitels wird die Problematik nume-
rischer Instabilitdten angesprochen. Solche unerwiinschten Kinematiken, die aufgrund
der typischen Form einer Sanduhr d&hnlichen Geometrie der kinematischen Eigenformen
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auch als 'Hourglassing’ bezeichnet werden, treten als Folge der diversen eingesetzten
Elementmodifikationen bei bestimmten Beanspruchungszustinden auf. Das Auftreten
der Kinematiken wird ausfiihrlich untersucht, wobei auch eine analytische Elementun-
tersuchung durchgefiihrt wird. Bei den kritischen Beanspruchungszustinden handelt
es sich vor allem um homogene Kompression. Da bei reiner Kompressionsheanspru-
chung keinerlei Versteifungseffekte zu erwarten sind, kann hier auch alternativ ein
reines vollstindig integriertes Verschiebungselement eingesetzt werden, das frei von
kinematischen Eigenformen ist. Deshalb zielen die einfachen vorgestellten Stabilisie-
rungsverfahren darauf hin, kritische Beanspruchungszustinde zu erkennen und dann
die eingesetzte Elementformulierung mit allen Modifikationen auf die reine Verschie-
bungsformulierung zuriickzufiihren. Noch naheliegender wire es natiirlich, das even-
tuelle Auftreten kritischer Belastungszustéinde von vornherein zu erkennen, um dann
direkt auf robustere Elementformulierungen zuriickzugreifen.

Ein zweiter Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit sind Kontaktformulierungen, die
benotigt werden, um die vorgestellten 'Solid-Shell’ Elemente zur Simulation von Ble-
chumformprozessen mit starren Werkzeugen einzusetzen. Hier wird ein entscheidender
Vorteil der Volumen-Schalen-Formulierung deutlich; aufgrund der dreidimensionalen
Geometrieeigenschaften ist automatisch die Geometrie der Flichen der Schalenober-
und -unterseite gegeben, die zur Kontaktiiberpriifung zwingend erforderlich ist. Zur
Einbringung der Kontaktzwangsbedingung in das Funktional werden zwei alternative
Methoden, das Penalty Verfahren und die Augmented Lagrange Methode vorgeschla-
gen, wobei das Augmented Lagrange Verfahren als Kombination von Penalty Verfahren
und Methode der Lagrange Multiplikatoren zu sehen ist. Beide Vorgehensweisen wer-
den ausfiihrlich vorgestellt und erldutert. Die Vor- und Nachteile der beiden Methoden
werden schnell ersichtlich.

Die Regularisierung mittels Penalty Verfahrens lésst sich recht einfach anwenden und
erweist sich als sehr effizient. Hier wird im Falle der Penetration ein sogenannter Straf-
term aktiviert, der letztendlich zu einer Verdnderung der Steifigkeitsmatrix zugunsten
einer erhohten Steifigkeit am Ort des Kontaktes fiihrt. Somit kann ein Eindringen
eines Kontaktpunktes (Slavepunkt) in eine Kontaktfliche (Masterfliche) teilweise ver-
hindert werden. Wie gut die Kontaktrandbedingung erfiillt werden kann, hingt von
einem Parameter ab, der mit dem Strafterm multipliziert wird. Logisch wére die Wahl
sehr grofler Werte fiir den Penalty Parameter, dies fiihrt allerdings zu einer schlechten
Kondition der Steifigkeitsmatrix und somit zu numerischen Problemen. Es wird erfor-
derlich, eine geschickte Wahl des Penalty Parameters zu treffen, so dass einerseits die
Penetrationen nicht zu grofl werden, andererseits aber ein Abbruch der Berechnung
aufgrund numerischer Probleme verhindert wird.

Das Augmented Lagrange Verfahren basiert ebenfalls auf Straftermen, mit deren Hil-
fe die Lagrange Parameter iterativ erhoht (augmentiert) werden. Dadurch wird es
moglich, einen Wert fiir eine maximal zuléssige Penetration zu definieren, und die
Augmentierung der Lagrange Parameter solange fortzusetzen, bis dieser Wert unter-
schritten wird. Somit wird eine relativ gute Erfiillung der Kontaktrandbedingungen
erreicht, ohne dabei die Nachteile der Lagrange Multiplikatoren Methode in Kauf
nehmen zu miissen. Allerdings muss fiir jeden Augmentierungsschritt nochmals eine

180



Zusammenfassung/Ausblick

Gleichgewichtsiteration durchgefiihrt werden, was insgesamt zu einer Vervielfachung
des Rechenaufwands fiihrt.

Die Formulierung der Kontaktrandbedingung erfolgt auf der Ebene von Oberflichen-
kontaktsegmenten, die in ihrer Geometrie den Oberflichen der Schalenstruktur entspre-
chen. Sie verfiigen also ebenfalls iiber vier bzw. neun Knotenpunkte, die Integration
der Kontaktterme erfolgt iiber die Fliche dieser Segmente. Fiir diese Kontaktinte-
gration werden zwei verschiedene Optionen diskutiert. Im Rahmen der numerischen
Integration gilt es den Integranden an den Gauss-Integrationspunkten auszuwerten.
Deshalb ist es naheliegend, die Kontaktbedingung direkt an den Gausspunkten zu
iiberpriifen. Dieses Vorgehen wird hier als , lokale Betrachtungsweise bezeichnet. Da
an diesem Fall ein kontinuierlicher Kontaktspannungsverlauf iiber die Elementgrenzen
hinaus nicht gewihrleistet ist, erfolgt alternativ die Auswertung der Kontaktbedingung
an den Knotenpunkten. Die Werte an den Integrationspunkten werden dann mit Hilfe
der Ansatzfunktionen interpoliert. Entsprechend wird dieses Vorgehen als ,,kontinuier-
liche Betrachtungsweise* bezeichnet.

In bestimmten Féllen, beispielsweise bei diskontinuierlichen Geometrieeigenschaften
der Masterfliche, kann die lokale Betrachtungsweise von Vorteil sein. Ein anschauliches
Beispiel wire ein sehr kleiner Kontaktkorper, der sich bei einer Kontaktuntersuchung
an den Knotenpunkten zwischen den Knoten hindurch bewegen kénnte, ohne dass ein
Kontakt erfasst wiirde. Um die Kontaktrandbedingung korrekt einzubringen, wire eine
feinere Vernetzung oder alternativ eine zusétzliche Aufteilung der Kontaktsegmente in
Untersegmente erforderlich, was einen erheblichen Mehraufwand bedeutet. Wird die
lokale Betrachtungsweise eingesetzt, kann eine verbesserte Erfassung des Kontaktes
vereinfacht durch eine Erhohung der Anzahl der Gausspunkte erfolgen. Abgesehen von
solchen Ausnahmesituationen ist die kontinuierliche Betrachtungsweise vorzuziehen, da
hier kontinuierliche Kontaktspannungen zwischen den Segmenten gewihrleistet sind.
Ein bei der lokalen Methode mogliches Auftreten ungewollter Zwéingungen durch zu
viele Kontaktintegrationspunkte ist ebenfalls ausgeschlossen. Dies wird auch in nume-
rischen Beispielrechnungen, in denen auch die Vor-/Nachteile von Penalty und Aug-
mented Lagrange Methode untersucht werden, verdeutlicht.

Ein zusétzliches Kapitel befasst sich mit der Beriicksichtung von Reibungseinfliissen. Es
wird dabei eine Vorgehensweise erortert, die es ermdglicht, fiir die betrachteten, analy-
tisch definierten Kontaktflichen, tangentiale Kontaktkrifte einzubringen. Grundsétz-
lich muss im Fall des Kontaktes festgelegt werden, ob der Zustand des Haftens oder
Gleitens vorliegt, um dann eine Haftkraft wiederum mit Hilfe eines Penalty Para-
meters zu ermitteln oder eine Reibkraft, die nach dem Coulombschen Kraftgesetz in
Abhingigkeit von der Normalkontaktkraft berechnet wird. Anhand eines einfachen nu-
merischen Beispiels wird der Reibungseinfluss auf ein Kontaktproblem untersucht. Im
Allgemeinen wird aber bei den im Rahmen dieser Arbeit untersuchten Beispielen Rei-
bung nicht beriicksichtigt und es wird ausschliefSlich Normalkontakt betrachtet. Eine
grundsétzliche Beriicksichtigung von Reibungseinfliissen bei der numerischen Simula-
tion von Umformprozessen ist fiir zukiinftige Untersuchungen anzustreben.

Im letzten Abschnitt wird auf eine spezielle Anwendung der bisher vorgestellten und
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diskutierten Verfahren eingegangen; der Simulation des Umformprozesses von Formtei-
len aus geklebten Verbundblechen. Formteile aus geklebtem Verbundblech, die aufgrund
ihrer verbesserten Dampfungseigenschaften giinstigere Schallemissionswerte aufweisen,
werden fiir dynamisch beanspruchte Komponenten eingesetzt. Deshalb ist auch das Ei-
genschwingungsverhalten der Bauteile, die durch Eigenspannungen aufgrund des Um-
formprozesses belastet sind, von besonderem Interesse. Hier kommt ein weiterer Vorteil
der ’Solid-Shells’ zur Geltung; aufgrund des dreidimensionalen Charakters der Elemen-
te konnen auch geschichtete Strukturen beschrieben werden. In diesem Fall erfolgt die
Diskretisierung der beiden Deckbleche mit jeweils einem Volumen-Schalenelement so-
wie der dazwischenliegenden Klebeschicht mit mit einem bzw. alternativ mit mehreren
Elemente in Dickenrichtung. Beim Formen der Verbundbleche kommt es aufgrund der
Biegung zu einer gegenseitigen Verschiebung der Deckbleche, d.h. die Kernschicht wird
hauptséichlich auf Schub beansprucht. Bei der Kernschichtdiskretisierung mit mehren
ANS-Elementen sind bei dieser Beanspruchungsart unerwiinschte Kinematiken inner-
halb der Kernschicht zu beobachten, weshalb nur Elemente ohne die ANS-Modifikation
der Querschubterme eingesetzt werden kénnen.

Bei der numerischen Untersuchung werden einleitend Materialparameter fiir die Blech-
schichten festgelegt und Voruntersuchungen zur Wahl geeigneter Elementkombinatio-
nen fiir die Beschreibung von Deck- und Klebschicht durchgefiihrt. SchlieBlich folgen
Beispiele zur Simulation des Umformprozesses mit anschliefender Eigenfrequenzun-
tersuchung, wobei unterschiedliche Einfliisse der aufgrund des Umformens vorhande-
nen Eigenspannungen der Formteile auf das Figenschwingungsverhalten zu beobachten
sind. Dabei werden wieder die zuvor erlduterten Kontaktalgorithmen eingesetzt. Ins-
besondere werden die verschiedene Varianten fiir die Kernschichtdiskretisierung ver-
glichen. Hier zeigt sich, dass mit nur einem Kernschichtdickenelement die Schubver-
formung effizient und exakt abgebildet werden kann. Sollen allerdings Verformungen
innerhalb der Kernschicht untersucht werden, erscheint eine verfeinerte Diskretisierung
in Kernschichtdickenrichtung unbedingt erforderlich. Es sei festgehalten, dass im Rah-
men dieser Arbeit nur einfache ebene Beispiele fiir das Umformen der Verbundbleche
vorgestellt wurden. Hier sind sicher zukiinftig noch weitere Untersuchungen durch-
zufiihren.
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Anhang A

Mathematische Grundlagen

Der Vollstdndigkeit halber und zum besseren Verstédndnis der verwendeten Notationen
sollen an dieser Stelle die wesentlichen mathematischen Grundlagen zusammengefasst
werden. Eine ausfiihrlichere Darstellung ist z.B. in [24] zu finden.

A.1 Rechenregeln fiir Vektoren

Die Rechenregeln fiir Vektoren werden erldutert anhand zweier Vektoren

U1 wn
v=| Vg und w=| wy | . (A.1)
U3 w3

Skalarprodukt zweier Vektoren

vow=v w=vw (A.2)

Das Vektorkreuzprodukt

[ CLQb3 — Cl3b2 -|
VXWw = Clgbl — a1b3 (A3)
[ albg — CLle J

Das dyadische Produkt
MWy MWy V1W3

vow=v w = viw; = | Vawy Vowy VW3 (A.4)
VUgWy1 V3Wz V3W3
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A.2. RECHENREGELN FUR TENSOREN

Gradient eines Vektors
Der Gradient des Vektors v ist definiert als

a’l)i
ox j ’

gradv = (A.5)

mit dem Ortsvektor & der aktuellen Konfiguration oder mit dem Ortsvektor X der
Referenzkonfiguration als

81)1-

Gradv = ox, (A.6)
Divergenz eines Vektors

divv = gzz , (A.7)
bzw

Divv = aa)vgz . (A.8)

A.2 Rechenregeln fiir Tensoren

Ein Tensor T kann iiber das dyadische Produkt zweier Vektoren v und w definiert
werden:

[ Tll T12 T13 -‘
T = T21 T22 T23 =vRwW (Ag)
[ T3 132 133 J

Darstellung eines Tensors an einer Vektorbasis
Ausgehend von der Darstellung der Vektoren
v=1og, und w=uw'g,, (A.10)

mit den linear unabhéngigen kovarianten Basisvektoren g, und den kontravarianten
Vektorkomponenten v* bzw. w’, ldsst sich der Tensor T bei einer kovarianten Basis
darstellen:

T=vow=1vg,0uw g,=vw g0g,=T"g,®g,, (A.11)
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ANHANG A. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

mit den kontravarianten Tensorkomponenten T%. Analog kann eine Darstellung kova-
rianter Komponenten an einer kontravarianten Basis erfolgen. Mit den ko- bzw. kontra-
varianten Basisvektoren g; bzw. g° ergibt sich der Fundamentaltensor oder Einstensor

mit dem Kroneckersymbol 6{ . I entspricht formal der Einheitsmatrix.

Das Tensorprodukt

Das Tensorprodukt zweier Tensoren S und T, die formal als Matrizen betrachtet wer-
den konnen, entspricht dem Matrizenprodukt:

Das innere Produkt zweier Tensoren

Das innere Produkt zweier Tensoren S und T ergibt einen Skalar a:

S -T = trace (S TT) =S;iTij =, (A.14)
mit
T -S=ST=«qo. (A.15)

Divergenz eines Tensors

Die Divergenz eines Tensors T ist definiert als

divT = % | (A.16)

mit dem Ortsvektor & der aktuellen Konfiguration oder mit dem Ortsvektor X der
Referenzkonfiguration als

T

DT = Al
iv X, (A.17)
mit
, 0x,0X; 0T;;  Oxy OT;; ,
DivT = . Yo— FT Al
w 8X18xk 8XZ 8XZ 6xk d“)( ) ( 8)
~—~
F
und
divT = Div(F ' T) , (A.19)

mit dem Tensor F', der als Deformationsgradient bezeichnet wird.
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A.2. RECHENREGELN FUR TENSOREN

Rechenregeln zur Divergenz

div(T v) = v div(T") +T" - grad v (A.20)

Gaussscher Integralsatz

Mit dem Gaussschen Integralsatz wird ein Volumenintegral in ein Flichenintegral trans-
formiert:

/DivT dV = /T -n dA , (A.21)
v A

mit A als der Auflenfliche des Volumens mit dem Fliachennormalenvektor n.
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