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1 Einleitung

Die Berechnung von Flichentragwerken — z.B. beliebig geformte Dachkonstruktionen,
Kiihltiirme und auch Fahrzeugkarosserien — fiihrt aufgrund der zunehmend detaillier-
teren Modellierung zu immer aufwendigeren Aufgabenstellungen. Erheblicher, zusétz-
licher Aufwand ergibt sich auch durch die immer weiter verbreitete Verwendung von
geschichteten Leichtbaumaterialien, die teilweise sogar bei der Simulation von Um-
formprozessen mit hochgradig nichtlinearem Materialverhalten beriicksichtigt werden
miissen. Dennoch soll die Berechnung solcher allgemeinen Schalenstrukturen, die aus
ebenen, wenig und stark gekriimmten Schalen und Stellen mit zwei- oder dreidimensio-
nalen Spannungszustéinden bestehen, moglichst genau und gleichzeitig effizient erfol-
gen. Daher besteht das langfristige Ziel darin, automatisch eine Kombination verschie-
dener Elementtypen so einzusetzen, daf} fiir die einzelnen Teile jeweils die genaueste
und effizienteste Berechnungsmoglichkeit gewahlt wird.

Als Vorarbeit werden in der vorliegenden Arbeit verschiedene aktuelle Plattenele-
mente und aktuelle, degnerierte Schalenelemente fiir ebene, beziehungsweise gekriimm-
te Bereiche mit zweidimensionalen Spannungszustinden miteinander verglichen. Dabei
wird auf eine Variation der Ordnung der verwendeten Interpolationsfunktionen und
auf verschiedene Elementformen eingegangen. Ein wesentlicher Aspekt ist der Uber-
gang von zweidimensionalen Spannungszustinden zu dreidimensionalen Spannungs-
zustinden, d.h der Ubergang von Platten- oder Schalenelementen auf Volumenelemen-
te. Denn Schalen und Platten haben auch Verdrehungen als kinematische Freiheits-
grade, was bei Kontinuumelementen im allgemeinen nicht der Fall ist. Ein kombinier-
ter Einsatz dieser grundlegend verschiedenen Elementarten erfordert deshalb spezielle
Ubergangselemente. Zusitzlich bereitet es erhebliche Schwierigkeiten die Bedingung
des ebenen Spannungszustandes, auf dem die Platten- und die degenerierten Scha-
lenelemente basieren, in die fiir die Berechnung grofler Deformationen — bei Umform-
prozessen etwa — notwendigen dreidimensionalen Materialgesetze einflieflen zu lassen.
Daher wird abschlieflend eine eigens entwickelte Schalenkinematik vorgestellt, die mit
wenigen Annahmen aus der Kinematik von Kontinuumelementen hervorgeht und somit
die oben angesprochene Probleme umgeht.

Begonnen wird mit einer Gegeniiberstellung aktueller Plattenelemente, deren Ki-
nematik sich durch wesentliche Vereinfachungen aus dem Degenerationskonzept fiir
Schalen ergibt. Gerade bei Plattenelementen liegen zahlreiche Neuentwicklungen vor,
die aufgrund vieler spezieller Annahmen nicht systematisch erfafit werden kénnen und
dann oft lediglich als Dreieckelement formuliert sind. Im ersten Teil der Arbeit soll die
Frage gekldrt werden, ob einige der neueren Elemente wesentliche Vorteile gegeniiber
Standardelementen bieten, fiir die bereits entsprechende Schalenelementformulierun-
gen existieren. Weiterhin wird mittels einer Gegeniiberstellung der Berechnungen mit
Dreieckelementen und der Berechnungen mit den entsprechenden Viereckelementen
untersucht, ob durch die theoretischen Vorteile der Dreieckelemente der etwas einfa-
cheren automatischen Vernetzung und der vollstdndigen Ansatzfunktionen eine effizi-
entere Berechnung als mit Viereckelementen erzielt werden kann.

Anhand von Schalenelementen, die auf dem Degenerationskonzept [5] basieren, soll
vor allem der Einfluf} verschiedener Interpolationsordnungen in den Ansétzen auf das
Elementverhalten bei linearen und geometrisch nichtlinearen Berechnungen herausge-



arbeitet werden. Als Vergleich dienen Elemente mit bilinearen Ansatzfunktionen und
Modifikationen, wie z.B. der Methode der in natiirlichen Koordinaten angenommenen
Verzerrungen (ANS) [23], die sich seit lingerem im Einsatz bei ebenen oder wenig
gekriimmten Schalen bewidhrt haben. Fiir die Berechnung stark gekriimmter Schalen
soll untersucht werden, ob Elemente mit quadratischen oder kubischen Ansatzfunktio-
nen bei groflerer Zahl der Freiheitsgrade ein besseres Konvergenzverhalten aufweisen.
Hierzu werden verschiedene Schalenelementformulierungen diskutiert: Zum einen das
von Huang und Hinton [33] vorgeschlagene biquadratische Lagrange Element mit an-
genommenen Querschub- und Membranverzerrungen sowohl fiir lineare als auch in
Erweiterung fiir geometrisch nichtlineare Berechnungen. Zum anderen die neun und
sechzehn Knoten Elemente von Bathe und Bucalem [20], die auf einer geringfiigig
anderen Interpolation der angenommenen Verzerrungen basieren. Fiir lineare Berech-
nungen wird auflerdem ein von Rhiu und Lee [57] entwickeltes neun Knoten Element
untersucht, das auf dem Hellinger-Reissner Funktional basiert.

Allen diesen Schalenelementformulierungen liegt das auf einer Kinematik mit Ro-
tationsfreiheitsgraden beruhende Degenerationskonzept zugrunde. Trotz der entschei-
denden bekannten Nachteile des Degenerationskonzeptes — die Normalverzerrungen
und -spannungen in Dickenrichtung werden nicht erfafit, die vorgegebenen Randbe-
dingungen sind teilweise schwierig zu erfiillen, bei geometrisch nichtlinearen Berech-
nungen sind komplexe Aufdatierungen der Verdrehungen notwendig — ist ihr Einsatz
bei vielen Berechnungen unproblematisch.

Wie bereits angesprochen, erfordert die zunehmend verlangte Erweiterung der auf
dem Degenerationskonzept basierenden Schalenelemente auf grofie Deformationen mit
allgemeinen dreidimensionalen Materialgesetzen komplexe, ineffiziente Modifikationen,
um die Annahme des ebenen Spannungszustandes zu erfiillen. Deshalb wird im letzten
Teil dieser Arbeit eine spezielle Schalenkinematik, das Solid-Shell Konzept, vorgestellt,
mit dem obige Nachteile vermieden werden und das trotzdem auf dhnlich gute Ergeb-
nisse wie die sogenannten degenerierten Schalen fiihrt. Die wesentlichen Annahmen,
die ausgehend von der Kinematik der Kontinuumelemente zur lediglich auf Verschie-
bungsfreiheitsgraden beruhenden Kinematik des Solid-Shell Konzeptes fiithren, sind der
Multidirektor Theorie (s. [28]) und dem Konzept der Verwendung eines extensiblen
Direktors bei degenerierten Schalenelementen [77], [16], [60], [19] entnommen. Ein weit-
gehend identisches Konzept mit dem Degenerationskonzept als Ausgangspunkt wurde
bereits 1986 von Schoop [61] unter der Bezeichnung Doppelknotenmodell vorgestellt,
1995 von Parisch [50] und 1996 von Seifert [64] wieder aufgegriffen.

Ausgehend von der Grundkinematik des Solid-Shell Konzeptes werden systema-
tisch unterschiedliche, durch Modifikationen erhaltene Schalenelementformulierungen
vorgestellt. Das Ziel besteht darin, ein effizientes, versteifungsfreies Solid-Shell Element
zu entwickeln, fiir das keine Reduktion des Materialgesetzes erforderlich ist und das so-
mit auch bei materiell nichtlinearen Problemstellungen ohne weitere Vereinfachungen
eingesetzt werden kann.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert:

In Kapitel 2 werden die benétigten kontinuumsmechanischen Grundlagen
bereitgestellt, die entsprechende schwache Form des Gleichgewichts lineari-
siert und die allgemeine Form des hier ausschliellich betrachteten isotropen



linear elastischen Materialgesetzes angegeben.

Kapitel 3 befafit sich mit dem Degenerationskonzept. Zusétzlich werden
Probleme, die bei der Verwendung von degenerierten Schalenelementen mit
niederer Ansatzordnung entstehen, diskutiert und Methoden zur Abhilfe
vorgestellt.

In Kapitel 4 werden die bekannten Reissner-Mindlin und Kirchhoff Plat-
tentheorien aus dem Degenerationskonzept entwickelt. Des weiteren wird
ein Uberblick iiber die bisher bewiihrten Plattenelementformulierungen ge-
geben und die Grundgedanken neuerer Entwicklungen kurz angesprochen.

In Kapitel 5 werden die Aspekte bei der Diskretisierung der Plattenele-
mente erldutert und die neueren Elemententwicklungen in diskretisierter
Form dargestellt.

Kapitel 6 zeigt anhand numerischer Beispiele die Eigenschaften der ein-
zelnen Plattenelementformulierungen.

Kapitel 7 befafit sich ausfiihrlich mit der Diskretisierung degenerierter
Schalenelemente. Des weiteren wird auf die diskrete Form der einzelnen
degenerierten Schalenelemente eingegangen.

In Kapitel 8 werden die einzelnen degenerierten Schalenelementformulie-
rungen an numerischen Beispielen miteinander verglichen.

In Kapitel 9 wird die Kinematik des Solid-Shell Konzeptes vorgestellt, die
zusédtzlichen zu den bei degenerierten Schalen auftretenden Versteifungs-
effekte erldutert und verschiedene Variationen des Solid-Shell Konzeptes
beschrieben, die zu einer versteifungsfreien Formulierung fiihren.

In Kapitel 10 wird ausfiihrlich auf die Diskretisierung der Solid-Shell
Schalenelemente eingegangen und die verschiedenen Varianten in diskreter
Form dargestellt.

Kapitel 11 zeigt anhand numerischer Beispiele das Verhalten der einzelnen
Solid-Shell Schalenelementformulierungen.

Kapitel 12 gibt eine zusammenfassende Bewertung der in dieser Arbeit
verwendeten Formulierungen und Anregungen fiir weiterfiithrende Entwick-
lungen.



2 Gleichungen des verformten Kontinuums

In diesem Abschnitt werden die Grundlagen der Kontinuumsmechanik dargestellt.
Dabei findet eine Beschrinkung auf Aspekte statt, die fiir die in dieser Arbeit unter-
suchten Finite Elementformulierungen benotigt werden. Ausfiihrlichere Darstellungen
konnen der Literatur (z.B. Truesdell und Noll [76], de Boer [15], Green und Zerna [27],
Becker und Biirger [11], Betten [14]) entnommen werden.

2.1 Die Kinematik

Zur Beschreibung der Deformation wird eine materielle Formulierung bezogen auf
eine raumfeste kartesische Basis (e;, es, e3) in dem dreidimensionalen euklidischen
Vektorraum zugrunde gelegt. Dann 148t sich die Lage eines Punktes des Korpers B in
der unverformten Konfiguration, die auch mit Referenzkonfiguration bezeichnet wird,
durch den Ortsvektor

Bild 2.1: Kinematik des Kontinuums

X =X, Xy, X5|" =[X,Y, 2]" (2.1)
und in der verformten oder Momentankonfiguration durch den Ortsvektor
T = [xlax27m3]T = [$7y7Z]T (22)

beschreiben. Dabei ist die Bewegung x des Korpers B als stetige und eineindeutige
Abbildung der Kérperpunkte von B auf den Bereich des dreidimensionalen euklidischen
Vektorraumes definiert:

= x(X,t). (2.3)

Die “Zeit t“ wird verwendet, um die statischen, somit zeitunabhéngigen, Bewegungs-
ablédufe in einer aufeinanderfolgenden Reihenfolge anzuordnen. Im Sinne des iterativen
Newton Losungsalorithmus (s. Bild 2.2) wird mit g die unverformte Konfiguration, mit
t eine bekannte Ndherungslosung, mit ¢+ At eine im folgenden Schritt zu bestimmende
noch unbekannte Nidherungslosung und mit 7" die gesuchte Losung bei vorgegebener
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Bild 2.2: Zeiten zur Kennzeichnung der Konfiguration

Laststufe gekennzeichnet. Die Verschiebung eines Korperpunktes bei der Verformung
wird durch die Differenz der Ortsvektoren zu einem Punkt der Momentankonfiguration
x und demselben Punkt in der Referenzkonfiguration X

u=z-X (2.4)

beschrieben. Durch Einfiihren eines Verzerrungsmafles iiber die Definition eines Ten-

sors zweiter Stufe

0
F(X,t) = a—; = Grade = 1 + Gradu, (2.5)
der als Deformationsgradient bezeichnet wird, entsteht eine Beziehung zwischen der
verformten und unverformten Konfiguration. Den Algorithmen fiir grofie Deformatio-

nen liegt die polare Zerlegung des Deformationsgradienten
F=RU=VR (2.6)

in einen eigentlich orthogonalen Drehtensor R sowie die symmetrischen rechten und
linken Strecktensoren U und V' zugrunde.

2.2 Die Erhaltungssitze der Mechanik

Massenerhaltung

Entsprechend dem Postulat der Massenerhaltung dndert sich die Masse eines Korpers
wéahrend der Deformation nicht. Mit Hilfe der Dichte, die zu jeder Konfiguration an-
gegeben werden kann, ergibt sich die Masse des Korpers zu

m = /po dV = /p dv = konstant, (2.7)
Bo B
wobei der Index 0 oder grole Buchstaben die Referenzkonfiguration und kein Index
beziehungsweise kleine Buchstaben die Momentankonfiguration kennzeichnen. Die An-
wendung der Transformationsvorschrift fiir ein Volumenelement

dv = detF dV (2.8)
fiihrt auf die lokale Form der Massenerhaltung:
po = detF p. (2.9)



Impulserhaltung
Mit der Definition des Impulses eines Korpers B in der verformten Konfiguration

i:/vdm:/pvdv:/pd:dv (2.10)
B

B B

148t sich der Impulserhaltungssatz angeben, der besagt, daf die zeitliche Anderung
des Impulses gleich der Summe der auf den Korper einwirkenden Krifte ist. Dabei
beinhaltet die resultierende Kraft

f:B/pbdv+/t da (2.11)

oB

den Volumenkraftvektor pro Masseneinheit b und ¢ die auf die Flichenelemente da
bezogenen Spannungsvektoren, die sich iiber das Cauchy-Theorem ¢ = T'n aus dem
Normalenvektor der Fliche n und dem Cauchy Spannungstensor T ergeben. Die An-
wendung des Gauflschen Integralsatzes (A.27) auf die lokale Form der Impulsbilanz in
der materiellen Darstellung ergibt die erste Cauchysche Bewegungsgleichung

DivP + pob = po (2.12)
mit dem unsymmetrischen 1. Piola-Kirchhoff Spannungstensor

P=detFTF . (2.13)
In der vorliegenden Arbeit werden lediglich statische Probleme betrachtet, so dafl der

Trégheitsterm p& in Gleichung (2.12) im weiteren nicht beriicksichtigt wird.

Drall- oder Drehimpulserhaltung

Der Satz von der Drehimpulserhaltung besagt, dafl die Zeitableitung des auf den raum-
festen Punkt Xy bezogenen Dralls

L= / (x — Xy) x pv dv (2.14)

B

dem aus den Oberflichen- und Volumenkréften resultierenden Moment

m=/(a:—X0)Xpbdv—i—/(w—Xo)xtdv (2.15)
B B
entspricht
L=m. (2.16)

Durch weitere Umformungen erhilt man die zweite Cauchysche Bewegungsgleichung,
die auf die Symmetrie des Cauchy Spannungstensors

T=T" (2.17)

hinweist. Fiir eine ausfiihrliche Herleitung wird auf die Literatur verwiesen.



2.3 Materielle Verzerrungen und zugehorige Spannungsmafle

Der Verzerrungstensor fiir infinitesimale Deformationen mit den Komponenten

B = 2 <aui - auj) -1 (aui + auj) (2.18)
ist bei linearen Problemstellungen arbeitskonform zum Cauchy Spannungstensor T
Groflere Starrkorperbewegungen rufen aber Verzerrungen hervor, damit ist dieses Ver-
zerrungsmafl zur Beschreibung geometrisch nichtlinearer Probleme ungeeignet.

Ein geeignetes Verzerrungsmafl besteht in der Anderung der Abstinde zweier
Korperpunkte beim Ubergang von der unverformten in die verformte Konfiguration.

Der Green-Lagrange Verzerrungstensor, der sich mit Hilfe des Deformationsgradienten
F (2.5) und der Metrik der unverformten Konfiguration I

E=_(F"F-1I) (2.19)

N | =

berechnen liBt, stellt ein MaB fiir die Anderung des Abstandes zweier Kérperpunk-
te zum Quadrat dar und ist somit auch zur Beschreibung geometrisch nichtlinearer
Probleme geeignet.

Das zum Green-Lagrange Verzerrungstensor energetisch dquivalente Spannungs-
maf stellt der 2. Piola Kirchhoff Spanungstensor dar, der sich durch die Transforma-
tion

S=F'P=detF F'TF” (2.20)

aus dem 1. Piola Kirchhoff Spannungstensor P (2.13) beziehungsweise aus dem Cauchy
Spannungstensor T ergibt. Der 2. Piola Kirchhoff Spannungstensor, der nicht anschau-
lich interpretiert werden kann, ist symmetrisch, da mit Gleichung (2.20) aus dem sym-
metrischen Cauchy Spannungstensor wiederum ein symmetrischer Tensor folgt.

2.4 Die schwache Form des Gleichgewichts

Die Integralform oder schwache Form des Gleichgewichts entsteht aus der Impulser-
haltung (2.12) durch Multiplikation mit den Testfunktionen du und anschlieffender
Integration iiber das Volumen

G(P, 6u) = / (DivP + pob) du dV = 0. (2.21)

By
Dabei miissen die Testfunktionen zuléssige Funktionen sein, das heif}t sie miissen bei
vorgegeben Randbedingungen den Wert null annehmen. Die anschlielende Anwendung

des Gaufischen Integralsatzes (A.27) zusammen mit weiteren Umformungen fiihrt auf
die schwache Form

G(’u,,éu):/S-(SEdV—/pob-éudV—/to-éudAZO. (2.22)
0

By 0By



Wesentlich ist, dal die Gleichgewichtsbedingung nur im Mittel erfiillt wird, wahrend
die Randbedingungen, die Kinematik und das Materialgesetz exakt erfiillt werden.

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden die Integrationsgebiete By und 0B, durch
das Volumen V und die Fliche A ersetzt. Unter der Voraussetzung, dafl eine Ener-
giedichtefunktion W (E) existiert, und nur konservative Lasten zugelassen sind, ergibt
sich ein anderer Zugang iiber das Potential

II = Hint + Hemt = /W(E) dV — /,Oob cudV — /to -u dA. (223)
14 \%4 A

Mit dem Prinzip vom stationdren Wert der potentiellen Energie

0(u, du) = 0ll;ni(u, du) + 01l (u, du) =0, (2.24)
und nach Einsetzen des inneren Potentials IL;,; = / W(E) dV und des #ufleren Po-
1%

tentials Il gilt:

5H(u,5u)=/g—g-5E dV—/pOb-(Su dV—/to-éu dA = 0. (2.25)
v v A

Da fiir die in der vorliegenden Arbeit ausschliefilich betrachteten elastischen Materia-

lien die Beziehung g—‘g = S gilt, entspricht die schwache Form nach Gleichung (2.22)

der Variation des Potentials (2.25) G(u, du) = 0Il(u, du).
Neben dem reinen Verschiebungsfunktional (2.25) wird das Zweifeldfunktional von
Hellinger-Reissner

Mun(u,S) = /%S-E(u) dV+/%S- (E(u) -~ C'S) dV + Luu(u)

= V/ (S - E(u) — %sfc—ls) AV + Mgy (u) (2.26)

betrachtet, das jedoch auf spezielle Materialklassen beschriankt ist, da die Gleichung
(2.26) auf einem linearen Zusammenhang zwischen den Spannungen und Verzerrungen
S = CEFE und auf der Invertierbarkeit der Matrix C basiert. Dagegen 143t sich das
Dreifeldfunktional von Hu-Washizu

Myw(u, S, E) = / W(E) dV + / S (E(u) — E) dV + Iu(u) (2.27)

ohne Einschrinkungen auf allgemeine Problemstellungen anwenden. Bei dem Hu-
Washizu Funktional wird zusétzlich zum Gleichgewicht und der Kinematik, die bereits
durch das Hellinger-Reissner Funktional lediglich im Mittel erfiillt werden, auch das
Materialgesetz nur im Mittel erfiillt.

Beide Funktionale liefern einen guten Zugang fiir weitere gemischte FE-
Formulierungen. Eine ausfiihrliche Diskussion zur Lésbarkeit und Stabilitdt der ver-
schiedenen Funktionale kann z.B. Haufler [31] entnommen werden und ist im Anhang
A5 kurz zusammengefafit.



2.5 Linearisierung der Grundgleichungen

Die nichtlineare schwache Form des Gleichgewichtes (2.25) muf} zur Einbettung in eine
iterative Losungsprozedur mit z.B. dem Newton-Verfahren linearisiert werden. Dazu
wird Gleichung (2.22) in eine Taylorreihe um den Punkt u

G(a + Au) = G(u) + DG(u) - Au + R(Au) (2.28)

entwickelt (s. Bild 2.3). Die Vernachléssigung der Terme hoherer Ordnung R(w) und

G A
M) — i
G(u+NMu) R(Au)
DC() M
o() — .
U U+ANu =u

Bild 2.3: Taylorreihenentwicklung

die Anwendung der Gateaux Ableitung

0G(a)
ou

fiihren auf das stiickweise lineare Gleichungssystem

DG(a) - Au = dilg G(a +eAu)],_, =  Au (2.29)
DG(@) - Au = —G(@). (2.30)

Nach Einsetzen des Potentials unter Voraussetzung verformungsunabhéingiger Lasten
D6l = 0 ergibt sich folgende Darstellung

mit der Definition
0S
D611, = / OF - B—EDE + S -D6E | dV. (2.32)
\%

Weitere Umformungen durch die Einfithrung der Diskretisierung u = u(d) mit dem
generalisierten Knotenverschiebungsvektor d, durch die wiederholten Anwendungen
der Gateaux Ableitung (Richtungsableitung)

11;
1Ly (d, 6d) = éd - 0 5 Zl"t =6d - (Iw) 4
P ’ (2.33)
6lpi(d, 6d) = 6d - a—;” =6d - (Neat) g



und durch die Auswertung des Fundamentallemmas der Variationsrechnung (s. Anhang
A.3) fithren auf die Beziehung

(Tine) g - A = = ((Tine) g + (Teer) ) - (2.34)

Der Ubergang auf eine zur programmtechnischen Umsetzung besser geeigneten
Schreibweise wird durch die formale Darstellung des Matrizenproduktes (s. Anhang
B)

S-E=c"e=¢c"0o (2.35)

durch eine Umordnung der Komponenten des Green-Lagrange Verzerrungs- und 2.
Piola-Kirchhoff Spannungstensors in Form von Spaltenmatrizen € und o erreicht. Nach
Diskretisierung enthalten die Dehnungen € = e(d) den generalisierten Knotenverschie-
bungsvektor d und nach Durchfiihren der notwendigen Ableitungen 148t sich Gleichung
(2.34) wie folgt angeben

KtangAd = femt - fz'nt (236)
mit der tangentiellen Steifigkeitsmatrix
Koy = / (0 g+ €yyCe) av (2.37)
%
dem inneren Lastvektor
foo = / e\ Ce v (2.38)
%

sowie dem Vektor mit der d&ufleren Belastung f,,,. Dabei wird die Beziehung zwischen
den Green-Lagrange Verzerrungen und den energetisch dquivalenten 2. Piola-Kirchhoff
Spannungen o = Ce des isotropen linear elastischen Materialgesetzes eingefiihrt.

2.6 Das isotrope, linear elastische Materialgesetz

Bei Zugrundelegung des isotropen, linear elastischen Materialgesetzes nach St. Venant-
Kirchhoff werden die 2. Piola-Kirchhoff Spannungen mit den Green-Lagrange Verzer-
rungen iiber die Beziehung

S=)XE-INI +24E =C"E (2.39)
verkniipft. Die Lamé Konstanten
E E
- v 0= (2.40)

1+v)(1—-2v) 2(1+v)
beinhalten den Elastizitdtsmodul £ und die Querkontraktionszahl » und der hochge-
stellte Index 7v kennzeichnet einen vierstufigen Tensor. In kartesischen Koordinaten
lassen sich die Komponenten des vierstufigen Materialtensors C*” wie folgt angeben:
1; 1=

0; 1#7
Dann sind im Falle des St. Venant-Kirchhoff Materialgesetzes alle konstitutiven Be-

ziehungen bekannt, die in den folgenden Kapiteln zum Aufstellen der jeweiligen FE-
Formulierungen herangezogen werden.

Cotet = \506% + pu (06" + 6°") , 6V = { (2.41)
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3 Schalenformulierung mittels des Degenerations-
konzeptes

Die klassische Schalenformulierung, mit deren Einsatz seit langem bei rein analytischen
Untersuchungen gute Ergebnisse erzielt werden, fiihrt bei Anwendung auf numerische
Untersuchungen mittels der Finite Element Methode bekanntermafien zu einer unnotig
komplexen Darstellung mit zu hohem Aufwand. Im Gegensatz dazu kann eine effiziente
Schalenformulierung, die hervorragend zu einer Implementierung in FE-Programmen
geeignet ist, durch Anwendung des Degenerationskonzeptes erzielt werden. Daher ba-
sieren auch die meisten in Anwendungsprogrammen verwendeten Schalenelemente auf
dem Degenerationskonzept.

3.1 Das Degenerationskonzept

Diesem Konzept liegen die drei Annahmen

1. Geradebleiben der Normalen der Mittelfliche in der unverformten Konfiguration
bei der Verformung

2. Keine Léngendnderung der Normalen wihrend der Verformung
3. Vernachlédssigung der Normalspannung in Dickenrichtung

zugrunde, die zu einer Degeneration des dreidimensionalen Kontinuums fiithren. Die

Bild 3.1: Geometrie eines degenerierten Schalenelementes

Anwendung der ersten und zweiten Degenerationsannahme ergibt die Approximation
der Geometrie in der unverformten Konfiguration

X(€1,0) = Xnl&n) + 5Ch(€,1)D(E,n), (3.1

11



in der verformten Konfiguration

2(61,0) = 2a(€.n) + HCh(E nIE, ) (32
sowie die Approximation des Verschiebungsfeldes u = — X
w(E,m,€) = wn(6,m) + 5Ch(E,n) (d(E ) — DIE ). (33)

Hierin kennzeichnen &, n und ¢ die Koordinaten eines natiirlichen Koordinatensystems
mit den Koordinaten & und 7 auf einer Referenzfliche, die meist der Schalenmittelfliche
entspricht. Die Koordinate ( steht dann senkrecht auf dieser Referenzfliche. Damit las-
sen sich die Ortsvektoren X zu und die Verschiebungen u von jedem Punkt der Schale
durch die Position X g und die Verformung ug dieser Referenzfliche sowie durch die
Lage und die Verschiebung der restlichen Schalenpunkte relativ zu der Referenzfliche
beschreiben. Dazu wird in der unverformten Konfiguration ein Direktor D eingefiihrt,
der senkrecht auf der Referenzebene steht und zur Definition eines kartesischen Koor-
dinatensystems mit den beiden Achsen V; und V5, die eine Tangentialfliche zu der
Referenzebene aufspannen, herangezogen wird. Somit kann die Deformation auflerhalb
der Referenzfliche mittels des Direktors in der verformten Konfiguration

d(é-a 77) = 92 (ga 77) Vl (65 77) - 01 (ga 77) V2 (ga 77) + D(ga 77) (kleine Rotationen) (34)

beschrieben werden, der sich durch eine Drehung 6, um die V'1-Achse und eine Drehung
61 um die V3-Achse ergibt.

Allerdings konnen aufgrund der lokalen kartesischen Koordinatensysteme
(V1, Vo, D) Schwierigkeiten mit der Erfiillung der durch die zu diskretisierende
Struktur vorgegebenen Randbedingungen entstehen. Lediglich durch das aufwendige
Einfiihren lokaler Koordinaten an den betreffenden Réndern sind diese Randbedingun-
gen leicht darstellbar. Zusétzlich fiihrt bei geometrisch nichtlinearen Berechnungen die
Verwendung von Rotationsfreiheitsgraden, die bei groflen Rotationen nicht invariant
gegeniiber der Reihenfolge sind, auf komplexe Berechnungsvorschriften zur Bestim-
mung des Direktors in der verformten Konfiguration.

Zur Erfiillung der dritten Degenerationsannahme wird das Materialgesetz auf ein
Koordinatensystem mit zwei Achsen tangential zur Referenzfliche und der dritten
Achse senkrecht dazu transformiert. Dann kann die Normalverzerrung in Dickenrich-
tung Es3 durch die Annahme verschwindender Normalspannung in Dickenrichtung S33
berechnet und somit das Materialgesetz kondensiert werden. Im Gegensatz zu dem in
dieser Arbeit ausschliefllich verwendeten, linear elastischen, isotropen Materialgesetz
1aBt sich die Kondensation nicht bei allgemeinen dreidimensionalen Materialgesetzen,
insbesondere bei Plastizitét fiir grofle Deformationen, ohne weitere Vernachlédssigungen
durchfiihren.

Durch die Voraussetzung, dafl die lokale Koordinate in Dickenrichtung senkrecht
auf den lokalen Koordinaten parallel zur Referenzfliche steht, leisten die auf dieses
Koordinatensystem transformierten Membran- und Biegeverzerrungen zusammen mit
den Querschubspannungen bei Annahme des isotropen, linear elastischen Materialge-
setzes (2.39) keine Arbeit:

1 1
M= /efwaqs v =3 /sgsamb dV = 0. (3.5)
14 14
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In obiger Gleichung wurde bereits von der in der Finite Element Methode iiblichen An-
ordnung der Komponenten des Green-Lagrange Verzerrungstensors E beziehungsweise
2. Piola-Kirchhoff Spannungstensors S in Vektorform (s. Gl. (B.4),(B.5))

g = [ E:T ET :|T = [ E11 E22 2E12 ‘ 2E23 2E31 :|T

mb qs

a:[a.T ol }T:[Sn 52 g2 | g2 g3l }T

mb qs

(3.6)

Gebrauch gemacht. Dabei wird der Verzerrungstensor mit den Komponenten E;; in
einem lokalen kontravarianten Koordinatensystem und der Spannungstensor S¥ in
dem zugehorigen kovarianten Koordinatensystem aufgestellt, damit die Basisvektoren
keinen Beitrag zur Energie leisten. Bei Verwendung eines lokalen kartesischen statt des
lokalen konvektiven Koordinatensystems gilt fiir die Verzerrungen E;; = E% und die
Spannungen S;; = S%.

Somit kann das Potential der Verzerrungen und Spannungen parallel zur Referenz-
fliche unabhingig von dem Potential der Querschubverzerrungen und Spannungen

1
n = E/sTa'dV—FHm

oy o (3.7)
1% 1%

aufgestellt und ausgewertet werden. Allerdings kann diese Trennung nur fiir spezielle
Materialgesetze durchgefiihrt werden, ergibt dann aber eine sehr effiziente Formulie-
rung, da unnotige Nullmultiplikationen vermieden werden, und ist fiir einige Formu-
lierungen zwingend notwendig (siehe Kapitel 3.3)

Offensichtlich weisen degenerierte Schalenelemente drei globale Verschiebungsfrei-
heitsgrade und zwei lokale Rotationsfreiheitsgrade auf. Aus diesem Grund sind spezi-
elle Ubergangselemente notwendig, wenn degenerierte Schalenelemente zusammen mit
Kontinuumelementen verwendet werden sollen, die lediglich globale Verschiebungs-
freiheitsgrade besitzen. Besonders im Hinblick auf den Einsatz degenerierter Scha-
lenelemente bei der neueren Entwicklung der Dimensions- bzw. Modelladaptivitit —
Ubergang von z.B. einer zweidimensionalen zu einer dreidimensionalen Beschreibung
in Teilen des Berechnungsgebietes — stellt diese Notwendigkeit einen gravierenden
Nachteil der mit Rotationsfreiheitsgraden formulierten Elemente dar.

3.2 Versteifungseffekte bei degenerierten Schalenelementen

Obwohl degenerierte Schalenelemente mit Ansitzen hoher Ordnung sehr gute Konver-
genzeigenschaften aufweisen und ab siebter Ordnung keinerlei Versteifungserscheinun-
gen zeigen [29], wird eine einfache Netzeingabe und Nachbearbeitung nur mit Elemen-
ten niedriger Ansatzordnung erzielt, welche auflerdem bei nichtlinearen Problemen
als sehr robust gelten. Zusétzlich erhoht sich der Aufwand fiir die Losung des glo-
balen Gleichungssystems erheblich, da die Bandbreite der globalen Steifigkeitsmatrix
betrdchtlich grofler ist als bei Elementen mit Formfunktionen niedriger Ordnung.
Jedoch gewinnen Elemente mit hohen Ansatzordnungen, die auf Legendre Polyno-
men basieren, im Zusammenhang mit der p-Adaptivitit [54] — Anpassung der Ansatz-
ordnung an die unterschiedlichen Bereiche des Berechnungsgebietes — an Bedeutung,

13



da Legendre Polynome eine besonders einfache Kopplung von Elementen mit unter-
schiedlichen Ansatzordnungen erlauben. Hierbei ist aufgrund der Tatsache, dafl den
Freiheitsgraden von Legendre Polynomen keine physikalische Bedeutung mehr zuge-
ordnet werden kann, eine spezielle Geometrieinterpolation notwendig.

Dadurch sind Elemente hoher Ordnung auch wenn sie auf Legendre Polynomen
basieren, vor allem bei nichtlinearen Berechnungen nicht annidhernd so effizient wie
Elemente niedriger Ansatzordnung. Zusétzlich sind degenerierte Schalenelemente mit
Formfunktionen niedriger Ordnung bei groleren Deformationen robuster, neigen bei
einer reinen Verschiebungsformulierung jedoch zum Versteifen. Des weiteren wird die
Forderung, daf die Koordinate ¢ senkrecht auf der Referenzfléiche steht, von Elementen
mit linearen Verschiebungsansitzen nur exakt erfiillt, wenn alle Elementseitenflichen
in der Ausgangskonfiguration senkrecht zur Referenzfliche ausgerichtet sind. In der
Anwendung zeigt sich jedoch, dafl auch mit Elementen mit linearen Ansatzfunktionen
im Einsatz bei der Berechnung gekriimmter Strukturen gute Resultate erzielt werden,
da dieses Manko im Gegensatz zu der ungenauen Geometrie- und Verschiebungsap-
proximation an Bedeutung verliert.

3.2.1 Querschubversteifung

Dieses Phinomen, das iiblicherweise mit “Transverse Shear Locking® bezeichnet wird,
tritt dann auf, wenn bei Schalenelementen mit Ansétzen niederer Ordnung reine Bie-
gezustidnde nicht ohne eine Aktivierung der Querschubverzerrungen darstellbar sind.
Diese Tatsache ist an dem Beispiel eines Elementes mit linearen Ansatzfunktionen un-
ter reiner Biegebeanspruchung (siehe Bild 3.2) leicht zu erkennen. Hierbei zeigt sich,

Cﬁﬁﬁﬁ) C\%\_ /_/7/

Bild 3.2: Schalenelement unter Biegebeanspruchung

dal die Normalen der Referenzfliche in der Ausgangskonfiguration bei der Verfor-
mung nicht senkrecht zur aktuellen Referenzfliche bleiben. Durch die Schragstellung
der Normalen treten Querschubverzerrungen auf, die zu dem Querschubterm im Po-
tential (3.7) beitragen, der bei reiner Biegung identisch null sein sollte. Da gleichzeitig
bei diinnen Schalen die Querschubsteifigkeit um ein Vielfaches hoher ist als die Biege-
steifigkeit, ergeben sich eine viel zu hohe Forménderungsenergie und somit zu geringe
Verschiebungen.

Eine weitere, weniger anschauliche Diskussion der Querschubversteifung beschreibt
Andelfinger [2]. Mit Hilfe dieser tabellarischen Untersuchung kénnen systematisch fiir
beliebige Ansatzordnungen diejenigen Verzerrungsanteile ermittelt werden, die die Ver-
steifung bewirken.
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3.2.2 Membranversteifung

Bei gekriimmten Schalenelementen, die erst durch die Verwendung quadratischer oder
hoherer Ansatzordnungen entstehen, sind reine Biegezustinde nicht ohne eine Ak-
tivierung der Membranverzerrungen darstellbar. Entsprechend der Querschubverzer-
rung wird dadurch die Formédnderungsenergie zu hoch approximiert. Dadurch entsteht
wiederum eine Versteifung, die mit Membranversteifung oder meist mit “Membrane
Locking®“ bezeichnet wird.

Die entsprechende tabellarische Untersuchung ist wie bereits bei der Querschub-
versteifung von Andelfinger [2] ausfiihrlich beschrieben.

3.3 Methoden zur Vermeidung der Versteifungseffekte

Erste Erfolge degenerierte Schalenelemente mit Formfunktionen niedriger Ordnung oh-
ne storende Versteifungseffekte zu formulieren, wurden durch reduzierte Integration [1]
der auftretenden Integrale erzielt. Allerdings weisen diese Formulierungen den Nach-
teil auf, dafl abhingig von den gewihlten Randbedingungen Kinematiken auftreten
kénnen, die dann das Berechnungsergebnis verfilschen. Deutlich weniger verschiedene
Kinematiken enthalten Formulierungen, bei denen nur die Anteile im Potential re-
duziert integriert werden, die zu einer zu hohen Forminderungsenergie fiihren. Diese
Vorgehensweise wird mit selektiv reduzierter Integration bezeichnet und kann ledig-
lich bei degenerierten Schalenelementen, bei denen das verwendete Materialgesetz eine
Entkopplung der Biege- und Membranpotentiale vom Querschubpotential erlaubt, an-
gewendet werden.

Am Beispiel des Schalenelementes mit linearen Ansatzfunktionen unter reiner Bie-
gebeanspruchung (s. Bild 3.2), bei dem nur die Querschubversteifung auftritt, ist der
Vorteil dieser selektiv reduzierten Integration leicht zu erkennen. Wird das Integral
mit den Querschubverzerrungen und -spannungen nur am Elementmittelpunkt ausge-
wertet, so werden nur die Normalen beriicksichtigt, die senkrecht zur aktuellen Refe-
renzflache stehen, und die Querschubverzerrungen werden im ganzen Element zu null
angenommen.

Um Elementformulierungen zu erhalten, die trotz reduzierter Integration frei von
Kinematiken sind, werden seit langem sogenannte Stabilitdtsmatrizen zur selektiv re-
duziert integrierten Steifigkeitsmatrix hinzugefiigt ([13], [78], [51], [10]). Der Grundge-
danke dabei ist, eine zusétzliche Steifigkeit in Form einer Stabilitdtsmatrix einzufiihren,
die lediglich durch die unerwiinschten Kinematiken angesprochen wird. Da Verschie-
bungsformen, die auf Kinematiken hinweisen, jedoch auch in dem gesuchten Verschie-
bungsfeld enthalten sein konnen, ist jede Stabilisierung auf einen justierbaren Wich-
tungsfaktor angewiesen, der seinerseits die Ergebnisse teilweise wesentlich verfilschen
kann. Zusétzlich 148t sich der Einflul der Kinematiken und der Stabilisierung an den
Ergebnissen nicht abschitzen, so dafi die stabilisierten Elemente letztendlich unzu-
verldssig sind. Aktuelle Versuche diesen Mangel zu umgehen, fiihren zu komplexen
und weniger effizienten Elementformulierungen [10].

In der vorliegenden Arbeit werden lediglich die im folgenden beschriebenen neue-
ren Entwicklungen betrachtet, die sich auch in kommerziellen FE-Programmpaketen
zunehmend durchsetzen. Der wesentliche Aspekt der folgenden Methoden zum Vermei-
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den der Versteifungseffekte besteht darin, die Verzerrungs- bzw. Spannungsfelder, so
zu reduzieren, dafl die versteifenden Anteile entfernt werden ohne Kinematiken zu er-
zeugen, oder aber sie so zu erweitern, dafl vollstindige Ansétze entstehen und dadurch
keine Verformungsbehinderung mehr auftritt.

3.3.1 Die Methode der angenommenen Verzerrungen

Diese erstmals von Hughes und Tezduyar [35] entwickelte und anschliefend von Bathe
und Dvorkin [23] iiber ein Funktional formal begriindete Methode zur Vermeidung der
unerwiinschten Versteifungseffekte hat sich aufgrund ihrer im folgenden beschriebenen
positiven Eigenschaften zur Vermeidung der Querschubversteifung bei degenerierten
Schalenelementen durchgesetzt.

Bei der Methode der angenommenen Verzerrungen (assumed strains) werden die
Verzerrungen nur an einzelnen Punkten im Element aus den Verschiebungen berech-
net, um dann als Stiitzwerte fiir angenommene Verzerrungsverldufe zu dienen. Die
Verzerrungen werden durch Entfernen unerwiinschter Anteile so approximiert, dafl
keine Verzerrungen entstehen, die Versteifungen hervorrufen, und auch Kinematiken
vermieden werden.

Wird wieder das Beispiel des Elementes mit linearen Ansatzfunktionen unter reiner
Biegebeanspruchung herangezogen, so fithrt die Annahme der Verzerrung F¢; konstant
in &- und linear in n-Richtung mit Stiitzstellen in der Mitte der gegeniiberliegenden
Seiten n = —1 und 7 = 1 zu dem gewiinschten Ergebnis, siehe Bild 7.4. Des weiteren
wird deutlich, daf§ auch die zuvor erwihnte Methode der selektiv reduzierten Inte-
gration in der Methode der angenommenen Verzerrungen enthalten ist. Dazu miissen
bei obigem Beispiel nur beide Querschubverzerrungen konstant im ganzen Element
angenommen werden.

Fiir degenerierte Schalenelemente kann die Methode der angenommenen Verzer-
rungen wie folgt zusammengefafit werden. Im vorliegenden Potential

1 1
m= / gl Gy AV + 3 / Er0gs AV + Iy (3.8)
14 1%

werden die linearisierten Green-Lagrange Verzerrungen € durch die angenommenen
Verzerrungen

émb = meémb; éqs = Qqséqs (39)

und die Cauchy Spannungen o aus den mit Hilfe der angenommenen Verzerrungen
ermittelten Spannungen & ersetzt. In den Vektoren €,,, und €, sind die Elemente der
Verzerrungsvektoren €, und €, angeordnet, die an den Stiitzstellen der angenom-
menen Polynome ausgewertet werden. Die angenommenen Polynome, die lediglich fiir
ein Element ungleich null sind, sind entsprechend in den Matrizen Q,,, und Q,; an-
geordnet. In obiger Darstellung wurde ohne Einschrinkung der Allgemeinheit davon
ausgegangen, dal das Materialgesetz eine Trennung des Membran- und Biege- vom
Querschubpotential erlaubt.

Erst 1986 wurde von Simo [65] eine variationelle Basis dieser von Hughes und
Tezduyar [35] hierarchisch formulierten Methode angegeben. Ausgangspunkt dazu ist
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die additive Trennung der Verzerrungen e, = f (E(u)), die aus den Verschiebungen
resultieren, in einen erwiinschten €, und einen unerwiischten, versteifenden Anteil &,

Ep = Eq + €. (3.10)

Die unabhéngigen Verzerrungen € des Hu-Washizu Funktionals (2.27) werden dann so
angenommen, daf} sie lediglich die erwiinschten Verzerrungen beinhalten

€ =&, (3.11)

und anschlieffend zusammen mit den kompatiblen Verzerrungen (3.10) in das Funk-
tional eingesetzt:

1
HHW = 5/6’506(1 dV-f-/&TEs dV-f-Hewt. (312)
14 \%4

Da die versteifenden Verzerrungen e, keinen Beitrag zur Gesamtenergie leisten diirfen,
muf} das unabhéingige Spannungsfeld & so gew#hlt werden, dafl das Integral

/ 67, dV =0 (3.13)
14

verschwindet. Somit ergibt sich das der Methode der angenommenen Verzerrungen
zugrunde liegende Funktional

1
HANS = 5 /EgC&'a dV + Hewt (314)
|4

aus den angenommenen Verzerrungen
€y = QE_,‘ k (315)

mit den in dem Vektor &, angeordneten, an einzelnen Stiitzstellen ausgewerteten kom-
patiblen Verzerrungen.

Zur Erweiterung der Methode der angenommenen Verzerrungen auf nichtlinea-
re Problemstellungen mit Beschrinkung auf kleine Verzerrungen werden bis auf das
Ersetzen der linearisierten Green-Lagrange Verzerrungen durch die Green-Lagrange
Verzerrungen und der Cauchy Spannungen durch die 2. Piola-Kirchhoff Spannungen
keine weiteren Zusatziiberlegungen benotigt.

Da dem Berechnungsalgorithmus fiir grofie Verzerrungen jedoch anstatt der Ver-
zerrungen der Deformationsgradient zugrunde liegt, kann die Methode der angenom-
menen Verzerrungen in der oben dargestellten Form nicht mehr angewendet werden.
Aktuelle Entwicklungen von Dvorkin und Mitarbeitern [24], [25] fithren auf eine der
Methode der angenommenen Verzerrungen verwandten Vorgehensweise, bei der giinsti-
gerweise die Matrizen mit den angenommenen Verliufen Q,,, und Q,, unverdndert
iibernommen werden kénnen. Somit ist die Grundlage fiir den Einsatz dieser bei klei-
nen Verzerrungen sehr erfolgreichen Methode auch bei grolen Verzerrungen gegeben.
Fiir eine ausfiihrliche Darstellung mit Verallgemeinerung auf dreidimensionale Mate-
rialgesetze wird auf Kapitel 9.4 verwiesen.
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3.3.2 Die Methode der angenommenen Spannungen

Diese erstmals von Pian und Sumihara [52] fiir Scheibenelemente vorgeschlagene Vorge-
hensweise fiir lineare Problemstellungen basiert auf dem Hellinger-Reissner Funktional
(2.26)

1
yp = / (&Te — 55—%”5—) AV + gt (). (3.16)

AusschlieBlich bei einer geometrisch linearen Formulierung kénnen die in dem Ver-
zerrungsvektor € angeordneten Komponenten des linearisierten Green-Lagrange Ver-
zerrungstensors mittels der Operatormatrix B aus den Verschiebungen u gewonnen
werden

€ = Bu, (3.17)

bei einer geometrisch nichtlinearen Formulierung jedoch bezieht sich die Operatorma-
trix B auf die Verkniipfung der Variationen der Verzerrungen de mit den variierten
Verschiebungen du

de = Biu. (3.18)
Der Spannungsvektor & wird wie folgt approximiert
& = PB, (3.19)

wobei B Freiwerte sind, die wie im folgenden beschrieben, auf Elementebene aus-
kondensiert werden kénnen. Dazu miissen, um eine effiziente Elementformulierung zu
erhalten, die angenommenen Spannungen (3.19) so gewiihlt werden, daf sie lediglich
fiir das gerade betrachtete Element ungleich null sind.

Durch Einsetzen der Verzerrungen (3.17) und der angenommenen Spannungen
(3.19) 148t sich das Hellinger-Reissner Funktional

Myr = B / PTBdVu — %ET / PTC7'P dV B + My (u)
|4 Vv

) (3.20)
= ﬁTG'U; — 5,3TH,3 + Hemt(u)
mit den Abkiirzungen
G = /PTB dv, H= /PT01P dV (3.21)
v v

umformulieren. Die Forderung nach Verschwinden der ersten Variation des Potentials
M pr =0B8TGu + BTGéu — ST HPB + 6Tl 0y (u) =0 (3.22)
fiihrt mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung auf die beiden Gleichungen

Gu Hp = 0 (329
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Dabei wurde von einer verformungsunabhingigen Belastung ausgegangen, die in dem
Lastvektor f.,, zusammengefafit ist. Einfache Umformungen der Gleichungen (3.23)
fithren schliefllich auf die resultierende tangentielle Steifigkeitsmatrix

Kin,=G H'G. (3.24)

Wie zuvor kann von der Eigenschaft degenerierter Schalenelemente, dafl der Biege-
und Membrananteil von dem Querschubanteil entkoppelt ist, Gebrauch gemacht wer-
den und die Biege- und Membranspannungen unabhingig von den Querschubspannun-
gen approximiert werden.

Entsprechend der Methode der angenommenen Verzerrungen basiert auch die Me-
thode der angenommenen Spannungen auf einer Reduktion, jetzt aber des Spannungs-
feldes. Einschriankend miissen die Spannungen so gewihlt werden, dafl die zur Sicher-
stellung der Stabilitdt und Losbarkeit des Hellinger-Reissner Funktionals notwendige
Babuska-Brezzi Bedingung (A.38) erfiillt wird (s. Anhang A.5).

Jedoch kann die Methode der angenommenen Spannungen aufgrund der notwendi-
gen Invertierung der Materialmatrix C ohne groleren Aufwand lediglich auf spezielle
Materialgesetze angewendet werden und ist somit beziiglich einer materiell nichtli-
nearen Berechnung stark eingeschriankt. Deshalb wird auch auf eine Entwicklung fiir
geometrisch nichtlineare Fragestellungen verzichtet, die ohnehin die wesentlichen Ent-
wicklungsschritte mit der im folgenden Abschnitt beschriebenen Formulierung gemein-
sam hitte.

3.3.3 Die Methode der erweiterten Verzerrungen

Eine neuere Entwicklung zur Erzeugung versteifungsfreier Elemente geht auf Arbeiten
von Simo und Rifai [69] zuriick. Um die komplexe, als Methode der erweiterten Verzer-
rungen (Enhanced Assumed Strain) bezeichnete Vorgehensweise verstéindlicher dar-
zustellen, wird mit einer rein linearen Formulierung begonnen. Im zweiten Teil dieses
Abschnitts wird die EAS Methode dann allgemein fiir materiell, wie auch geometrisch
nichtlineare Probleme formuliert.

Lineare Formulierung der EAS Methode
Das zugrunde liegende Dreifeldfunktional von Hu-Washizu (2.27)

1
Muw (u,e,6) = 3 /eTCst + /&T (er, —e)dV + epi(u) (3.25)
1% v
ist bereits fiir lineare Problemstellungen mit der Beziehung o = Ce zwischen den
Cauchy Spannungen o und den linearisierten Green-Lagrange Verzerrungen € darge-
stellt. Die wesentliche Annahme in diesem Konzept stellt die Erweiterung der aus den

Verschiebungen berechneten kompatiblen Verzerrungen €, mit angenommenen Verzer-
rungen € dar:

e=¢gp+E. (3.26)
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Zusétzlich treten im zweiten Integral angenommene Spannungen & in Form von La-
grange Parametern auf. Das Einsetzen der Beziehung (3.26) in das Hu-Washizu Funk-
tional (3.25) fiithrt auf das folgende reparametrisierte Funktional:
- - 1 . - T~
Opw(u,&,6) = 3 / (ex(u) +&)" C (ex(u) + &) dV — /aTs dV + Mg (w). (3.27)
v 1%
Da die erweiterten Verzerrungen € und unabhéngigen Spannungen & keinen Beitrag
zur Gesamtenergie leisten diirfen, mufl die Bedingung

/ 'edV =0 (3.28)

Vv

gelten. Das heifit die unabhéingigen Spannungen o miissen so gew#hlt werden, daf} sie
orthogonal zu den erweiterten Verzerrungen € sind.

Die erste Variation des verbleibenden Funktionals fiihrt nach Einfiihren der Dis-
kretisierungen

u=u(d), € =Bd, de,=Bdd, &€é=Ma, 06 =M (3.29)

und kleineren Umformungen auf die schwache Form

yw = odF / BTCBdV d + 6a” / MTCMAJAV o + 6d* / BT'CMdV o
\% \%4 \%

T ~ B ~ %,T_/
L (3.30)
+éal / MTCBAV d + §1l.4(d),
Vv

—_———
L

wobei d wiederum der Knotenverschiebungsvektor ist und o unabhiingige Parame-
ter sind. Die Forderung nach Verschwinden der ersten Variation des Potentials (3.30)
zusammen mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung fiihrt auf das Glei-
chungssystem

Kd + LTa = .fecct

Ld + Da = 0, (3.31)

in dem entsprechend dem vorangegangenen Abschnitt von einer im Lastvektor f,,, zu-
sammengefafiten verformungsunabhéngigen Belastung ausgegangen wurde. Die weitere
Umformung der Gleichungen (3.31) ergibt die Berechnungsvorschrift fiir die unbekann-
ten Parameter o

a=-D"'Ld (3.32)
und schlieBlich die tangentielle Steifigkeitsmatrix
Kin,=K—-L"D'L. (3.33)
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Bei einer stiickweisen konstanten Approximation der unabhéingigen Spannungen ent-
sprechend Gleichung (3.47) miissen die Matrizen K, L und D lediglich auf Elemen-
tebene ausgewertet werden. Da die Dimension der Matrix D der Zahl der unabhéingi-
gen Parameter o entspricht und besonders bei Elementen mit bilinearen Ansatzfunk-
tionen eine Verbesserung des Membranverhaltens mit wenigen Parametern o erzielt
werden kann, wird durch Aufstellen der zuséitzlichen Integrale und vor allem durch die
notwendige Invertierung der Matrix D die Effizienz lediglich geringfiigig verschlech-
tert.

Nichtlineare Formulierung der EAS Methode

Das Dreifeldfunktional von Hu-Washizu weist fiir allgemeine nichtlineare Berechnun-
gen folgende Form auf:

My (u, €, ) = / W(e) dv + / o7 (ex — €) dV + Mous(u) (3.34)

Analog zu der linearen Formulierung fiihrt eine Erweiterung der kompatiblen Green-
Lagrange Verzerrungen €, durch angenommene Verzerrungen &

e=¢€,+E€ (3.35)

und Annahme eines unabhéngigen Spannungsfeldes & auf eine Reparametrisierung des
urspriinglichen Funktionals (3.34)

i (u, &, 6) = / W(ex+8&) dV + / 6TE AV + Tog(u). (3.36)
v v
Mit der Orthogonalitéitsbedingung (siehe G1.(3.28))
/ 6TedV =0 (3.37)
14

wird das Dreifeldfunktional auf ein Zweifeldfunktional

Moy (1, &) = / W (e + &) dV + Ty () (3.39)

reduziert. Durch Anwendung der ersten Variation ergibt sich folgende Darstellung

(Snyw(’u,, é) = / ((5ek + 55)T aa—v;/ av + 5Hewt(u)
Vv

- / (Gex + 08) & AV + 611,y () (3-39)

v
= 6H1nt + 5Hezt7

wobei davon ausgegangen wird, dafl die Ableitung der Energiedichtefunktion W nach
dem Verzerrungstensor E den Spannungstensor S ergibt, der von den kompatiblen Ver-
zerrungen Ep und den erweiterten Verzerrungen E abhingt. Die Linearisierung 14t
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sich wiederum einfacher darstellen, wenn zuvor iiber eine Diskretisierung die Abhéngig-
keiten der kompatiblen Verzerrungen Ei(d) von dem Knotenverschiebungsvektor d,
der erweiterten Verzerrungen E(ca) linear von den unbekannten Parametern o und
der Spannungen S(d, ) von dem Knotenverschiebungen d und den Parametern o
eingefiihrt werden. Dann kann mit der Variation des inneren Potentials

OMiny = 8d" (Tiny) g + 60T (Winy) o = 6" / €, g AV +da’ / glqo dV  (3.40)
14 14

und des dufleren Potentials
Ml = 6" (M) g = d* (~ 1) (3.41)
die linearisierte Form der variationellen Gleichung (3.39)
(6 (Tine) g + 00" (Mins) ) A+ (80" (i) gy + 567 (TMine) ) Aex =
— (0Megt (@) + 0llim(d, @) = (3.42)
- (5dT (Meat) g + 0d” (int) g + 60" (H,—nt),a)

ermittelt werden. Die Anwendung des Fundamentallemmas der Variationsrechnung
ergibt folgendes Gleichungssystem:

/(eiddaﬂ-ef’da”d) dVAd+/e£da,a dVAa = fou—
\4 \4

T
Ek’dd dv

<—

L (3.43)
/é?;xa"d dVAd+/é§xa,a dV Aa = —/é,Taa' av .
\4 \4 \4
~—_——— ~—_———— N ———’
L D P

Die Auflésung der zweiten Gleichung in (3.43) nach den unbekannten Parametern Aa
Aa=-D "' (LAu+ P) (3.44)

und das anschliefende Einsetzen in die erste Gleichung fiihrt zu der tangentiellen
Steifigkeitsmatrix

Kimy=K—-L"D 'L (3.45)
und dem Residualvektor
f:fea:t_fint:femt_ (R_LTDil‘P)' (346)

Somit ist die linearisierte Form der EAS Methode allgemein beschrieben.

Allerdings sind fiir eine FE-Formulierung mit notwendiger Aufdatierung der un-
abhingigen Parametern a bei jeder Gleichgewichtsiteration weitere, im folgenden Ab-
schnitt beschriebene Uberlegungen erforderlich.
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Nichtlinearer Losungsalgorithmus

Das Ziel ist, die nichtlinearen Gleichungen des vorangegangenen Abschnitts in eine
iterative Losungsprozedur nach dem Newton-Verfahren einzubetten. Der fiir eine effi-
ziente Elementformulierung erforderliche Ubergang auf Elementebene wird durch eine
Approximation der unabhéngigen Spannungen &

& = PB, (3.47)

durch stiickweise konstante Funktionen erreicht, die in der Matrix P zusammengefaf3t
sind. Dann lassen sich die Spannungen & aus dem Integral (3.28) herausziehen und
die Orthogonalitédtsbedingung nimmt die Form

/édV:/MdV:O (3.48)
v %
an. Fiir die erweiterten Verzerrungen wird auf Elementebene ein inkompatibler Ansatz

€ =¢Era.e=M(n, o (3.49)

gewidhlt. Da die erweiterten Verzerrungen in den natiirlichen krummlinigen Koordi-
naten approximiert werden, mufl die Matrix M auf ein von &, n und ¢ unabhéngiges
Basissystem bezogen werden. Ansonsten wiirden die nur noch pro Element unbekann-
ten Parameter o, von der betrachteten Stelle abhéingen und fiir jeden Punkt der Schale
einen anderen Wert annehmen. Als unabhéngiges Basissystem bietet sich das kontra-
variante Basissystem am Elementmittelpunkt an. Eine weitere Einschriankung fiir die
Wahl der unabhéngigen Verzerrungen ergibt sich durch die Bedingung, dafl Anteile
der erweiterten Verzerrungen nicht in den kompatiblen Verzerrungen enthalten sein
diirfen.

Mit diesen Uberlegungen kénnen die Beziehungen des vorherigen Abschnitts ver-
wendet werden, wenn formal im Gleichungssytem (3.43) die globalen Knotenverschie-
bungen d durch die Elementknotenverschiebungen d, ersetzt und zu den Abkiirzungen
K,L R, D, P, f,, Kin und f der Index e hinzugefiigt wird. Dann ergibt sich
der Algorithmus, der auf einer aufeinanderfolgenden Lésung linearer Problemstellun-
gen basiert und in Bild 3.3 zusammengefafit ist. Entsprechend der Bemerkung am
Ende des Kapitels 3.3.1 ist auch bei der in diesem Abschnitt beschriebenen Darstel-
lung der EAS Methode eine Beschrankung auf geometrisch und materiell nichtlineare
Problemstellungen mit kleinen Verzerrungen notwendig.

In weiterfithrenden Arbeiten von Simo und Armero [71] wird eine Vorgehensweise
vorgestellt, bei der abweichend von dem urspriinglichen EAS Konzept der Deformati-
onsgradient erweitert wird, somit wird eine Erweiterung auch auf grofie Verzerrungen
erreicht.

Jedoch zeigen Beobachtungen von Wriggers und Reese [81], daf8 bei einem kon-
stantem Spannungszustand mit groflen elastischen Deformationen ab einer bestimm-
ten Verformung Kinematiken auftreten kénnen. Der Grund hierfiir liegt nach [81] an
den bei konstanten Spannungszustinden nicht benétigten erweiterten Verzerrungen.
Daher sollten die unabhéingigen Parameter o verschwinden, das die Blockelimination
(3.44) aber nicht zuléft. Eine einfache Abhilfe besteht darin, bei Spannungszustéinden,
die korrekt durch die kompatiblen Verzerrungen beschrieben werden, das Gleichungs-
system (3.43) wie folgt zu reduzieren:

KAd=f,,— R (3.50)
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1. Update auf Elementebene

e Knotenverschiebungen
dit = df + Ad!
e Elementparameter
aft' = of — (D)7 (LEAdE + PY)

2. Berechnung auf Elementebene und an jedem Inte-
grationspunkt

e Erweiterte Verzerrungen

€= Mo

e Tangentielle Elementsteifigkeitsmatrix

K¢ =K.,-L'D]'L,

tang

e Elementresidualvektor
fe:fzxt_Re+LZD;1Pe
3. Berechnung auf Systemebene

e Zusammenbau der Elementmatrizen

e Losung des globalen Gleichungssystems

AdFt! = (Kk+1)_1 fk+1

tang
e Konvergenzabfrage:

— ||F5| < Tol: niichster Lastschritt
— ||F5Y| > Tol: k = k + 1 und gehe zu 1.

Bild 3.3: Iterativer Losungsalgorithmus fiir die EAS Methode bei nichtlinearen Problemen
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4 Lineare Plattenformulierungen als Sonderfall der
Schalen

Eine sehr effiziente Berechung ebener Schalenstrukturen kann mit der Verwendung von
Facettenelementen durchgefiihrt werden. Facettenelemente sind Elemente zur Falt-
werksberechnung, die durch die Kombination eines ebenen Scheibenelementes mit
einem ebenen Plattenelement entstehen [31]. Da fiir aktuelle Scheibenelemente be-
reits ausfiihrliche Untersuchungen ([31], [62]) existieren, findet im folgenden eine Be-
schriankung auf die Betrachtung von Plattenelementen mit Ansatzfunktionen niederer
Ordnung statt, fiir die weit mehr verschiedene Formulierungen als fiir Schalen erhilt-
lich sind. Zusitzlich ist die Frage, ob Dreieckelemente gegeniiber Viereckelementen zu
einer effizienteren Formulierung fithren, von Interesse. Ein bedeutender Vorteil von
Dreieckelementen ist die Vollstandigkeit der Ansatzfunktionen, wogegen Viereckele-
mente der Ansatzordnung m zusétzlich unvollstindige Anteile bis zur Ordnung 2m
enthalten. Vollstindige Ansatzfunktionen erleichtern vor allem analytische Untersu-
chungen und des weiteren weisen Scheibenelemente mit vollstindigen Ansatzfunktio-
nen keine Versteifungseffekte auf. Deshalb werden in der vorliegenden Arbeit zuerst
sowohl dreieckige als auch viereckige Plattenelemente fiir materiell und geometrisch
lineare Fragestellungen einander gegeniibergestellt.

Im Gegensatz zu analytischen Untersuchungen von Platten basieren bei einer nu-
merischen Untersuchung mittels der Finite Element Methode die meisten Plattenele-
mente auf der sogenannten Reissner-Mindlin Theorie. Begriindet wird diese Tatsache
dadurch, daf bei dieser Plattentheorie lediglich eine C°-Stetigkeit der Ansatzfunktio-
nen gefordert wird, die mit den iiblichen Finite Element Ansatzfunktionen leicht erfiillt
werden kann.

4.1 Wesentliche Aspekte der Reissner-Mindlin Theorie

Eine Theorie zur Berechnung von Platten unter Beriicksichtigung der Querschubverfor-
mung wurde erstmals 1945 von Eric Reissner (1913 bis 1996) formuliert. Unabhéingig
davon entwickelte Raymond D. Mindlin (1906 bis 1987) 1950 die eigentliche, heute un-
ter der Bezeichnung Reissner-Mindlin Theorie bekannte Plattentheorie. Die beiden von
Reissner und Mindlin vorgeschlagenen Theorien basieren auf der gleichen Kinematik,
im Gegensatz zu Reissner fiihrte Mindlin jedoch die Annahme des ebenen Spannungs-
zustandes ein. Erst spiter wurde bekannt, dafl der Schweizer L. Bolle bereits 1947 eine
Plattentheorie vorgestellt hat, die mit der Reissner-Mindlin Theorie identisch ist.

Da Platten als Spezialfall ebener Schalen ohne Beriicksichtigung der Membranver-
zerrungen aufgefalt werden konnen, kann auch die Reissner-Mindlin Theorie formal
aus dem im Abschnitt 3.1 dargestellten Degenerationskonzept durch Einfiithren der
beiden Annahmen

1. Wahl des globalen Koordinatensystems so, dafl die globalen Achsen e; und ey
parallel zur Plattenmittelfliche und die dritte Achse e3 senkrecht dazu verlaufen

2. Keine Verschiebung der Plattenmittelfliche in Richtung der e; oder e, Achsen
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abgeleitet werden. Mit diesen Annahmen ergibt sich die Geometrie in der unverformten
Konfiguration

mit
XR(§7 77) = [X’ Y, O]T ) D(g, 77) = [07 0, l]T (42)

und das Verschiebungsfeld

u(&,n,Z) = ur(&n) + Z (d(&,n) — D(E,n)) (4.3)
mit
ur(é,n) = [0,0,w]" . (4.4)

In den beiden Gleichungen (4.1) und (4.3) beschreibt die Variable Z den Verlauf in
Dickenrichtung der Platte (e; Achse) und nimmt Werte zwischen Z = —h/2 und
Z = h/2 an, wobei h die Plattendicke ist. Das Verschiebungsfeld (4.3) kann durch
Auswerten von Gleichung (3.4) mit den Achsen des lokalen Koordinatensystems par-
allel zur globalen e; beziehungsweise e; Achse

Vi=1[1,0,0", V,=10,1,0]" (4.5)

in die Form

0 1 0
w(é,n) 0 0

iiberfithrt werden. Um eine der Reissner-Mindlin Plattentheorie entsprechende For-
mulierung zu erhalten, wird in den folgenden Gleichungen die Verdrehung um die e;
Achse durch 6, = —6; und um die e, Achse durch 6, = 60, ersetzt.

Analog zu der Formulierung fiir das Degenerationskonzept mit isotropen, linear
elastischen Materialgesetz kann das Potential in zwei Teile getrennt werden

1 1
1= 3 /ebTa'b dV + 5/6;0'(15 dV + ey, (4.7)
v v

wobei im Gegensatz zur Schalenformulierung im ersten Integral nur Biegeverzerrungen
und -spannungen enthalten sind. Die Anordnung der Biegeverzerrungen

00,
0X
En Ke
Ep = E22 =7 % =7 Ry = ZK,, (48)
2E12 oY 2K
0, ., 09, »
ay  0X

26



der Querschubverzerrungen

0w g
_ 2E23 _ 3—Y v _ Yy _
o = ( 2FE5; ) B a—w-l-@ B ( Va s (4.9)
ox ¢
und der zugehorigen Spannungen
o5 = Creq€p, 045 = CregEas (4.10)
in Vektoren fiihrt auf folgende Form des Potentials
1 1
= / Z’kTCl k AV + 3 / Y CE v AV + ey (4.11)
v v

Weitere Umformungen mit analytischer Vorabintegration iiber die Plattendicke ergibt
die bei der Reissner-Mindlin Theorie iibliche Darstellung in Schnittgréfien:

/2 h/2
1 1
n - E/nT /z?cgzeddz ndA+§/'yT /szddz ¥ dA+ Ty
A —h/2 A —h/2
1 1
= 5 / I‘.',TDbR dA + 5 /'YTDqs'Y dA + ezt (4.12)
A A
1 T 1 T
= § I‘c',mdA+§ 'YSdA‘*’Hewt,
A A

wobei mit m die Biegemomente und mit s die Querkrifte bezeichnet werden.
Anschaulich konnen die kinematischen Annahmen so interpretiert werden, daf sich

Bild 4.1: Vorzeichenkonvention fiir Plattenanalysen

die Querschnittsverdrehung aus der Neigung der Plattenmittelfliche und einer Quer-
schubverzerrung zusammensetzt, Bild 4.2.

Wie aus obigen Gleichungen ersichtlich ist, sind zur Beschreibung der Plattende-
formation mit den Reissner-Mindlin Annahmen drei Freiheitsgrade erforderlich, die
Verschiebung in Dickenrichtung w(&, n), die Verdrehung um die e; Achse 6,(&,n) und
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% =ox T

Bild 4.2: Kinematische Annahme nach Reissner-Mindlin

die Verdrehung um die e; Achse 60,(&,n). Fiir die Verschiebung und die Verdrehungen
wird damit lediglich eine C°-Stetigkeit vorausgesetzt, da in der Kinematik nur erste
Ableitungen auftreten (s. G1.(4.8), (4.9)). Das heifit die Finite Element Ansatzfunk-
tionen miissen iiber die Elementgrenzen stetig, jedoch nicht differenzierbar sein — sie
kénnen Knicke aufweisen.

4.2 Wesentliche Aspekte der Kirchhoff-Theorie

Bereits etwa hundert Jahre vor der Reissner-Mindlin Theorie hat 1850 der deutsche
Physiker Gustav Kirchhoff (1824 bis 1887) eine nach ihm benannte Theorie zur Berech-
nung diinner Platten formuliert. Die Kirchhoff Theorie wird auch heute noch zur analy-
tischen Berechung diinner Platten, bei denen die Querschubdeformation vernachlissigt
werden kann, eingesetzt.

Angewendet auf die Finite Element Methode, enthalten Plattenelemente, die auf
der Kirchhoff Theorie basieren, lediglich die Verschiebung w(&,7n) in Dickenrichtung
als Freiheitsgrad. Zusétzlich zu den Annahmen, auf der die Reissner-Mindlin Theorie
beruht, wird bei der Kirchhoff Plattentheorie die Annahme verschwindender Quer-
schubverzerrung v = 0 eingebracht. Somit entsteht eine Beziehung zwischen der Ver-
schiebung in Dickenrichtung und den Verdrehungen um die beiden Achsen:

ow ow

0, = X 0, = Ea (4.13)
so daf} die Biegeverzerrungen nach Gleichung (4.8) den Kriimmungen bzw. Verwindun-
gen entsprechen und zweite Ableitungen der Verschiebungen auftreten. Die dadurch
erforderliche C'-Stetigkeit der Verschiebung w(&, n) zwischen den Elementen kann je-
doch nur fiir spezielle Geometrien sichergestellt werden. Aus diesem Grund hat sich die
Kirchhoff Plattentheorie im Einsatz mit der Finite Element Methode fiir allgemeine
Elementformen nicht durchgesetzt.

Als Folge der Annahme verschwindender Querschubverzerrungen enthélt das Kirch-
hoffschen Platten zugrundeliegende Potential neben dem Potential der dufleren Lasten
nur noch den Biegeanteil

1
= 5 /K,Tm dV + g (4.14)
1%
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4.3 Versteifungseffekte bei Plattenelementen und Methoden,
diese zu vermeiden

Diinne Reissner-Mindlin Platten mit Ansatzfunktionen niederer Ordnung, die zu ef-
fizienten Formulierungen fiihren, tendieren zum Versteifen wegen des Querschuban-
teils, sofern sie auf einer reinen Verschiebungsformulierung basieren. Dieser Defekt,
der bereits in Kapitel 3.2 ausfiihrlich erldutert wurde, 148t sich durch die im folgenden
beschriebenen Vorgehensweisen beheben.

4.3.1 Versteifungsfreie Plattenelemente — Stand der Entwicklung

Im Buch von Zienkiewicz und Taylor [84] wird ein guter Uberblick iiber vorhandene
Elemente bis zum Jahr 1991 gegeben. In der vorliegenden Arbeit wird um den Kontext
fiir weitere Diskussionen zu geben, auf einige wesentliche Elemente eingegangen, die
auch zum Teil die Grundlage neuerer Entwicklungen bilden. Dies sind fiir die Kirch-
hoff Theorie, d.h. nur fiir diinne Platten,

a) die Hybriden Trefftz Elemente nach Jirousek [36] bzw. Jirousek und Lan Guex
37]

b) die Diskreten Kirchhoff Elemente, deren Entwicklung wesentlich von Batoz und
Koautoren [6] vorangetrieben wurde, die aber im Prinzip bereits von Stricklin
[72] und Dhatt [22] vorgeschlagen wurden.

Bei den Hybriden Trefftz Elementen werden die Differentialgleichungen im Gebiet
exakt erfiillt, wihrend fiir die Randbedingungen ein integraler Fehlerabgleich durch-
gefithrt wird. Die Verschiebungsansitze, die die Plattendifferentialgleichung exakt
erfiillen, werden von Jirousek unter Ansatz einer unabhéingigen Zwischenelementver-
schiebung mit den Réndern gekoppelt. Dies erfolgt iiber ein erweitertes Energiefunk-
tional und fiihrt zu hochgenauen Elementen, die unempfindlich gegeniiber stark von
der Rechteckform bzw. optimalen Dreieckform abweichenden Elementgeometrien sind.
Die Elemente — Dreiecke und Vierecke — konvergieren sehr gut; eine Verbesserung von
Ergebnissen kann sowohl durch Netzverfeinerung als auch durch Erh6hung der Ansatz-
ordnung erreicht werden. Im ersten Fall werden sinnvollerweise nur Eckknotenvariable
verwendet, wihrend im letzteren Fall zusétzlich Zwischenknoten erforderlich sind. Als
Nachteile sind zu nennen, dafl die Rechenzeiten auf Elementebene hoher sind, eventuell
groflere Bandbreiten der Steifigkeitsmatrizen vorliegen und nichtlineare Formulierun-
gen nur sehr eingeschrankt maoglich sind.

Die Diskreten Kirchhoff Elemente werden aus einer Reissner-Mindlin Formulierung
entwickelt. Wesentlich fiir die Entwicklung dieser versteifungsfreien Elementformulie-
rung ist die Annahme verschwindender Querschubverzerrungen an diskreten Punkten
und das Vernachlissigen der Querschubterme im Potential.

Fiir die Reissner-Mindlin Theorie, d.h. fiir méfig dicke und diinne Platten, ist
die Entwicklung hauptséchlich von der Einfiihrung von Ansétzen fiir die Schubverzer-
rung entsprechend der bereits in Kapitel 3.3.1 beschriebenen Methode der angenomme-
nen Verzerrungen geprégt. Die rein auf Verschiebungsansitzen basierenden Serendipity
[1] und Heterosis Viereckelemente [34] sind zum einen wegen der hohen Variablenzahl
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(Seitenmittenknoten) relativ ineffizient und neigen aulerdem zur Querschubverstei-
fung (Serendipity Element) bei diinnen Platten bzw. sind teilweise kinematisch (He-
terosis Element). Das Viereckelement von Bathe und Dvorkin [5] mit ausschliefllich
Eckknotenvariablen beruht auf einem bilinearen Ansatz fiir die Verschiebungen und
Rotationen sowie auf der oben erwéhnten Methode der angenommenen Verzerrungen.
Das entsprechende Element mit quadratischen Ansétzen fiir Verschiebungen, Rotatio-
nen und Querschubverzerrungen von Huang und Hinton [32] zeigt ein ausgezeichnetes
Verhalten, ist allerdings infolge der erforderlichen numerischen Operationen im Ele-
ment sowie der deutlich hoheren Bandbreite nicht sehr effizient.

Von den bis 1989 vorliegenden Dreieckelementen sind drei Elemente hervorzuheben:

Das sehr robuste Element von Xu [82] besitzt nur Eckknotenvariable und
beruht auf einem gemischten Ansatz fiir Verschiebungen, Rotationen und
Schubverzerrungen, letzteres infolge reduzierter Integration des Schub-
terms. Dieses Element wurde bei einigen Neuentwicklungen 1993 erneut
aufgegriffen.

Das Element von Arnold und Falk [4] beruht ebenfalls auf einem gemischten
Ansatz, linear in w, quadratisch in 8 und konstant in 4. Es ist sehr robust
aber ineffizient und schlecht handhabbar, da als Knotenvariable an den
Eckknoten nur Rotationen bzw. an den Seitenmittenknoten Rotationen
und die Verschiebung vorliegen.

Das gemischte Element von Zienkiewicz und Lefebvre [83] weist den letzte-
ren Mangel nicht auf. Dies wird durch eine Erhéhung der Ansatzordnung
fiir Verschiebungen, Rotationen und Schubverzerrungen erreicht. Das Ele-
ment ist zwar robust, aber infolge der hohen Variablenzahl sehr ineffizient.

Von den sonstigen Dreieckelementen ist noch das nicht sehr robuste Element von Tes-
sler und Hughes [74] zu erwihnen, mit dem nur durch eine Modifikation des Schub-
korrekturfaktors zufriedenstellende Ergebnisse erzielt werden kénnen.

Aus den obenstehenden Erlduterungen wird deutlich, daf§ fiir diinne Platten mit
den Diskreten Kirchhoff Elementen fiir die Praxis gut brauchbare und effiziente Ele-
mente vorlagen, daf} aber fiir dicke Platten in dieser Hinsicht noch Bedarf bestand. Das
Ziel der Forschung war daher die Entwicklung von robusten und effizienten Dreieck-
und Viereckelementen, die sowohl im Bereich der diinnen als auch der dicken Plat-
ten einsetzbar sind und damit auch gleichzeitig Informationen tiber Querkrifte liefern
kénnen.

4.3.2 Versteifungsfreie Plattenelemente — Neuere Entwicklungen

Im Gegensatz zu den Ausfithrungen, die die bekannten, lediglich in Kapitel 4.3.1 kurz
beschriebenen Plattenelementformulierungen betreffen, wird in diesem Abschnitt ver-
sucht, die neueren Entwicklungen in drei wesentliche Richtungen einzuteilen, um eine
den degenerierten Schalen entsprechende, systematische Darstellung zu erhalten. Eine
genauere Beschreibung der einzelnen Plattenelemente erfolgt dann in den Kapiteln 5.4,
5.5 und 5.6.
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Allerdings stellt sich aufgrund der eher hierarchischen Natur bei der Elementent-
wicklung heraus, daf} sich einige Elemente mehreren Entwicklungsrichtungen zuordnen
lassen.

Auf der ”Direkten Kirchhoff Methode” basierende Entwicklungen

Da bei der Kirchhoff-Theorie kein Querschubanteil im Potential (4.14) auftritt, be-
steht hier das Problem der Querschubversteifung nicht. Wie zuvor erwéhnt, benétigen
Kirchhoff Plattenelemente jedoch eine C!-stetige Verschiebung in Dickenrichtung, die
durch eine Einbeziehung von Nachbarelementen indirekt erreicht werden kann. Diese
von Onate und Cervera [47] erstmals vorgeschlagene Vorgehensweise ist dem Diffe-
renzenverfahren entnommen und fiihrt bei der Anwendung auf die Finite Element
Methode zu einer komplexen Formulierung mit zusétzlichen Schwierigkeiten bei der
Behandlung der Randbedingungen. Solche Plattenelemente weisen zwar lediglich einen
Verschiebungsfreiheitsgrad auf, haben sich aber in der Anwendung als wenig robust
erwiesen.

Auf der ”Diskreten Kirchhoff Methode” basierende Entwicklungen

Einige neuere Plattenelementformulierungen haben ihren Ausgangspunkt in der Dis-
kreten Kirchhoff Methode und werden in der vorliegenden Arbeit unter diesem Begriff
eingeordnet, obwohl sie von der urspriinglichen Form teilweise deutlich abweichen.

Wie bereits im vorherigen Abschnitt ausgefiihrt, liegt der Diskreten Kirchhoft Me-
thode die Reissner-Mindlin Plattentheorie zugrunde mit der zuséitzlichen Annahme
verschwindender Querschubverzerrungen an diskreten Punkten. Dabei fiihrt eine ge-
eignete Wahl dieser diskreten Stellen zu einer versteifungsfreien Plattenelementformu-
lierung.

Bei der ”Diskreten Schub Methode”, die hier als Unterfall der Diskreten Kirchhoff
Methode betrachtet wird, werden iiberzédhlige Feiheitsgrade durch Gleichsetzen der
Querschubverzerrungen aus der Kinematik (4.9) mit den Querschubverzerrungen aus
den konstitutiven Gleichungen an diskreten Punkten eliminiert. Abweichend von der
Diskreten Kirchhoff Methode findet im Potential keine Beschrinkung auf die Biege-
terme statt.

Eine weitere Modifikation dieser Diskreten Schub Methode wird durch eine zusitz-
liche Approximation der Querschubverzerrungen entsprechend der Methode der an-
genommenen Verzerrungen erreicht und konnte auch der im folgenden beschriebenen
Forschungsrichtung zugeordnet werden.

Auf der Methode der angenommenen Verzerrungen basierende Entwick-
lungen

Bisher lagen Plattenelementformulierungen, bei denen die Methode der angenomime-
nen Verzerrungen auf die Querschubverzerrungen angewendet wird, lediglich fiir Vier-
eckelemente vor [5], [32]. Aufgrund des ausgezeichneten Verhaltens dieser Viereckele-
mente und der relativ einfachen Erweiterungsmoglichkeit auf degenerierte Schalenele-
mente wurde auch versucht, entsprechende Dreieckelemente zu entwickeln. Allerdings
scheitert die Ubertragung der bei dem Viereckelement mit bilinearen Ansatzfunktio-
nen sehr erfolgreichen Kopplung der angenommenen Verzerrungen mit den Verzerrun-
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gen aus der Kinematik an den Seitenmitten daran, daf§ unvollstindig lineare Ansétze
entstehen. Somit sind jedoch konstante Verzerrungszustinde nicht mehr darstellbar.
Fiir eine ausfiihrliche Darstellung wird auf die Literatur verwiesen, z.B. [31]. Selbst
bei der Verwendung von Ansatzfunktionen héherer Ordnung fiir die Verschiebungen
und Verdrehungen entsteht eine Elementformulierung, die gegeniiber den Diskreten
Schub Plattenelementen keine erkennbaren Vorteile bietet. Erst eine bereits am Ende
des vorherigen Abschnitts angesprochene Interpolation der Querschubverzerrungen zu-
sammen mit den aus der Diskreten Schub Methode entnommenen Modifikationen fiihrt
zu einer sehr effizienten, durchgingig fiir dicke bis diinne Platten empfehlenswerten
Dreieck- wie auch Viereckelementformulierung.
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5 FE-Diskretisierung: Lineare Plattenelemente mit
Ansatzfunktionen niederer Ordnung

5.1 Zur Diskretisierung materiell und geometrisch linearer
Plattenelemente

5.1.1 Geometrie- und Verschiebungsapproximation

Da bei der Entwicklung der Reissner-Mindlin Plattentheorie bereits eine Integration
iiber die Plattendicke erfolgt ist, muf} lediglich die Geometrie der Referenzfliche

xien= (3 )= men () 51

diskretisiert werden, die hier abweichend von den restlichen Kapiteln mit X ohne
Index R bezeichnet wird. Das Verschiebungsfeld (4.3) kann unter Beriicksichtigung
der Gleichungen (4.8) und (4.9) in einen generalisierten Verschiebungvektor

w(&,mn) n w;
w(&n) = | (&) | =D Nigm) | 6 (5.2)
8,(&,m) i=1 0,

iiberfiihrt werden. Da bei den untersuchten Plattenelementen oft hierarchisch vorge-
gangen wird und die Interpolation der Verschiebung in Dickenrichtung eventuell eine
andere Ansatzordnung als die Interpolation der Verdrehungen aufweist, wird fiir die
diskretisierten generalisierten Verschiebungen (5.2) folgende Schreibweise eingefiihrt:

w@,n):imi(g,n)wi, o<s,n>=(§z)=§;N9i<§,n)(§§). (5.3

Dabei ist n die Zahl der Knoten pro Element, N;(£,7) sind die zweidimensionalen
Interpolationsfunktionen und die Indizes w und 6 deuten auf eine Approximation der
Verschiebung in Dickenrichtung beziehungsweise der Verdrehungen hin.

5.1.2 Verzerrungen und Spannungen in globalen kartesischen Koordinaten

Bei der Reissner-Mindlin Theorie sind zur Bestimmung des Biegepotentials die
Kriimmungen (s. Gl. (4.8))

3 r_ [00, 90, 96, 06,]"
K= [sz,liy,Zlizy] = [aX,a—Y,a—Y X (5.4)
und fiir das Querschubpotential die Querschubverzerrungen
_ T ow ow T

notwendig, die ohne Schwierigkeiten aus der diskretisierten Verschiebung und den dis-
kretisierten Verdrehungen (5.3) ermittelt werden kénnen.
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Zur Berechnung der bezogenen Biegemomente
m = [Myy, My, mxy]T = Dyx (5.6)

und der bezogenen Querkrifte

8 = [qq, qy]T = Dy (5.7)

muf zuerst die allgemeine Form des vierstufigen, isotropen, linear elastischen Materi-
altensors (2.41) in eine den Verzerrungs- und Spannungsvektoren entsprechende Ma-
trizendarstellung iiberfiihrt und mit der Annahme verschwindender Normalspannung
in Dickenrichtung S33 = 0 reduziert werden. Auf eine Darstellung des Materialgesetzes
wird hier verzichtet, da eine auf eine natiirliche Basis transformierte Form dieses Ma-
terialgesetzes fiir degenerierte Schalen notwendig und deshalb ausfiihrlich in Kapitel
7.1.3 beschrieben ist. Fiir kartesische Koordinatensysteme 183t sich die Materialma-
trix dann durch Einsetzen der Beziehung G¥ = §“ in Gleichung (7.29) angeben. Die
anschlieende Integration iiber die Plattendicke (s. Gl. (4.12)) fiihrt auf die gesuchte
konstitutive Biegematrix

EhR?

Dv=wa—m

0
0 (5.8)
5

[=EAN
O = <

und auf die konstitutive Querschubmatrix

Dqs:muh[é?]:%[ég]. (5.9)

Dabei gleicht der Schubkorrekturfaktor x die Abweichnungen der iiber die Dicke kon-
stanten Querschubverzerrungen, die sich durch die Kinematik des Degenerationskon-
zeptes beziehungsweise der Reissner-Mindlin Theorie ergeben, gegeniiber dem realen

parabelférmigen Verlauf im Mittel aus, siehe Bild 5.1. Fiir Rechteckquerschnitte mit

angenommen

h ___i/>

korrekt

Bild 5.1: Verteilung der Querschubspannungen S'3 und $23 iiber den Querschnitt

isotropem Materialverhalten ergibt sich der Wert x = 5/6.
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5.1.3 Die Elementsteifigkeitsmatrix

Eine lineare Formulierung erhilt man, wenn die schwache Form des Gleichgewichts
(2.22) um den Punkt @ = 0 entwickelt wird. Sie lautet in diskretisierter Form

Kd=f (5.10)

ext

wobei sich die globale Steifigkeitsmatrix K durch den Zusammenbau der einzelnen
Elementsteifigkeitsmatrizen

qs

K, = / BIDyB, dA + / B D B, dA
A A

+1 +1 +1 41 (5.11)
= / / Bl DB, detJ dédn + / / Bl.D B, detJ d&dn
—1 -1 -1 -1

ergibt. Dabei verbindet die Operatormatrix B, die Variation der Kriimmungen dx
und die Operatormatrix B, die Variation der Querschubverzerrungen 4+ mit dem
variierten, generalisierten Elementknotenverschiebungsvektor dd,:

0k = Bydd,, dv = B,dd,, (5.12)
mit
id, = [w, 862,80, ..., 6w, 607, 607" . (5.13)

Bei einer reinen Verschiebungsformulierung mit isoparametrischen Anséitzen neh-
men nach Auswerten der Gleichungen (5.3) die Operatormatrix Bj, die Form

i 0N, ON, i
O oax Y O ox ¢
0N, ON,,
B, = el 5.14
b 0 0 —- 0 0 =5 (5.14)
) N 0N ON, ON,
| aYy 0X ay o0X
und analog die Operatormatrix B, die Form
0N, ON,
— 1 0 10
X X
B, = 0 0 (5.15)
A AL R
oy oY
an.

In Gleichung (5.11) ist detJ die Determinante der Jacobimatrix der isoparametri-
schen Abbildung

oxX oY
0 0
J = ; ¢ (5.16)
ox oy
on  0On
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Des weiteren werden zur Bildung der Ableitungen der zweidimensionalen Interpolati-
onsfunktionen {iber die Kettenregel

— s il — - 1
0X 0¢ 0X on 0X’ 15)4 & oY on oY (5:17)
die Elemente der invertierten Jacobimatrix
o€ on
X X
J = ox 9 (5.18)
98 o
oYy 9y

benétigt.

5.2 Wahl der Ansatzfunktionen bei Dreieckelementen

Die Ansatzfunktionen von Dreieckelementen werden durch die natiirlichen Koordina-
ten £ und 7 mit dem Ursprung in einer Elementecke (s. Bild 5.2) beschrieben und mit

n
+1 @3
5 5
® 4 >
1 4 4 3

Bild 5.2: Einheitsdreieck

L;(&,m) statt N;(&,7n) bezeichnet. In der vorliegenden Arbeit werden lediglich Dreieck-
elemente mit vollstdndigen linearen

aber auch mit unvollstdndigen quadratischen Ansatzfunktionen untersucht. Aufgrund
der hierarchischen Natur dieser unvollstéindigen Ansatzfunktionen kann hier keine all-
gemeine Darstellung angegeben werden. Diese wird direkt fiir die betreffenden Ele-
mentbeschreibungen in den folgenden Unterkapiteln definiert.

5.3 Wahl der Ansatzfunktionen bei Viereckelementen

Die bei Viereckelementen iiblichen Interpolationsfunktionen sind auf das Bi-
Einheitselement mit den natiirlichen Koordinaten £ und 7 in Elementmitte bezogen,
Bild 5.3. In diesem Abschnitt werden nur Elemente mit bilinearen Ansatzfunktionen

N = (1466 U mn) i=1...4 (5.20)
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4
4 4 3
8 9 6,
3
1 5 2

Bild 5.3: Bi-Einheitsquadrat

biquadratischen Serendipity Ansatzfunktionen

Ni= g (14€6) (1 +mm) (€6 +mm—1) i=1...4
(5.21)
N; = %53(1%&) (=) + %n?(lmm) (1-¢) i=5...8
und biquadratischen Lagrange Ansatzfunktionen
N; = Bf& (1+&&6)+(1-¢) (1~ 512)]
(5.22)

Bnm(Han (1-7°) (1 —n,?)} i=1...9
betrachtet, wobei die Variablen & und 7; mit den natiirlichen Koordinatenwerten des
jeweiligen Knotens ¢ iibereinstimmen.

Im folgenden wird versucht, eine systematische Entwicklung der verschiedenen
neueren Plattenelementformulierungen mit der in Kapitel 4.3.2 vorgenommenen Ein-
teilung zu geben. Da fiir viele der in dieser Arbeit untersuchten Elemente bereits
ausfiihrliche Beschreibungen erhiltlich sind, wird auf zur programmtechnischen Um-
setzung notwendige Einzelheiten verzichtet und dazu auf die jeweils angegebene Lite-
ratur verwiesen.

5.4 Diskrete Kirchhoff Plattenelemente

Wie zuvor erwihnt, liegt allen sogenannten Diskreten Kirchhoff Plattenelementen die
Reissner-Mindlin Theorie zugrunde. In Erweiterung werden in der vorliegenden Arbeit
auch die Diskreten Schub Plattenelemente unter diesem Begriff eingeordnet, obwohl
sie im Gegensatz zu den Diskreten Kirchhoff Elementen Deformationen durch Quer-
schub beriicksichtigen kénnen. Da jedoch die beiden Methoden zugrunde liegenden
Annahmen weitgehend identisch sind, erscheint diese Vorgehensweise gerechtfertigt.

5.4.1 DKT und DKQ Plattenelement

Die urspriingliche Idee der Diskreten Kirchhoff Methode, die Kirchhoff Bedingung
verschwindenden Querschubs an diskreten Stellen auszuwerten, wurde erstmals 1980
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von Batoz [6] bei der Entwicklung des DKT Dreieck- beziehungsweise DKQ Viereck-
elements einbezogen. Beide Elemente haben sich seither wegen ihrer ausgezeichneten
Féahigkeiten bei der Berechnung diinner Platten auch im Einsatz in kommerziellen FE-
Programmen etabliert. Eine detaillierte Herleitung kann z.B. [6] und [84] entnommen
werden.

Ausgangspunkt der Entwicklung des Dreieckelements (DKT) ist die lineare Inter-
polation der Geometrie (4.1) und der Verschiebung in Dickenrichtung

3

w(&,n) =Y Li(&n)m (5.23)

i=1
sowie der unvollstindige quadratische Ansatz fiir die Verdrehungen

3
0= Z LZ (g, 77)91 -+ 4L1L2612A054 -+ 4L2L3€23A935 + 4L3L1613A936. (524)

=1

Die Richtung der Einheitsvektoren e;; und die Definition der Verdrehungen Af,; um
die Elementkanten k£ in Seitenmitte als Freiheitsgrade kann Bild 5.4 entnommen wer-
den. Die Verdrehungsinterpolation (5.24) ist so gewihlt, da8 die Verdrehung um ei-

623\3/‘ €13

ow

° [05,0,]
6 5 * 40

—>

.'ys

1 4 2 €1z

Bild 5.4: Freiheitsgrade des DKT Dreieckelementes

ne Kantennormale linear und die Verdrehung um die zugehérige Kante quadratisch
entlang dieser Kante verlduft. Mit der Bedingung, dal die Querschubverzerrung ~s
entlang der Elementkante £ an den Seitenmitten verschwindet, werden die Seitenfrei-
heitsgrade Afg; eliminiert:

ow
sk — 7 0520
Vsk 8s+

3 3 (5.25)
o Ay, = Y (wj — w;) — —e]; (éz + éj) k=4,5,6.
ij

Damit gehen in die Funktion fiir die Rotationen nach Gleichung (5.24) auch die Kno-
tenverschiebungen w; ein. Da dabei auch vor den Verschiebungstermen quadratische
Funktionen stehen und die Rotationen als Verschiebungsableitungen aus der Kirchhoff
Bedingung an den Eckknoten

ow ow

oy T0:=0, = 5y

Y=o +0,=0 (5.26)
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hervorgehen, kann die DK'T Formulierung als Resultat kubischer Verschiebungsansétze
gedeutet werden, obwohl ein kubischer Ansatz explizit nicht vorliegt. Nach Einsetzen
der neuen Funktionen fiir die Verdrehungen in Gleichung (4.8) und (4.9) kann die
zugehorige Steifigkeitsmatrix und der Lastvektor entwickelt werden. Das entsprechende
Viereckelement (DKQ) beruht auf vollig analogen Uberlegungen.

Beide Elemente haben sich in der Anwendungspraxis bewéahrt, sind sehr unemp-
findlich gegeniiber Abweichnungen von regelméfigen Elementformen und lassen sich
sehr effizient programmieren. Allerdings werden im Gegensatz zur Steifigkeitsmatrix
sowohl der Lastvektor als auch die Massenmatrix mit der Annahme einer linearen
Verschiebung nicht konsistent aufgestellt.

5.4.2 DKQ4 Plattenelement

Zu einem konsistenten Lastvektor und einer konsistenten Massenmatrix fiihrt ein 1994
von Zhang und Kritzig [41] vorgestelles Viereckelement, das die gleiche Steifigkeits-
matrix wie das DK(Q Element aufweist.

Bei der Herleitung des DKQ4 Plattenelementes werden fiir die Verschiebung und
die Verdrehungen unvollstéindige quadratische Interpolationsfunktionen gewéhlt. Ent-
sprechend dem DKQ Element wird gefordert, dafl die Querschubverzerrung ~,. ent-
lang jeder Elementkante verschwindet. Diese Bedingung 148t sich durch Kollokation
an jeweils zwei Gauflpunkten auf der Kante erfiillen. Die beim DK(Q Element in den
Verdrehungsansétzen enthaltene lineare Variation der Verdrehung um die Kantennor-
male 6, entlang jeder Seite ergibt sich hier durch Anwenden der Beziehung 6 - n = 0
auf die quadratischen Anteile mit der Kantennormalen n.

Somit wird eine gegeniiber der urspriinglichen DKQ Formulierung konsistente Her-
leitung erhalten, die es erlaubt, auch in dem Lastvektor und in der Massenmatrix die
quadratischen Ansitze zu beriicksichtigen.

5.4.3 DST Element

Da das DKT und das DKQ Element keine Querschubdeformationen darstellen kénnen
und deren Einsatz somit nur auf diinne Platten beschrankt ist, wurde von Batoz und
Lardeur [8] 1989 das Diskrete Shear Triangle (DST) Dreieckelement entwickelt und
damit die Diskrete Schub Methode begriindet.

Die Wahl der Interpolationsfunktionen entspricht der des DK'T Elementes. Abwei-
chend davon wird die Querschubverzerrung an den Eckknoten und Seitenmittenknoten
nicht identisch null gesetzt, sondern mit den Querkréften aus dem Gleichgewicht

_ OMygy  Omygy . Omyy — OMygy
T = 0X oy ’ O = oY 0X "’ (5.27)

¢s = f(¢s, qy) mittels Transformation

wie folgt gleichgesetzt:

_Oow Ly e _0w gy W
f)/:v 3X T — ha 'Yy aY Y ha
(5.28)
_ 8_w 0 _ qS
7= B * kuh
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Das DST Element ist bei diinnen Platten fast identisch mit dem DKT Element
und kann zusétzlich Querschubdeformationen beriicksichtigen. Allerdings entsteht auf-
grund der Beziehung (5.28)3 bei zunehmendem Einflul der Querschubverzerrungen
eine inkompatible Interpolation der Verdrehungen um die jeweilige Kante s. Somit
erfiillt das DST Element den Patch-Test fiir konstante Kriimmung fiir méfig dicke
Platten (ab einem Verhiltnis der Lénge einer Plattenseite zur Plattendicke L/h < 10)
nicht.

5.4.4 DST-BK Element

Um dieses Manko des DST Elementes zu beheben, erweitern Batoz und Katili [7] 1992
den quadratischen Ansatz fiir die Rotationen um lineare und konstante Anteile. Die
konstanten Anteile sind zun#chst beliebig angenommen und werden dann an typischen
numerischen Beispielen justiert. Da hier die Verschiebung linear statt kubisch entlang
der Kanten interpoliert wird, geniigt es, die Verdrehungen mit der Verschiebung an
den Seitenmitten zu koppeln (Gl. (5.28)3).

Das daraus resultierende DST-BK Dreieckelement erfiillt nun den Patch-Test
fiir konstante Kriimmung auch bei dicken Platten, somit ist dieses Plattenelement
durchgéngig zur Berechnung diinner und dicker Platten einsetzbar.

5.4.5 DKMT und DKMQ Element

Eine weitere Variation des DST Elementes stellt die DKMT Dreieck- beziehungsweise
DKMQ Viereckelementformulierung von Katili [38], [39] dar, die im Gegensatz zum
DST-BK Element ohne eine Justierung von Parametern an numerischen Beispielen
auskommt.

Basierend auf dem modifizierten Hu-Washizu Funktional mit einer Verschiebungs-
und Verdrehungsinterpolation entsprechend dem DST Element ergibt sich eine Ele-
mentformulierung, der die Idee der Methode der angenommenen Verzerrungen zu-
grunde liegt. Die Interpolation der Querschubverzerrungen hat beim DKMT Dreieck-
element die Form (s. Bild 5.5)

(5]

Vsm

Bild 5.5: Querschubverzerrungsinterpolation des DKMT Elementes

Das Viereckelement (DKMQ) beruht auf den klassischen Interpolationsfunktionen
(7.78) von Hughes und Tezduyar [35], die in Kapitel 7.2.1 im Zusammenhang mit
degenerierten Schalenelementen beschrieben sind. Analog zur Vorgehensweise bei den
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DST Elementen werden anschlieend die interpolierten Querschubverzerrungen 4 den
Querschubverzerrungen, die sich aus den konstitutiven Gleichungen (5.27) ergeben, an
den Seitenmitten gleichgesetzt 4, — v, = 0.

Das DKMT Dreieckelement und das DKMQ Viereckelement konnen Querschubde-
formationen darstellen, sind durchgéingig fiir diinne und dicke Platten einsetzbar und
fiihren bei der Berechnung diinner Platten zu identischen Ergebnissen wie das DKT
beziehungsweise DKQ Element.

5.5 Plattenelemente mit angenommenen Querschubverzer-
rungen

Die neuentwickelten Dreieck- und Viereckelemente basieren alle auf vier Bausteinen:

4
> Nyw;.

3
1. Linearer Verschiebungsansatz: w = Y L;w; bzw. w =
i=1 i=1

2. Unvollstandiger quadratischer Ansatz fiir die Rotationen 6.
3. Ansatz 4 fiir die Querschubverzerrungen, linear oder konstant.

4. Kopplung der Querschubverzerrungen aus Ansatz 4 mit den Querschubverzer-
rungen -, ermittelt aus Verschiebungen und Verdrehungen.

Der unvollstindige quadratische Ansatz fiir die Rotationen wird hierarchisch formu-
liert, Bild 5.6, ist fiir Dreiecke in Gleichung (5.24) dargestellt und lautet fiir Vierecke:

4
_ 1 1
0 = ZNioi + (1 =) (1 —n)ewnlds + - (1 —7%)(1 + &) el
P 2 2
1 1
+§(1 — 62)(1 —+ 7’])843A937 + 5(1 - 7]2)(1 - £)614A938. (530)

Die Querschubverzerrungen werden bei linearem Ansatz jeweils entlang einer Seite
konstant gehalten.

a) b)

\ A

Bild 5.6: a) Interpolationsvariable fiir Rotationen bei Drei- und Vierecken
b) lineare Interpolation der Querschubverzerrungen fiir Dreiecke

Die Unterschiede der einzelnen Neuentwicklungen liegen im wesentlichen in der
unterschiedlichen Vorgehensweise bei Punkt 3 und 4.

41



5.5.1 DRM und TLQL Plattenelement

Ofiate und Zienkiewicz [48] verwenden fiir ihr Diskretes Reissner-Mindlin Ele-
ment (DRM), im englischen Schrifttum auch unter der Bezeichnung TLQL Element
(Triangle, Linear w, Quadratic 8, Linear 4) bekannt, eine lineare Querschubinterpo-
lation

754

%l [1=-n -nv2 _

[&fy]‘[g e 1-¢] |70 (5:31)
756

mit 7, als den tangentialen Querschubverzerrungen entlang der Seite 77 an den Seiten-
mittenknoten k. Die Kopplung nach Punkt 4 erfolgt {iber das Integral lf” (s — 7s) ds =
0 entlang der Seite 77 mit dem Ergebnis "

W —w; 1

- 2
» +5 (65 + 0,5) + 3005 (5.32)

Ysk =

Das Element besitzt demnach 12 Freiheitsgrade, d.h. neben den jeweils drei Freiheits-
graden an den Eckknoten auch jeweils einen Rotationsfreiheitsgrad an den Seitenmit-
ten. Die Effizienz und Handhabbarkeit sind dadurch stark beeintriachtigt; das Element
ist ansonsten robust und konvergiert gut.

Wird 75 = 0 gesetzt, so ergibt sich direkt das Diskrete Kirchhoff Dreieck (DKT)
Element; dies bedeutet auch, dal das TLQL Element fiir diinne Platten zu identischen
Ergebnissen wie das DKT Element fiihrt.

Analog zum TLQL Dreieckelement 148t sich ein viereckiges Element, das QLQL
Element von Onate u. a. [85], entwickeln, das auch beziiglich seiner Eigenschaften —
Robustheit, Konvergenz und Effizienz — gleich wie das entsprechende Dreieckelement
zu beurteilen ist.

Auch bei den in Kapitel 5.4.5 beschriebenen DKMT und DKMQ Plattenelementen
werden die Querschubverzerrungen entsprechend Gleichung (5.31) angenommenen [38].
Dann werden die Rotationsfreiheitsgrade Af, iiber Querkrifte an den Seitenmitten
eliminiert, die sich in der iiblichen Form aus den Querkraft—-Momentenbeziehungen
und den Momenten-Kriimmungsbeziehungen ermitteln lassen. Somit ergibt sich

S T N LAY (5.33)
%k_fwh_ 3k(1 —v) \ Uy sk '

Damit lassen sich auch beim DKMT/DKMQ Element die Kriimmungen sowie die
Querschubverzerrungen 4 ausschliefflich als Funktion der Knotenvariablen darstellen.

5.5.2 DRMS3 Plattenelement

Eine Verbesserung des TLQL Elements mit den gleichen Knotenfreiheitsgraden wird
von Papadopoulos und Taylor [49] dadurch erzielt, dal die Verschiebungen unvoll-
stdndig kubisch interpoliert werden. Die dadurch zusétzlich eingefiihrten Variablen
werden im Zuge der Kopplung nach Punkt 4, die hier durch Punktkollokation an den
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Seitenmittenknoten und den Eckknoten erfolgt, eliminiert. Das entwickelte DRM3 (3
= kubisch) Element besitzt eine zum TLQL Element identische Steifigkeitsmatrix aber
einen anderen Lastvektor, in dem sich der kubische Ansatz bemerkbar macht, der bei
groben Netzen zu leicht verbesserten Ergebnissen fiihrt.

5.5.3 Q4BL und T4BL Plattenelement

Eine weitere Variante der Entwicklung wird von Zienkiewicz und Xu und Mitautoren
[86] mit dem Q4BL Viereckelement sowie von Taylor und Auricchio [73] mit dem T3BL
Dreieckelement vorgestellt. L (Linking) steht dafiir, da§ im Verschiebungsansatz

w=Ny, W+ Ny -0 w, 0 ... Eckknotenwerte (5.34)

neben den linearen Ansitzen N, auch u_nvollstiindige _quadratische Ansitze N 4 ent-
halten sind, die die Variablen @ und @ verbinden. @ wird (siehe Bild 5.7) jeweils

4
/////3
s
/7 // XZ/
o Mz B,

Bild 5.7: Unvollstindiger quadratischer Ansatz fiir den Verbindungsanteil 6

entlang der Seiten quadratisch und in der anderen Richtung linear interpoliert. Dies
wird dadurch erreicht, dafl die Rotationen linear mit einer zuséitzlichen zum Element-
mittelpunkt gehorigen quadratischen Funktion approximiert werden. Der Verlauf der
Querschubverzerrungen 4 wird im Element konstant angenommen. Die Funktionen 6
werden so angepaflt, daf} entlang jedes Randes die Bedingung v, = %—f + 60 = konstant
gesichert ist. Wahrend das Q4BL Element geringfiigig kinematisch ist, ist das T3BL
Element robust. Wird das T3BL Element reduziert integriert, so ist es identisch mit
dem Element von XU [82] und fiir dicke und diinne Platten gut geeignet.

5.5.4 ANS4 und QUADY9 Plattenelement

Die ersten Elemente der Elementfamilie, die auf der Methode der angenommenen
Verzerrungen basiert, das ANS4 Plattenelement von Bathe und Dvorkin [5] und das
QUADY Element von Huang und Hinton [32], sind seit lingerem fiir ihre guten Eigen-
schaften bekannt und werden deshalb in dieser Arbeit zum Vergleich mit den neueren
Elementformulierungen herangezogen.

Das 4-Knoten (ANS4) und das 9-Knoten Viereckelement weisen bilineare bzw. bi-
quadratische Lagrange Interpolationen fiir die Verschiebung und die Verdrehungen auf,
basieren auf einer Interpolation der Querschubverzerrungen entsprechend der Methode
angenommenen Verzerrungen und bendtigen ansonsten keine weitere Annahmen. Da
beide Elemente direkt aus entsprechenden degenerierten Schalenelementen abgeleitet
werden konnen, wird an dieser Stelle auf eine ausfiihrliche Beschreibung verzichtet
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und auf die in Kapitel 7.2.1 bzw. Kapitel 7.3.1 zugehorige vollstdindig beschriebene
Schalenformulierung verwiesen.

Eine Verbesserung des Querschubverhaltens des ANS4 Elementes, das im engli-
schen Schrifttum auch mit QLLL (Quadrilateral, Linear w, Linear 6, Linear 4) be-
zeichnet wird, durch Modifikation des Schubkorrekturfaktors x* nach Gleichung (5.35)
wird von Lyly und Stenberg [42] vorgeschlagen.

* = 1 lehar ... charakteristische Linge im Element
" o e : h ... Plattendicke (5.35)
Pt

« ist ein frei wiahlbarer Faktor. Damit wird erreicht, dal der Querschubanteil an der
Energie fiir diinne Platten weiter reduziert und das Element bei diinnen Platten fle-
xibler wird. Der Faktor a wird an wesentlichen Beispielen numerisch justiert. Mit
a ~ 0.1 lassen sich iiblicherweise gute Resultate fiir diinne Platten erzielen. Fiir dicke
Platten ergeben sich dann nur unwesentliche Abweichungen von der korrekten Lésung,
die mit zunehmender Netzverfeinerung verschwinden.

5.5.5 QUADS Plattenelement

Um den Unterschied zwischen Serendipity und Lagrange Interpolationsfunktionen be-
urteilen zu kénnen, wird auch das von Huang und Hinton [32] vorgeschlagene 8-Knoten
Plattenelement untersucht.

Dieses mit QUADS bezeichnete Element basiert auf den biquadratischen Serendi-
pity Ansatzfunktionen (5.21) fiir die Verschiebung und Verdrehungen und weist fiir die
Querschubverzerrung folgende Interpolation in natiirlichen Koordinaten £ und 7 auf:

5

5
Je=Y_Ri&mA A= Si&n): (5.36)
=1

=1

mit den Funktionen R;(&,n) und S;(&,n)

Rim = 7 (1+3) (1+m) = {Rs(&n)

R = 5 (1-3€) (1 +m) = {Rs(Em)

Rien) = L (1+v3E) (1) - TRs(en) )
Riem) = ;(1-v3E) (-~ (Rs(m)

Ro(en) = (1-38) (1)

Si(m, &) = Ri(&n)

Bei der angenommenen Querschubverzerrungsverteilung nach Gleichung (5.36) stellen
¢ und ¥; die auf das natiirliche Koordinatensystem (£, 7) transformierten Querschub-
verzerrungen aus der Kinematik (4.9) an den Stiitzstellen () dar, siehe Bild 5.8.
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Bild 5.8: Stiitzpunkte der angenommenen Verzerrungen beim Serendipity
Element

5.6 Direkte Kirchhoff Plattenelemente
5.6.1 BPT Element

Ein vom Ansatz her sehr einfaches Dreieckelement, das das Differenzenverfahren mit-
einbezieht, wird von Ofiate und Cervera [47] vorgeschlagen. Hierbei werden die Ver-
schiebungen nur mit Eckknotenwerten interpoliert und die Kriimmungen £ konstant
im Element angenommen. Als zentraler Punkt der Entwicklung ist die Einbringung
der Kriimmungs—Verschiebungsbeziehung in gewichteter Form zu betrachten:

3 o2 02 02 1"
//(n—Lw)dA—(), L= _GXQ’_8Y2’_28X8Y . (5.38)
A

Wird der zweite Term auf ein Umfangsintegral transformiert, so gilt

//n dA:/TVw dU (5.39)

mit der Transformationsmatrix 7" und den Verschiebungsableitungen Vw am Rand.
Diese werden nun aus der Verschiebungsableitung des Elements sowie des an die be-
trachtete Seite angrenzenden Elements gemittelt, siche Bild 5.9. Fiir die weitere Ent-
wicklung wird auf [47] verwiesen.

Das BPT Elements besitzt zwar nur drei Freiheitsgrade, die Steifigkeitsmatrix ist
aber nicht nur von den Freiheitsgraden des Elements, sondern auch von den Frei-
heitsgraden der Nachbarelemente abhingig. Das ansonsten einfache Prinzip ist im
Rahmen eines Finite Element Programms nur umsténdlich zu verwirklichen und fiihrt
auch beim Einbau von Randbedingungen zu Schwierigkeiten. Wesentlich ist, dafl das
Element den Patch-Test fiir beliebige Elementformen nicht erfiillt und damit die Kon-
vergenz fiir beliebige Elementformen nicht gesichert ist.
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Zum Beispiel:

Vw =

(Vwels + Vwaly)  (5.40)

N =

6

Bild 5.9: Mittelung von Vw am Rand fiir das Umfangsintegral

5.7 Anderen Methoden zuzuordnende, versteifungsfreie Plat-
tenelemente

Zwei weitere erwihnenswerte Elemente, die jedoch nicht in die in dieser Arbeit vorge-
nommene Einteilung passen, sind die von Rust und Stein [58] und von Baumann und
Schweizerhof [9] entwickelten Viereckelemente.

5.7.1 Allmann Viereckelement

Das von Rust und Stein [58] vorgeschlagene sogenannte Allmann Viereckelement ist ein
reines Verschiebungselement basierend auf einem linearen Ansatz fiir die Verdrehungen
und einem unvollstédndigen hierarchischen quadratischen Ansatz fiir die Verschiebun-
gen, siehe Bild 5.10. Die Seitenmittenverschiebungen der Rénder lassen sich durch die

L

Bild 5.10: Unvollstéindiger quadratischer Verschiebungsansatz
und Elimination der Seitenmittenfreiheitsgrade

Verdrehungen an den Eckknoten ausdriicken:

l
Awy = gk (Oskj — Oski) (5.41)

Da das Element bei nicht regelméfligen Formen zur Querschubversteifung neigt, ist
hierfiir die Verwendung eines modifizierten Schubkorrekturfaktors wie bereits fiir das
ANS4 Element eingefiihrt (Gl. (5.35)) unumgginglich. Dieses Element ist besonders fiir
das Multigridverfahren geeignet, da sich hierfiir die Transferoperatoren gut entwickeln
lassen.
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5.7.2 MXD Plattenelement

Eine Verbesserung des Biegeverhaltens des QLLL Elements wird durch Einfiihrung
eines zusétzlichen bilinearen Ansatzes fiir die Biegespannungen im Sinne der Methode
der angenommenen Spannungen (s. Kapitel 3.3.2) erreicht [68]. Baumann und Schwei-
zerhof [9] erweitern den Spannungsansatz auch fiir den Querschubanteil und erhalten
ein gemischt hybrides Element (MXD), das nur die Verschiebungen und Rotationen
der Eckknoten als Freiheitsgrade enthilt. Somit besitzt dieses Element einen bilinearen
Ansatz fiir die Verschiebung, Verdrehungen, Biegespannungen und Querschubspannun-
gen.

Eine sehr effiziente Formulierung 148t sich durch eine Ein-Punkt-Integration mit
Rang zwei Aufdatierung gewinnen. Infolge der Spannungsansitze ist das Verhalten bei
unregelméfBigen Elementformen besser als das des QLLL Elements.
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6 Numerischer Vergleich der verschiedenenen
Plattenelementformulierungen

Der numerische Vergleich der Elemente erfolgt an zwei einfachen Beispielen. Hierbei
stellt der Fall der rundum eingespannten Quadratplatte unter gleichformiger Belastung
einen kritischen Fall fiir Reissner-Mindlin Elemente dar, die bei diesem Beispiel infol-
ge der Einschrinkung der Verformungsmdglichkeiten eine ausgepréigte Neigung zur
Querschubversteifung haben. Der zweite Fall der rhombusférmigen Platte besitzt eine
Singularitdt in der stumpfen Ecke, aulerdem weisen die Viereckelemente eine speziell
verzerrte Gestalt auf. Wesentlich ist hierbei, monotone Konvergenz zu erzielen.

Vierecke Dreiecke

Typ ‘ Autor Typ ‘ Autor

DKQ | Batoz [6] DKT | Batoz [6]

DKQ4 | Kritzig/Zhang [41] BPT | Onate/Cervera [47]
DKMQ | Katili [38] DKMT | Katili [38]

ALL | Rust/Stein [58] DST | Batoz/Lardeur [8]

MXD | Baumann/Schweizerhof [9] | DST-BK | Batoz/Katili [7]

ANS4 | Bathe/Dvorkin [5] SRI-X | Xu [82]
QUADS8 | Huang/Hinton [32] TLQL | Onate/Zienkiewicz [85]
QUAD9 | Huang/Hinton [32] DRM3 | Papadopoulos/Taylor [49]

Tabelle 6.1: Verwendete Plattenelemente

6.1 Eingespannte Quadratplatte unter gleichférmiger Last

In der FE-Berechnung wird aus Symmetriegriinden nur ein Viertel der Platte diskreti-
siert, d.h. fiir zwei Rédnder werden Symmetriebedingungen angesetzt. Die grundsétzli-

symm. C symm. c
£ £
£ £
> >
[72] n

Bild 6.1: Regelmiflige FE—Netze fiir die Quadratplatte, hier N=8

che Form der Netze fiir Viereck- bzw. Dreieckelemente ist in Bild 6.1 gegeben. Bei den
Konvergenzuntersuchungen wird jeweils die Zahl der Elemente durch Halbierung der
Seiten erhoht, wobei bei den Dreiecknetzen dann jeweils zwei Dreieckelemente einem
Viereckelement entsprechen. Sofern nur Eckknotenfreiheitsgrade vorhanden sind, ist
die Grofle der Gleichungssysteme fiir beide Netze identisch.
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6.1.1 Diinne Platte

Verglichen wird zuerst die Konvergenz der Verschiebung des Mittelpunktes einer
diinnen Platte mit {/h = 100 fiir alle vorgestellten Elemente bei den dargestellten
regelméfigen Netzen (Bild 6.2 — 6.5). Die Mittendurchbiegung wird beziiglich der
analytischen Losung nach Timoshenko [75] normiert.

We

wan

0.8 1 vl el 1 L Al 1 Lol 1 L1111
1 10 100 1000 10000

Freiheitsgrade

Bild 6.2: Konvergenz der Viereckelemente fiir regelméfige Netze, [/h = 100

]_3 T TTTT T TTTT T LY | T T T T T 1717
~ ANS4 66—
192 L ANS4+-scf +— |
' QUADS8
B QUAD9 x— T
W, 1.1+ —
Wan i ]
1.0 - —
09 i
0.8 1 1 1 IIIIII 1 1 1 1 IIII 1 1 1 IIIIII 1 1 1 11111
1 10 100 1000 10000

Freiheitsgrade

Bild 6.3: Konvergenz der Viereckelemente fiir regelméfige Netze, [/h = 100
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Bild 6.4: Konvergenz der Dreieckelemente fiir regelméflige Netze, {/h = 100
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Bild 6.5: Konvergenz der Dreieckelemente fiir regelméflige Netze, {/h = 100

Um die Robustheit der Elemente bei nicht regelmifligen Elementformen zu unter-
suchen, werden die in Bild 6.6 dargestellten Netze mit entsprechender Verfeinerung
verwendet. In den Bildern 6.7 - 6.10 ist das Konvergenzverhalten fiir alle diskutierten
Plattenelemente dargestellt.
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Bild 6.6: Unregelmiflige FE—Netze fiir die Quadratplatte, hier
N=8
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Bild 6.7: Konvergenz der Viereckelemente fiir unregelméBige Netze, [/h = 100
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Bild 6.8: Konvergenz der Viereckelemente fiir unregelméfige Netze, {/h = 100
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Bild 6.9: Konvergenz der Dreieckelemente fiir unregelméfige Netze, {/h = 100
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Bild 6.10: Konvergenz der Dreieckelemente fiir unregelmifige Netze, {/h = 100

Bei der Diskretisierung der Platte mit Dreieckelementen ergeben sich drei verschiedene
Méglichkeiten, die Platte zu vernetzen, Bild 6.11. Die einzige Vernetzung, bei der

- 7’ 7K

A B C

Bild 6.11: Verschiedene Netze bei Dreieckelementen

die gesamte Platte belastet wird, ist in Bild 6.11 (B) dargestellt. Bei den beiden
anderen Vernetzungen werden die Elemente in den vier (A) bzw. zwei (C) Ecken nicht
beriicksichtigt, da alle Freiheitsgrade dieser Elemente festgehalten sind, und somit wird
eine kleinere Platte mit entsprechend steiferen Ergebnissen berechnet. Der Einflul der
verschiedenen Diskretisierungen am Beispiel des DK'T Elementes ist in dem folgenden
Diagramm dargestellt, Bild 6.12.
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| | | |
5 10 15 20 25 30
Zahl der Elemente, N

Bild 6.12: Konvergenz der Dreieckelemente bei verschiedenen Elementausrichtun-
gen, [/h = 100

Aus den Konvergenzdiagrammen kann festgehalten werden, dafl alle Elemente bis
auf das BPT Element unabhingig von der Elementform zur korrekten Losung kon-
vergieren. Wie erwartet, ist das BPT Dreieckelement fiir beliebige Netzformen unge-
eignet und wird daher in den folgenden Untersuchungen nicht weiter betrachtet. Bei
regelmifligen Netzen zeigen das ANS4 und das MXD Element das beste Konvergenz-
verhalten, beide sind aber etwas empfindlich gegeniiber unregelmifiigen Elementfor-
men. Alle Diskreten Kirchhoff Elemente bzw. Diskreten Kirchhoff-Mindlin Elemente
DKQ, DKQ4, DKMQ, DST, DST-BK, DKT, DKMT, TLQL, DRM3 und das SRI-X
Element von Xu sind fast vollig unempfindlich gegeniiber unregelméfigen Elementfor-
men und zeigen ein sehr gutes Konvergenzverhalten.

Bei einer Erh6hung der Ansatzordnung stellt sich heraus, dafl die Dreieckelemente
mit Seitenmittenknoten TLQL und DRM3 deutlich ineffizienter als alle sonstigen Ele-
mente sind und kaum bessere Ergebnisse bieten. Das dabei zu beobachtende leicht bes-
sere Verhalten des DRM3 Elements gegeniiber dem TLQL Element ist ausschlielich
auf den besseren Lastvektor zuriickzufiihren. Aufgrund ihrer schlechten Eigenschaften
werden diese Elemente bei den folgenden Untersuchungen nicht weiter beriicksichtigt.
Ein dhnliches Verhalten zeigen auch die Viereckelemente, bei denen das quadratische
Serendipity Element (QUADS8) mit Freiheitsgraden auf den Elementseiten deutlich
schlechter konvergiert als das quadratische Lagrange Element (QUADY) mit zusétz-
lichem Elementmittelknoten. Selbst das lineare Element mit angenommenen Quer-
schubverzerrungen (ANS4) konvergiert besser als das quadratische Serendipity mit
angenommenen Querschubverzerrungen (QUADS).

6.1.2 Maiflig dicke Platte

Analog zur diinnen Platte wird ein Vergleich der Elemente fiir eine méfig dicke Platte
mit {/h = 10 fiir die wesentlichen Viereck- und Dreieckelemente mit ausschliefilich
Eckknotenfreiheitsgraden durchgefiihrt. Die Losung wird zur Durchbiegung der dicken
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Platte normiert. Zum Vergleich sind auch jeweils die Kurven fiir die Kirchhoff Losung
eingetragen. Diese liegt ca. 15% unterhalb der Losung fiir die dicke Platte.

0.8 1 Ll | 1 ol 1 Lol 1 L1111
1 10 100 1000 10000

Freiheitsgrade

Bild 6.13: Konvergenz der Viereckelemente fiir regelméBige Netze, [/h = 10
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Bild 6.14: Konvergenz der Dreieckelemente fiir regelméBige Netze, [/h = 10

Wie bereits bei der Herleitung angesprochen, konvergiert das DST Element beim re-
gelmissigen Netz zu einem ca. 2-3% und beim unregelméfiigen Netz zu einem ca.
7% hoheren Wert. Dagegen konvergieren alle anderen Reissner-Mindlin Elemente sehr
schnell. Es ist auch kein qualitativer Unterschied zwischen den ANS4, MXD Elemen-
ten und dem DKMQ Element zu bemerken, das biquadratische Lagrange Element
(QUADOY) hingegen konvergiert etwas schneller.
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6.2 Gelenkig gelagerte Rhombusplatte nach Morley

Die Platte ist rundum gelenkig gelagert, diinn ({/h = 100), besitzt eine Querdehn-
zahl v = 0.3 und wird mit Netzen entsprechend den in Bild 6.15 dargestellten Formen
berechnet. Hierbei ist festzustellen, dafl die Vierecke stark von der optimalen Rechteck-

- — ¢
e
i)
A

Bild 6.15: Geometrie und Vernetzung der Morley Platte, hier N=4

form abweichen, wihrend die Dreiecke nahezu optimal gleichseitig sind. In den Bildern
6.16 - 6.19 sind die Konvergenzkurven fiir die Mittendurchbiegung und das maximale
Moment in Feldmitte bei Verwendung von Vier- und Dreieckelementen aufgetragen.
Die Normierung erfolgt jeweils zur analytischen Losung von Morley [45].

1-3 T T T
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Bild 6.16: Konvergenz der Verschiebungen in Feldmitte fiir Viereckelemente

26



1.3 —

T T T 7T III T T T T T IIII T T T T T T T
DKT 4
L2 - DKMT —+— -
DST £
11F DST-BK % |
We
1.0 =
wan
0.9 N
0.8 N
0.7 L B RN
10 100 1000 10000

Freiheitsgrade

Bild 6.17: Konvergenz der Verschiebungen in Feldmitte fiir Dreieckelemente
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Bild 6.18: Konvergenz der maximalen Momente in Feldmitte fiir Viereckelemente

Dabei zeigt sich, dafl alle Dreieckelemente infolge der sehr guten Elementformen sehr
schnell konvergieren. Dies gilt sowohl fiir die Verschiebungen als auch fiir die Momente.
Allerdings muf} beachtet werden, dal die Momente nicht durch eine Interpolation an
den Elementknoten, sondern direkt an den Barlow Punkten ermittelt werden. Somit
wird der besseren Verschiebungsapproximation bei einer Verfeinerung der Effekt iiber-
lagert, dafl auch die Stelle, an der die Momente berechnet werden, gegen den Platten-
mittelpunkt konvergiert. Da bei linearen Elementen der Barlow Punkt zur Ermittlung
der Schnittgréflen in der Elementmitte liegt und demnach bei Dreieckelementen néher
an der Plattenmitte, ist allein deswegen die Konvergenz der Momente bei Dreiecken
besser als bei Vierecken.
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Bild 6.19: Konvergenz der maximalen Momente in Feldmitte fiir Dreieckelemente

Wie zuvor zeigen die DKQ, DKMQ und ANS4 Elemente qualitativ &hnliche Kon-
vergenzeigenschaften fiir die Verschiebungen, dagegen ist das ANS4 Element bei den
Momenten deutlich schlechter. Es sei noch angemerkt, dal eine Modifikation des
Schubkorrekturfaktors zu einer gréfleren Flexibilitdt des ANS4 Elements und keiner
Verbesserung des Verhaltens bei den Verschiebungen fiihrt, wihrend die Konvergenz
der Momente deutlich verbessert wird.

Eine Erhohung der Ansatzordnung bei den Elementen mit angenommenen Quer-
schubverzerrungen ANS4, QUADS8 und QUAD9 zahlt sich nur bei einer Verwendung
von Lagrange Interpolationsfunktionen aus, was der Vergleich der Verschiebungen und
Momente beim QUADS8 und QUAD9 Element deutlich belegt. Allerdings haben beide
Elemente kein monotones Konvergenzverhalten.

6.3 Zusammenfassung der Erkenntnisse fiir lineare Platten-
elemente

Es hat sich gezeigt, dafi das einzige Direkte Kichhoff Element (BPT), das auf einer
Vorgehensweise entsprechend dem Differenzenverfahren beruht, nur bei regelmifigen
Netzen zu brauchbaren Ergebnissen, bei unregelmifiigen Elementformen jedoch zu
falschen Ergebnissen fiihrt.

Sollen nur diinne Platten ohne Beriicksichtigung der Querschubdeformationen un-
tersucht werden, kann eine genaue und effiziente Berechnung mit den beiden Diskre-
ten Kirchhoff Elementen (DKT, DKQ) durchgefiihrt werden. Eine Erweiterung des
Diskreten Kirchhoff Dreieckelementes (DKT) zum Diskreten Schub Element (DST)
fiihrt bei einer dem DKT Element entsprechenden Interpolation der Verdrehungen
zu kleinen Ungenauigkeiten bei der Berechnung miflig dicker Platten. Dieser Mangel
ist beim DST-BK Element behoben, indem zu der Interpolation der Verdrehungen
konstante und lineare Anteile hinzugefiigt werden, die dann einmalig an numerischen
Beispielen justiert werden. Weitere, durchgéingig fiir die Berechnung diinner und dicker
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Platten einsetzbare Elemente sind das DKMT Dreieckelement und das entsprechende
DKMQ Viereckelement, die zusétzlich zu angenommenen Querschubverzerrungen auf
Annahmen der Diskreten Schub Methode basieren. Diese beiden Elemente sind einfach
handhabbar, robust und effizient.

Die Ubertragung der fiir Viereckelemente seit lingerem erfolgreich angewandte
Methode der angenommenen Verzerrungen auf Dreieckelemente, fithrt zu Elementen,
die Freiheitsgrade auch an den Seitenmitten aufweisen (TLQL, DRM, DRM3). So-
mit sind diese Elemente schlecht handhabbar, weniger effizient und zusétzlich ist das
Konvergenzverhalten nicht besser als das des DKMT Elementes mit Freiheitsgraden
ausschlielich an den drei Eckknoten.

Demnach zeigt der Vergleich der verschiedenen Dreieckelemente, daffi das DKMT
Element am besten geeignet erscheint, ebene Schalenstrukturen zu berechnen, bei de-
nen auch Deformationen durch den Querschub entstehen kénnen. Da Facettenelemen-
te, die aus einer Kombination einiger der hier untersuchten dreieckigen Plattenelemen-
ten mit dreieckigen Scheibenelementen entstehen, bereits von Haufler [31] ausfiihrtlich
diskutiert wurden, wird an dieser Stelle lediglich auf die entsprechende Literatur ver-
wiesen.

Eine Gegeniiberstellung der verschiedenen Dreieckelemente mit den entsprechenden
Viereckelementen (DKT und DKQ, DKMT und DKMQ) zeigt, daf8 dreieckige Platten-
elemente trotz des Vorteils vollstdndiger Ansatzfunktionen Viereckelementen hinsicht-
lich der Konvergenzeigenschaften und der Effizienz klar unterlegen sind. Zusétzlich
weisen sie eine Vorzugsrichtung auf und reagieren daher sehr empfindlich gegeniiber
einer Anderung der Elementausrichtung bei der Diskretisierung.

Bei der Untersuchung der verschiedenen Reissner-Mindlin Viereckelementen mit
dem Ziel, eine effiziente, einfach handhabbare und robuste Elementformulierung zu
finden, die dann auf ein degeneriertes Schalenelement erweitert werden kann, stellt
sich heraus, dafi das auf der Methode der angenommenen Spannungen (MXD) und
die auf der Methode der angenommenen Verzerrungen (ANS4, QUADS, QUAD9) ba-
sierende Elemente Ergebnisse aufweisen, die lediglich in wenigen Féllen durch eine
Modifikation des Schubkorrekturfaktors geringfiigig verbessert werden kénnen. Auch
das dem DKMT Dreieckelement entsprechende Viereckelement (DKMQ) fiihrt ledig-
lich auf dhnlich gute Ergebnisse.

Der Vergleich der beiden Elemente mit biquadratischen Ansatzfunktionen zeigt
die wesentlich besseren Konvergenzeigenschaften des Lagrange Elementes (QUADO9)
gegeniiber dem Serendipity Element (QUADS), das sogar noch schlechter als das ent-
sprechende bilineare Element (ANS4) ist.

Aufgrund dieser Erkenntnisse werden bei der weiteren Untersuchung degenerier-
ter Schalenelemente lediglich viereckige Elemente mit Lagrange Ansatzfunktionen be-
trachtet, denen entweder die Methode der angenommenen Verzerrungen oder die Me-
thode der angenommenen Spannungen zum Vermeiden der Querschubversteifung zu-
grunde liegt.
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7 FE-Diskretisierung: Degenerierte Schalenele-
mente mit Ansatzfunktionen niederer Ordnung

Am Anfang dieses Kapitels werden die Grundlagen fiir eine Finite Element Diskreti-
sierung aller untersuchten degenerierten Schalenelemente dargestellt.

Anschliefend wird die Diskretisierung ausgewahlter, versteifungsfreier degenerier-
ter Schalenelemente mit bilinearen, biquadratischen oder bikubischen Interpolations-
funktionen ausfiihrlich beschrieben. Wie bereits in Kapitel 3.2 angesprochen, kann
die Forderung, dafl die Elementseiten in der unverformten Konfiguration senkrecht
zur Referenzfliche ausgerichtet sein miissen, von Elementen mit bilinearen Ansatz-
funktionen bei der Berechnung gekriimmter Strukturen nicht erfiillt werden. Deshalb
soll der Vergleich von bilinear interpolierten mit biquadratisch interpolierten Schalen-
elementen kliren, wie sich dieser Mangel zusammen mit der besseren Geometrie- und
Verschiebungsapproximation des quadratisch interpolierten Elementes auf das Konver-
genzverhalten und die Effizienz auswirkt. Zusétzlich sollen anhand verschiedener Scha-
lenelementformulierungen mit bilinearen bzw. biquadratischen Ansatzfunktionen, die
jeweils auf einer der in Kapitel 3.3 vorgestellten Methoden zum Vermeiden der Verstei-
fungseffekte basieren, die Vorteile und Nachteile dieser einzelnen Methoden diskutiert
werden. Die Diskretisierung bikubisch interpolierter Schalenelemente wird abschlie-
end beschrieben, um zu untersuchen, ob eine weitere Erhéhung der Ansatzordnung
von Vorteil ist.

7.1 Zur Diskretisierung degenerierter Schalenelemente
7.1.1 Geometrie- und Verschiebungsinterpolation

Die unverformte Schalengeometrie (3.1) geht nach Diskretisierung in

Z,w
| 1 Y,v
X,u

Bild 7.1: Diskrete Geometrie eines degenerierten Schalenelementes

Z i=1 f Ds;
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und das Verschiebungsfeld der degenerierten Schale (3.3) in

w(En¢) = [u v wl]

n Uj 1 d Dy, (7.2)
= > AN | w |+ §ChiNi(f, m | du | —| D
i=1 w; d; Ds;

iiber. Hierin kennzeichnen Gréflen mit Strich oben und Index ¢ die Koordinaten und
Verschiebungen, h; ist die Dicke der Schale und Dj; bzw. d;; sind die Komponenten
j des jeweiligen Direktorvektors an jedem Knoten i. In dieser Arbeit sollen nur iso-
parametrische Formulierungen betrachtet werden, bei denen die Zahl der Knoten pro
Element n und die zweidimensionalen Ansatzfunktionen N;(&,n) in der Schalenebene
fiir die Geometrieapproximation (7.1) identisch mit denen fiir die Verschiebungsappro-
ximation (7.2) sind.

Bei der Zugrundelegung kleiner Rotationen, die bei linearen Problemstellungen
immer und bei nichtlinearen manchmal auftreten, kann der Differenzvektor der Direk-
toren in der verformten und unverformten Konfiguration (Gl. (3.4))

di— D; =0,V - 0.V} (7.3)

durch eine Drehung #, um die Achse V% und 6 um die Achse V% ermittelt wer-
den. Aufgrund der Interpolation der lingenbehafteten Vektoren hd = f(&,7n) und
hD = f(¢,n) miissen die kartesischen Koordinatensysteme mit den Achsen V* und
V', tangential an die Referenzfliche und dem unverformten Direktor D; als dritter
Achse in Dickenrichtung nur an jedem Knoten nach dem in Bild 7.2 beschriebenen
Algorithmus berechnet werden.

7.1.2 Berechnung der Direktoren in der verformten Konfiguration

Aus Griinden einer besseren Ubersichtlichkeit wird im folgenden der den Knoten kenn-
zeichnenden Index ¢ weggelassen.

Die Annahmen, auf denen die Berechnung des verformten Direktors mit Be-
schrinkung auf kleine Rotationen basiert, sin §; = 0, sinf, = #, und cos f; = cosf, =
1 kénnen nicht beim Auftreten grofier Rotationen verwendet werden. Dann tritt das
Problem auf, dal die Berechnung des verformten Direktors nicht invariant gegeniiber
der Reihenfolge der beiden Drehungen um die Achsen V'; und V', ist. In dieser Arbeit
wurden folgende Moglichkeiten betrachtet, den Direktor d in der verformten Konfigu-
ration zu ermitteln:

1. Drehung zuerst um die V';- und dann um die V5-Achse:
d =sin6,V; —sinf; cos 0,V + cos b cos B D. (7.4)
2. Drehung zuerst um die V5- und dann um die V';-Achse:

d = cos 0, sin B,V — sin 0, V4 + cos 6 cos 6, D. (7.5)
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1. Bestimmung des Winkels zwischen dem unverformten Direk-
tor und der globalen e3-Achse:

¢ = cos ' (Ds)

2. Einfiihren eines Rotationsvektors:

€3 X D
les x Dl

(Falls e3 und D kolinear sind, wird » = 0 gesetzt)

3. Berechnung der Euler Parameter

go = €08 (g) , @ =T;sin <g)

4. Bestimmung der Drehachsen als gedrehte globale e;- und es-

Achsen:
@+E—3 0192
V=2 G , Vo=2| ¢+¢é—3
—4290 4190

Bild 7.2: Algorithmus zur Bestimmung der lokalen kartesischen Koordinatensysteme

3. Mittelung aus den beiden obigen Verfahren:
. = = 1. = - _ _
d= 3 sin 6, (1 + cos 01) V- 3 sin 6, (1 + cos 02) Vo +cosbcosboD. (7.6)

4. Bestimmung iiber einen Drehvektor nach Marsden und Hughes [43] :

sin ¢ sin ¢

0,V 4+ cos oD
®

mit ¢ = /6% + 62.

d= 0_2V1 —

(7.7)

Aufgrund der ausgeprigten Richtungsabhéingigkeit, die bei einer Bestimmung des de-
formierten Direktors nach Verfahren 1 und 2 auftritt, sind diese beiden Verfahren nicht
empfehlenswert. Auch die Mittelung dieser beiden Verfahren entsprechend der dritten
Moglichkeit fiihrt zu keinem vollstdndig zufriedenstellenden Ergebnis, so daf hier al-
lein die Verwendung des Drehvektors, der im Bereich 0 < 6y, 0, < 27 singularititenfrei
ist, vorgeschlagen wird.
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7.1.3 Verzerrungen und Spannungen bezogen auf konvektive Koordinaten

Eine getrennte Betrachtung der Verzerrungen und Spannungen in Dickenrichtung und
parallel zur Referenzfliche erlaubt bei degenerierten Schalenelementen die Transfor-
mation der Verzerrungen und Spannungen auf ein lokales Koordinatensystem mit zwei
Achsen tangential zur Referenzfliche und einer senkrecht dazu in Dickenrichtung. Die-
ses Koordinatensystem, das bei einer numerischen Integration an jedem Gaufipunkt
aufgestellt werden muf}, kann ein kartesisches oder ein schiefwinkliges sein. Da fast
alle untersuchten Elemente auf angenommenen Verzerrungs- oder Spannnungsfeldern
in den natiirlichen Koordinaten (£, n, {) basieren, wird ein konvektives Koordina-
tensystem mit im allgemeinen schiefwinkligen Basisvektoren gewéhlt, die in dem be-
trachteten Punkt tangential zu den krummlinigen natiirlichen Koordinaten sind. Zur
einfachen Darstellung der kovarianten konvektiven Basisvektoren in der unverformten

0X
G, =— 7.8
ogi (7.8)
und verformten Konfiguration
ox
= 7.9
9 = 5 (7.9)

wird die Schreibweise £! = &£, €2 = 1 und &3 = ( eingefiihrt. Da zwischen den ko- und
kontravarianten konvektiven Basisvektoren die Bedingung

G -G =7 (7.10)

gilt, lassen sich die kontravarianten Basisvektoren mit Hilfe der kovarianten Metrikko-
effizienten

Gij =G; -G, (7.11)
und kontravarianten Metrik

[GY] = [Gy] (7.12)
aus der Beziehung

G' = GG, (7.13)

berechnen. Weil bei der Herleitung des Degenerationskonzeptes davon ausgegangen
wird, daf die natiirliche Koordinate ¢ senkrecht auf der von den Koordinaten & und
n aufgespannten Fliche steht, ist der kovariante Basisvektor G's kolinear zu dem kon-
travarianten Basisvektor G® und dem Direktor D. Deshalb verschwinden auch die
Metrikkoeffizienten

G® =G =Go3=G3,=0, mit a=1,2. (7.14)

ZweckmiBig zur Auswertung des Potentials (3.7) ist der auf kontravariante kon-
vektive Koordinaten transformierte Green-Lagrange Verzerrungstensor

E=E;G oG’ (7.15)
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und die zugehdorigen 2. Piola-Kirchhoff Spannungen in dem entsprechenden kovarianten
Koordinatensystem

S =57G;®GqG,, (7.16)

da dann die konvektiven Basisvektoren aufgrund der Bedingung (7.10) keinen Beitrag
zum Potential liefern.

Der Green-Lagrange Verzerrungstensor in einer kontravarianten Basis

Zur Bestimmung der Verzerrungen in kontravarianten konvektiven Koordinaten wird
von der allgemeinen Definition des Green-Lagrange Verzerrungstensors (2.3)
1
E=; (FTF —1) (7.17)
ausgegangen, wobei F' der Deformationsgradient (2.5) und I die Metrik der unverform-
ten Konfiguration ist. Die Transformation des Deformationsgradienten auf konvektive
Koordinaten fiihrt mit Hilfe des Deformationsgradienten in globalen Koordinaten

0zx;
ox, e ® e; (7.18)
iiber einen Wechsel der Basis
F=_—(eg")(e-G) g,®G (7.19)
0X;

und nach Einsetzen der entsprechenden Basisvektoren mit kleineren Umformungen auf
die einfache Darstellung

F=g,0G" (7.20)
Der zugehérige transponierte Deformationsgradient erhilt dann die Form:
F'=G'®g,. (7.21)

Durch Einsetzen des Deformationsgradienten (7.20) und des transponierten Defor-
mationsgradienten (7.21) erhilt man schlielich eine Darstellung des Green-Lagrange
Verzerrungstensors
E = - (G®g)(9,9GF) -G; G® )
(7.22)

N = DN =

(gi]’ - GZJ) GZ ® Gj

in der kontravarianten konvektiven Basis.
Fiir die spédtere programmtechnische Umsetzung erscheint folgende weitere Umfor-
mung zweckméfig, die durch Ausnutzen der Beziehung
_ Oz 00X  Ou ou

gi_a—gi_ 8§i+8—§i:Gi+8—§i’ (7.23)
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den Green-Lagrange Verzerrungstensor

1 ou Ou Ju Ou

und den linearisierten Green-Lagrange Verzerrungstensor

1 ou Ou

jeweils in einer lokalen kontravarianten konvektiven Basis ergibt.

Das linear elastische Materialgesetz in einer kovarianten Basis

Der Zusammenhang zwischen den kontravarianten Verzerrungen und kovarianten
Spannungen lautet

S = CMEy,, (7.26)

wobei C** die Komponenten des auf das kovariante Basissystem transformierten vier-
stufigen linear elastischen isotropen Materialgesetzes (2.41) sind:

C™ = \GIGM + 1 (Giijl + Gilej) Gi®G;®G,L®G,. (7.27)

Bei den oben auftretenden Lamé-Konstanten

Ev E

AR CER s S O (7.28)
bezeichnet E den Elastizitdtsmodul und v die Querkontraktionszahl. Wird die Bedin-
gung verschwindender Normalspannung in Dickenrichtung S$3* = 0 eingebracht, kann
die Normalverzerrung F33 als Funktion der Normalverzerrungen Eyi, Es; berechnet
werden. Damit lassen sich dann die Normalverzerrung und -spannung in Dickenrich-
tung aus der Spannungs-Dehnungs-Beziehung eliminieren, wodurch eine Reduktion
des Materialgesetzes erreicht wird. Durch die bei degenerierten Schalen gewihlte An-
ordnung der Komponenten des Verzerrungs- und Spannungstensors in Vektoren und
unter Vernachlissigung der Metrikkoeffizienten G*® und G3* folgt die Anordnung der
Elemente des reduzierten vierstufigen Materialtensors in einer Matrix mit dem Ergeb-
nis:

-GllGll G11G22 G11G12 0 07
GQZGH G22G22 G22G12 00
Craa = (A— a ) G2GM GRG® GG 0 0
A+2u
0 0 0 00
i 0 0 0 0 0]
(7.29)
-2G11G11 2G12G12 2G11G12 0 0 -
2G12G12 2022022 2G21G22 0 0
+ ) 2G12G11 2G22G21 G12012+GHGQ2 0 0
0 0 0 kG2G? kGG
| 0 0 0 kG3G* kG3BGY |
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Der in obiger Gleichung auftretende Faktor x ist ein Schubkorrekturfaktor, der dem
durch die beim Degenerationskonzept angenommenen konstanten Querschubverzer-
rungen in Dickenrichtung gegeniiber dem realen parabelférmigen Verlauf Rechnung
trigt, und bei Rechteckquerschnitten den Wert x = 5/6 animmt, siehe Bild 5.1.

7.1.4 Vorabintegration in Dickenrichtung und Definition von Schnitt-
groflen

Eine effiziente, rein zweidimensionale degenerierte Schalenformulierung ergibt sich
durch eine analytische Vorabintegration in Dickenrichtung. Dazu werden die Verzer-
rungen in einer kontravarianten konvektiven Basis (7.22) unter Beriicksichtigung der
Geometrie in der unverformten (3.1) und verformten (3.2) Konfiguration nach Poten-
zen der natiirlichen Koordinate in Dickenrichtung ¢ angeordnet:

Eaﬁ = €ap + Cﬁaﬂ + <2paﬂ
2Ea3 = Ya (730)
1
B33 = §h2(d-d—D-D):0.

In obiger Gleichung nehmen griechische Indizes die Werte a, 8 = 1,2, lateinische
Indizes die Werte 4,5 = 1,2,3 an und

1

€ap = 5 (Tra Trs — Xra Xnp) (7.31)
sind die Membranverzerrungen,
h
Kap = 5 (wR,a dg+xrp-dog— Xpo-Dg— Xprga- D’a) (732)

die Kriimmungen,

2

h
Pop = 9 (d,a dg—D,- D,ﬂ) (7.33)
die Kriimmungen zweiter Art, die bei der Vorabintegration vernachléssigt werden, und
Ya = TR} * d— XR,,B -D (734)

die Querschubverzerrungen. Die Vernachléssigung der Kriimmungen zweiter Art p,g ist
bei diinnen Schalen erlaubt, fiihrt bei dicken, gekriimmten Schalen jedoch auf falsche
Ergebnisse und ist bei einer numerischen Integration in Dickenrichtung nicht erforder-
lich.

Damit geht die schwache Form des Gleichgewichts

I = / S 0E dV + 6llep = / SYSE;; dV 4 61y (7.35)
14 1%

in die Darstellung

5T1 = / (5% (Seap + CORap) + S®367a] AV + 6Tlag (7.36)

14
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iiber. Die notwendige Integration iiber das Volumen li8it sich mit den kovarianten
Basisvektoren der Referenzkonfiguration (7.8)

dV = [(G1 x Gy) - Gs] d€édnd( (7.37)
nach Einfiihren eines Shiftertensors

Z=G;®GY G, ... Basisvektoren der Referenzfliche (7.38)
und weiteren komplexen Umformungen wie folgt angeben

dV = u¢ dA. (7.39)

Mit der Abkiirzung p = detZ wird die Determinante des Shiftertensors bezeichnet, die
vereinfachend bei diinnen Schalen meist zu eins gesetzt wird. Mit Hilfe der Definitionen
der Normalkréfte

n = /Saﬁ,u dc, (7.40)
¢

der Biegemomente

m®® = [ S8¢u d¢ (7.41)
/

und der Querkréfte

%= [ S*®udcC (7.42)
/

ergibt sich schliefflich die entsprechende Darstellung der schwachen Form

Ol = / (n“ﬁéeaﬁ; + m“ﬁéﬁaﬁ + 8“5%) dA + 611,4. (7.43)

A
Allerdings sind bei miaflig dicken, stark gekriimmten Schalen und bei iiber die Ele-
mentdicke verdnderlichen Materialgesetzen aufwendige Zusatziiberlegungen notwendig
[17]. Da das langfristige Ziel einer materiell nichtlinearen Formulierung angestrebt ist,

wird in dieser Arbeit lediglich der allgemeingiiltige Fall einer numerischen Integration
in Dickenrichtung betrachtet.

7.1.5 Die tangentielle Elementsteifigkeitsmatrix und der Elementresidual-
vektor

Entsprechend Kapitel 2.5 lautet die diskrete Form des fiir den Einsatz bei einem New-
ton Losungsalgorithmus linearisierten inkrementellen Gleichungssystems:

K in,Ad = F. (7.44)
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Hierbei wird die globale Steifigkeitsmatrix durch Zusammenbau der einzelnen tangen-
tiellen Elementsteifigkeitsmatrizen

Kfang = / <€,7;l Crede . + 5,7;kde Crede) dV
144 (7.45)
= /// Chrei€ d. T e’ d.d. C,ede) detJ dédndC

-1-1-1

und der globale Residualvektor durch Zusammenbau der Elementresidualvektoren

fe:fext_fint = femt_/e’j;icrededv

e (7.46)

-t / / / C et det dédndc

-1-1-1

erhalten. In Gleichung (7.45) und (7.46) ist detJ die Determinante der Jacobimatrix
der isoparametrischen Abbildung

OX Y 97
o 0¢& O
0X oY 07
J=| — — = |. 4
on on 0O (747)
oxX oV 07
| ¢ 0¢ OC |
Fiir die weitere formale Darstellung ist es zweckméfig, die Abkiirzungen
U;
d. 7
wu=Dd.=[D' ... D"]| : mit d, = | (7.48)
dy o)
0
und
N; 0 0 —3ChNVGy 3ChiN; VY
D' = N;i 0 —3ChiN;Vy, 3ChiN;Vi, (7.49)

0
0 0 N —5ChNiVy 5ChiNViy
fiir die Verschiebung und entsprechend fiir die Verschiebungsableitungen nach den
natiirlichen Koordinaten
ou ou ou
=D de; — =D de; a,
o~ ¢t an n aC

einzufiihren. Die Gleichungen (7.48) bis (7.50) sind lediglich fiir kleine Rotationen
01, 0y giiltig, dann kann jedoch die aufgrund der sonst auftretenden Nichtlinearititen

= D.d, (7.50)
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komplexe weitere Vorgehensweise kompakt beschrieben werden. Damit nimmt der Ver-
zerrungsvektor € die einfache Form

( G| D.d. + 3d; D{ D.d, \

o GiD,d. + 3d DI Dyd,

e=| 2By, | =| GID,d.+ G} D¢d. +d.D{D,d. |, (7.51)
2FE9;
N GjD.d. + Gy D,d. + d: D] Dd,

\ GTD.d, + GIDcd, + d" DI D.d,
die zweistufige Operatormatrix € d, die Form
G| D; +d.D{ D,

G; D, + dZD;FD,7

€d, G!D,+ G;D; +d;D{D, + d; D] D, (7.52)

G,D;+G;D,+d.DI'D +d] D[ D,

GiD;+Gi;D;+d/D{D+d,D{ D,

und die dreistufige Operatormatrix € 4 4 die Form

eqq =|H: H, Hy H, H;] (7.53)

an. Die zweistufigen Untermatrizen H; ergeben sich in der lokalen kontravarianten
Basis durch Auswerten der Matrizenprodukte zu:

H, =D{D;, H,=D!D, H;=D[D,+D]D;

(7.54)

H,=D!D.+ DD, H;=D{D + D{D..

Um bei groflen Rotationen mit den Direktoren in der verformten Konfiguration
nach Gleichung (7.4), (7.5), (7.6) oder (7.7) eine entsprechende Darstellung zu erzielen,
werden abweichend die Abkiirzungen D, D¢, D, und D¢ iiber die Ableitung der
Verschiebungen u nach den generalisierten Elementknotenverschiebungen d, definiert:

ou ou ou
=[D' ... D"|=| — ... = .
D=| ] [ od! od" ] od, (7.55)
und
au au au
D — a(ade) D — 8<6de) D — a(ade) (756)
o¢ n an ¢ aC '
mit den Matrizen
[ adlz adlz i
N, 0 0 ZLicmN=—- hiN;—
36 00: ¢ o0,
. 8d2, asz
D' = 0 N; O h;N;—— h;N;—— )
18 o0 18 o0, (7.57)
0ds; 0ds;
0 0 N; hiN;— hiN;—
i 3¢ o0 3¢ o5 |




Die Auswertung der Verzerrungen erfolgt jetzt nach Gleichung (7.22), die zweistufige
Operatormatrix € d. lautet

[ g1 D,
ggDn
griPDn + gng (7-58)

€d.
QQTDC + gSTDn

| 91 D¢+ g5 D; |

und die dreistufige Operatormatrix € d.d, entspricht Gleichung (7.53). Allerdings ent-
halten die zweistufigen Untermatrizen

o 2u
- - od;
H1 = D§D§+gl T

a(az—%)
H, = D'D,+gl —2%/
n=—"mn 37)

? (221@ 9 (Z@ (7.59)
H; = D{D,+DID;+gl ——% +g] — "~ '

’u ’u
_ T T T8<8dz> Ta<3d:)
H4 DnDC+D(D7I+927+g e a—

0 (3—“) d (6—“)
H; = D'D.+D'D +gT67de+gT67de
5 13 ¢ ¢ ¢ 1 8< 3 ag

zusétzlich zweite Ableitungen des Verschiebungsvektors w nach den generalisierten
Knotenverschiebungen d.. Da sich diese dreifach indizierten zweiten Ableitungen nicht
iibersichtlich angeben lassen und bei nicht zu grofien Rotationen ohnehin vernachléssigt
werden konnen, wird in der vorliegenden Arbeit auf eine ausfiihrliche Darstellung
verzichtet und lediglich auf die Literatur verwiesen, z.B. Gebhardt [26].

Somit sind mit der Materialmatrix C..4 (7.29) aus dem vorangegangenen Abschnitt
alle Groflen zum Aufstellen der tangentiellen Elementsteifigkeitsmatrix und des Ele-
mentresidualvektors bei kleinen wie auch bei groffien Rotationen bekannt.

7.1.6 Beriicksichtigung einer verformungsabhingigen Druckbelastung

Die zu der Elementsteifigkeitsmatrix und zu dem Elementlastvektor durch eine ver-
formungsabhéngige Belastung mit einer konstanter Druckbeaufschlagung hinzukom-
menden Anteile werden beschrieben, da dies vor allem viele Referenzbeispiele [55]
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der langfristig angestrebten Berechnungen mit nichtlinearen Materialgesetzen erfor-
dern. Da verformungsabhingige Lasten im allgemeinen auch nicht konservative Lasten
beinhalten kénnen, die kein Potential besitzen, wird im Gegensatz zu den restlichen
Abschnitten als Ausgangspunkt die Darstellung der schwachen Form nach Gleichung
(2.22) gewihlt. Dann erhélt die linearisierte schwache Form nach einer Aufspaltung
in innere und duflere Anteile entsprechend Gleichung (2.23) und Beriicksichtigung der
Anteile aus den dufleren Lasten bei der anschliefenden Linearisierung die folgende
Darstellung:

(DGmt + DGemt) Au = — (Gmt + Gemt) ; (760)

die durch eine Trennung des Anteils aus der dufleren Belastung in einen verformungs-
abhiéingigen Anteil GY,, und verformungsunabhéngigen Anteil G¥,,

Gegt = GP,, + G* (7.61)

ext

und mit der Bedingung DG?,, = 0 weiter umgeformt werden kann

(DGint + DGEy) - At = — (Gint + Gy + Giy) - (7.62)
Im weiteren Verlauf werden lediglich die zusétzlichen, druckabhéingigen Anteile G%,
und DG?, betrachtet.

ext
Der Vektor aus einer Druckbelastung mit konstantem Druck p, ergibt sich wie folgt

p=pn (7.63)

mit dem Normaleneinheitsvektor

X
n= L& Tn (7.64)
TeX T,

der Schalenober- bzw. -unterfliche in der verformten Konfiguration. Der dadurch er-
haltene, druckabhingige Anteil der schwachen Form

GY.. = —Do / du-n dA (7.65)
A

158t sich durch den Ubergang von globalen Koordinaten auf konvektive Koordinaten
dA = |z ¢ X x,| dE dn wie folgt darstellen:

+1 +1

Geot = —Do / / ou-(ze X x,) d§dn. (7.66)

“1-41
Daraus ergibt sich auch der zusétzlich benotigte Linearisierungsoperator

+1 41
DG? ., - Au = —p, //(5'& (e X Auy +Auge x x,) dE dn. (7.67)

-1 -1
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Durch den anschlieBend notwendigen Ubergang auf eine diskretisierte Form mit
der Einfithrung der Abkiirzungen (7.48) und (7.50)

du = Déd, Aug=D.Ad, Au, = D,Ad, (7.68)

und der bekannten Ableitungen der verformten Geometrie nach den £ und 1 Koordi-
naten

w,é‘ = X’é‘ + ua§ mﬂ) = X:”I + ’U'JI (7'69)

erhilt man den verformungsabhéngigen dufleren Anteil der schwachen Form in diskre-
ter Darstellung

141
Gowe = —po [ [ou” (xgxx,) dEdy

;1‘1+1+1 . (7.70)
= —0d{ po [ | D" (e x x,) dE dn
—1-1

und den zugehorigen Linearisierungsoperator

141
DG, -Au = —py [ [éu' (xex Au,+ Aug x x,) dE dn
S15

R (7.71)
— —6d" po [ [ D" (we x D,+ D¢ x m,,) dé dn Ad,.
—1—

1

Somit sind die durch eine konstante Druckbelastung hinzukommenden, im allge-
meinen unsymmetrischen Anteile zur Elementsteifigkeitsmatrix (7.45)

+1 +1
K? = —pq / / D" (z¢ x D, + D¢ x ) d€ dn (7.72)

15
und zum Elementlastvektor (7.46)

+1 +1

T / / D" (2 x @) dg dn (7.73)

-1 -1

bekannt.

7.1.7 Vereinfachungen bei der Geometrieeingabe

Der urspriinglichen Formulierung des Schalenelementes von Gebhardt [26] liegt zu-
grunde, dafl an jedem Knoten der Referenzfliche die Koordinaten von der Schalenober-
und -unterseite eingegeben werden miissen. Daraus lassen sich dann die Koordinaten
der Referenzfliche und der Direktor des jeweiligen Knotens bestimmen. Eine deutlich
einfachere Geometrieeingabe beruht auf der direkten Eingabe der Koordinaten der
Referenzfliche und der Dicke an jedem Knoten.
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Zur Bestimmung der Direktoren eines einzelnen Elementes werden entlang der
beiden natiirlichen Koordinaten der Referenzfliche Polynomansitze in Vektorform

p% = [a'n-f-lfn + a”ngnil +...+ a’l]n:m (7 74)
Bl = gt + b+ bl |

der Ordnung n definiert, die der Ansatzordnung des betrachteten Elementes entspricht.
Die Koeffizientenvektoren a; und b; werden mit Hilfe der Ortsvektoren zu den Knoten,
die auf den Kurven £ = & und n = 7, liegen, angepaf3t. Dann lassen sich an jedem Kno-
ten zwei Vektoren berechnen, die tangential an die von den natiirlichen Koordinaten &
und n aufgespannten Ebene verlaufen, indem man die Polynomansétze pé und pf) zuerst
nach & beziehungsweise 1 ableitet und anschlieflend die Position des Knotens (&;, 1;)
einsetzt. Der Direktor des entsprechenden Knotens D; ergibt sich schliefllich durch
das Kreuzprodukt dieser beiden Vektoren, Bild 7.3. Allerdings mufl darauf geachtet

Sy
CHE

Bild 7.3: Ermittlung der Direktoren am Beispiel eines 16 Knoten Elementes

werden, dafl die Direktoren eines Elementes alle die gleiche Orientierung besitzen.

Diese Vorgehensweise soll kurz an dem Beispiel eines Elementes mit kubischen
Ansatzfunktionen fiir den Knoten 13 mit der Position in natiirlichen Koordinaten
& = —1/3 und n = —1/3 verdeutlicht werden, Bild 7.7. Die Polynomansitze

P = a1’ + a8’ + @l + a
P, = ban® + bsn? + bon + by
mit den Koeffizientenvektoren a; aus den Gleichungen
P(§=—1)=XF, pe6=-1/3)=Xy, pl6=1/3)=X5, pl6=1)=Xp
und den Koeflizientenvektoren b; aus
p,(n=-1)=X% p,(n=-1/3)=Xg, p,(n=1/3)=Xg, p,(n=1)=Xg

ergeben die Tangentenvektoren der natiirlichen Koordinaten £ und 7

dp 1 1
‘/13:—f :—a4——a3+a2
S de s 217 6
dp 1 1
vii= "1 = —by — —by + b,.
K an f,e_i3 27 6
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Der gesuchte Direktor des Knotens 13 wird dann iiber das Kreuzprodukt
D13 = V%3 X V,}]3

erhalten.

Natiirlich konnte die Bestimmung der Direktoren auch direkt aus den zugrundelie-
genden zweidimensionalen Ansatzfunktionen fiir die Geometrieapproximation erfolgen,
jedoch mit groBerem Berechnungsaufwand, d.h. die resultierende Elementformulierung
ist ineffizienter.

Anschliefend miissen auf globaler Ebene alle zu den verschiedenen an einem Kno-
ten angrenzenden Elemente gehorende Direktoren gemittelt werden, um auch bei ge-
kriimmten Strukturen eine Diskretisierung ohne Unstetigkeiten an den Elementgrenzen
zu gewahrleisten.

7.2 Bilineare degenerierte Schalenelemente

Degenerierte Schalenelemente mit bilinearen Ansatzfunktionen werden seit vielen Jah-
ren intensiv untersucht, siehe z.B. Gebhardt [26]. Deshalb wird in diesem Abschnitt
lediglich ein lang bekanntes Element beschrieben, daf} sich durch seine herausragen-
den Eigenschaften bewidhrt hat. Zusétzlich wird eine bekannte Verbesserung dieses
Elementes dargestellt.

Degenerierte Schalenelemente mit bilinearen Lagrange Ansatzfunktionen

Ni&m)=-(1+&(1+n) i=1...4 (7.75)

1
4
und einer reinen Verschiebungsformulierung neigen, wie schon in Kapitel 3.2.1 ausfiihr-
lich erldutert wurde, zur Querschubversteifung.

7.2.1 ANS4 Element

Deshalb wurde die Methode der angenommenen Verzerrungen erstmals von Hughes
und Tezduyar [35] auf ein degeneriertes Schalenelement mit bilinearen Ansatzfunktio-
nen angewendet. Da hierbei die transversalen Schubverzerrungskomponenten in dem

// C
/ /ﬂ’»s /

.
Ene Eg A

Bild 7.4: Angenommene Querschubverzerrungen

natiirlichen &, n, ¢ Koordinatensystem angenommen werden und die restlichen Ver-
zerrungen unverdndert bleiben, hat sich die englische Bezeichnung ,, Assumed Natu-
ral Shear Strain“ durchgesetzt, die meist mit ANS abgekiirzt wird. Der bilinearen

74



ANS Elementformulierung liegt eine in £&-Richtung konstante und in n-Richtung linear
verénderliche Approximation der angenommenen Querschubverzerrung Ep,

1 1
Eee = (1= n)Eg + 5 (1+n)Eg, (7.76)

zugrunde. Dagegen wird die Verzerrung E,. konstant in 7- und linear in §-Richtung

Ey e = %(1 —EL + %(1 +&)EL (7.77)

angenommen, siehe Bild 7.4. Entsprechend der Darstellung in Kapitel 3.3.1 liegen
dieser Approximation die Matrizen

1] 0 14¢& 0 1-¢

@ro=los  Qu=5|1-5 0 145 o0 (7.78)

und die Vektoren
_ T _ T
Emb = [ Eee Eyy 2Eg, } » Egs = [ Eﬁ% Eél?& EWCC E€D§ ] (7.79)

zugrunde. Ein Vergleich der beiden Bilder 3.2 und 7.4 zeigt, dafl diese Modifikati-
on des bilinearen 4-Knoten Schalenelementes eine versteifungs- und kinematikenfreie
Formulierung ergibt. Des weiteren zeigt sich, daf in £ und 7 konstant angenommene
Querschubverzerrungen mit Stiitzstelle am Elementmittelpunkt auf eine der selektiv
reduzierten Integration des Querschubanteils entsprechende Formulierung fiihrt.

Dieses degenerierte Schalenelement eignet sich sehr gut fiir effiziente, lineare und
nichtlineare Berechnungen von Schalenstrukturen.

7.2.2 EAS4 Element

Obwohl bei bilinearen Schalenelementen lediglich eine leichte Versteifung bei linearem
Verlauf der Membrannormalverzerrungen auftritt, kann das Verhalten des ANS4 Ele-
mentes bei Problemen, bei denen Membranspannungen dominieren, weiter verbessert
werden. Die Anwendung der EAS Methode auf die Membran- und Biegeverzerrungen
des bilinearen Schalenelementes wurde erstmals von Simo und Rifai [69] vorgestellt.
Dabei werden nur die Membran- und Biegeverzerrungen entsprechend Gleichung (3.49)
wie folgt erweitert:

e=e,+e=| Ey + | Ep (7.80)
2B¢y k 2E¢,

o
. 2 t2, ti1tie [ £000 1 al
€= detJ t%l t%z t21t22 0 n 00 a2 . (781)
[ 2t11t 2ti9tae  Tiilag + liglan [ 00¢&n J ai
T M ‘
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Aufgrund der in die Orthogonalitéitsbedingung (3.48) eingehenden Beziehung dV =
detJ dédnd( mufl bei unregelméfligen Elementformen die Determinante der Jacobi-
matrix detJ bei der Interpolation beriicksichtigt werden. Die Matrix T als Ergebnis
einer Transformation eines zweistufigen Tensors mit den Komponenten

tas = G (&,1,¢)G?(0,0,0) mit o, f=1,2 (7.82)

ist notwendig, damit die unabhéngigen Parameter a, nicht von der Basis abhéngen und
an jeder Stelle im Element die gleichen Werte annehmen. Somit sind diese Parameter,
die keinen Einfluf} auf andere Elemente haben, auf den Elementmittelpunkt bezogen.

Der Matrix M liegt die Idee zugrunde, die Verzerrungen bilinear zu erweitern.
Dann wiirde sich entsprechend dem bekannten inkompatiblen Scheibenelement von
Wilson [79] folgende Matrix ergeben:

B E0 00 & 0 O
M=|0n00 0 & 0 |. (7.83)
00 &En 0 0 &

Nach Untersuchungen von Simo und Rifai [69] und Andelfinger und Ramm [3] sind
die Verbesserungen durch die drei gemischten Terme £n jedoch unwesentlich, so dafl
die durch die Vernachléssigung dieser Terme erzielte Rechenzeitersparnis aufgrund der
dann notwendigen Invertierung einer vierstufigen Matrix anstatt einer siebenstufigen
Matrix deutlich dominiert [69], [3]. Es kann leicht nachgewiesen werden, daf§ die mit
der Matrix M erweiterten Verzerrungen die Orthogonalitéitsbedingung (3.48) erfiillen
und nicht in den kompatiblen Verzerrungen enthalten sind.

7.3 Biquadratische degenerierte Schalenelemente

Bei der Untersuchung von Platten hat sich bereits gezeigt, dafl deutliche Verbesserun-
gen des Elementverhaltens gegeniiber dem bilinearen Schalenelement nur durch die
Verwendung von biquadratischen Lagrange mit neun Knoten pro Element statt Seren-
dipity Ansatzfunktionen mit acht Knoten erzielt werden kénnen. Die Lage der neun
Knoten, die als Stiitzstellen fiir die biquadratischen Lagrange Ansitze

1
o= a0+ (0-)-€)]

1 (7.84)
[577771(1"‘777%)"‘(1—772)(1—772'2)] 1=1...9
dienen, sind in Bild 5.3 dargestellt. Wie bereits in Kapitel 3.2.2 ausfiihrlich erldutert,
treten bei einer reinen Verschiebungsformulierung Membran- und Querschubverstei-
fungseffekte auf, die durch Ansétze fiir Dehnungen und/oder Spannungen behoben
werden konnen.

7.3.1 QUAD9 Element

Eine vielversprechende, isoparametrische, degenerierte Schalenelementformulierung
mit biquadratischen Lagrange Ansatzfunktionen wurde von Huang und Hinton [33]
entwickelt.
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Zur Vermeidung der Querschubversteifung wird die Methode der angenommenen
Verzerrungen angewendet, wobei die von Bathe und Dvorkin [23] fiir das 4-Knoten
Element verwendete Vorgehensweise zur Approximation der Querschubverzerrungen in
natiirlichen Koordinaten fiir biquadratische Elemente erweitert wird. Die Querschub-
versteifung 148t sich beim bilinearen Element vermeiden, indem die entlang ihrer Wir-
kungsrichtung linear verénderlichen, kompatiblen Verzerrungsanteile vernachléssigt,
demnach die Verzerrungen konstant angenommen werden. Zusammengefafit ergibt sich
der approximierte Verlauf der Verzerrungen durch die Reduktion der kompatiblen Ver-
zerrungsverldufe in Richtung ihrer Wirkung um eine Ordnung. Folglich werden bei

n n
'iLLf

12) | (1.1) (3.1)% (21)e (1,1)4
b T“

(;,2) (2.=1)

\
S
_]F—
Q‘
oS
S
|
—
Sl

b (3.2)% (2.2)¢ (1,2)4

Gz | (31)
Eee En¢

Bild 7.5: Stiitzstellen der Verzerrungsinterpolation des QUAD9 Elementes

biquadratischen Verschiebungsansétzen die Verzerrungen FE¢ linear in £ Richtung und
quadratisch in 7 Richtung
3 2
B =Y > PmQ; (&) B’ (7.85)
i=1 j=1

und die E,; Komponente linear in 7 Richtung und quadratisch in £ Richtung

Ey = Z Z P(&)Q;(n)ES” (7.86)

=1 j=1

angenommen. Die Funktionen P; und @; der obigen Verzerrungsfelder sind so gewéhlt,
daB sie jeweils an einer Stiitzstelle den Wert eins und an den anderen den Wert null
annehmen:

Pi(z) =35(z+1) Qi(z) = 3 (1+ V32)

Poe) =122 Qz)=3(1-V32)  z=6n (7.87)

Im Gegensatz zu den Querschubverzerrungen werden die Membranverzerrungen
Eppe und Eg in lokalen kartesischen Koordinaten, die parallel zur Referenzfliche
ausgerichtet sind, ausgewertet. Dieses lokale kartesische Koordinatensystem in der un-
verformten Konfiguration kann wie folgt gew#hlt werden:

2X oX | 0X
X':—a"’;(, Z’:—a"jf( :)"(, Y'=X'xZ. (7.88)
‘a—g ‘8—€X3—n

7



Somit muf in den Gleichungen (7.85) und (7.86) £ und 7 formal durch 2’ und y' ausge-
tauscht werden. Zusétzlich wird die Membranschubverzerrung E,,,/,s als quadratische
Funktion angenommen

3 2 3 2

1 iy 1 y
Enaty = 50> QOPMEDy +5 Y POQUMELD, (7.89)

i=1 j=1 i=1 j=1

die aus einer Kombination der E,,;;» und E,,,, Interpolation hervorgeht. Allerdings
wire es der tabellarischen Untersuchung von Andelfinger [2] folgend besser, die Mem-
branschubverzerrungen lediglich bilinear zu approximieren.

Auch hier kann auf die in Kapitel 3.3.1 eingefiihrte Matrizenscheibweise iiberge-
gangen werden. Dann lassen sich die Verzerrungen durch die Matrizen mit den ange-
nommenen Verzerrungsverldufen

Q' 0O Oix6 Oixs
Qus= | O1xs Q@ O O1xg | Q= [
Oix6 Oi1xs Q' Q7

mit den im Anhang C.1 dargestellten Abkiirzungen Q' und Q* und den Vektoren mit
den Werten der Verzerrungen an den Stiitzstellen €,,, und €,5 berechnen.

Jedoch ist es im Gegensatz zu linearen Analysen bei geometrisch nichtlinearen
Problemstellungen nicht mdglich, die Verzerrungen in der Referenzebene in einen
Membran- und Biegeanteil aufzuspalten. Doch tritt kein erkennbares Fehlverhalten
beziiglich Konvergenzrate oder Effizienz auf, wenn die Biegeverzerrungen entsprechend
den Membranverzerrungen angenommen werden.

Allerdings ist aufgrund der Approximation der Querschubverzerrung und der Ver-
zerrungen parallel zur Referenzfliche an jedem Gauflpunkt und zusédtzlich an jeder
Stiitzstelle eine Transformation der Art

Q' 016 ]
(7.90)

01><6 Q2

E| =@ E|, .0 (7.91)

I
m’y"z

&m¢

nicht vermeidbar. Die Transformationsmatrix
=T -J! (7.92)

setzt sich dabei aus der Transformationsmatrix vom globalen ins lokale kartesische
Koordinatensystem

T=[xY, 2" (7.93)

und der inversen Jacobimatrix J ! zusammen. Mit der Orthogonalitiitseigenschaft der
Transformation zwischen kartesischen Koordinatensystemen

T '=T" (7.94)
nimmt die Transformationsmatrix fiir die Riicktransformation folgende Form an:

@r=J-T. (7.95)
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Da diese Transformationen sehr aufwendig sind, ist diese Elementformulierung beson-
ders bei nichtlinearen Berechnungen recht ineffizient.

Diese Einschrinkung 148t sich einerseits dadurch umgehen, indem statt der Ap-
proximation der Membranverzerrungen der Membrananteil reduziert integriert wird.
Jedoch entstehen bei dieser Vorgehensweise unerwiinschte Kinematiken und somit wird
diese Variante nicht weiter in Betracht gezogen. Auch die beschriebene Vorgehenswei-
se kann effizienter formuliert werden, wenn die notwendigen Transformationen vorab
durchgefiihrt werden. Das heif3t, der Anteil aus den Membran- und Biegespannungen
und -verzerrungen muf in einem lokalen kartesischen Koordinatensystem ausgewertet
werden und im Gegensatz dazu der Anteil aus dem Querschub in lokalen konvektiven
Koordinaten.

7.3.2 MITC9 Element

Eine weitere Moglichkeit, zu einer effizienten Formulierung zu gelangen, wurde von
Bathe und Bucalem [20] vorgeschlagen und basiert wiederum auf der Methode der an-
genommenen Verzerrungen. Dabei wird die Approximation der Querschubverzerrungen
unverdndert von Huang und Hinton iibernommen. Die Membran- und Biegeverzerrun-
gen werden im Gegensatz zu der oben beschriebenen Vorgehensweise [33] entsprechend
den Querschubverzerrungen in dem natiirlichen Koordinatensystem approximiert. Da-
durch werden die sehr rechenzeitintensiven Transformationen vermieden. Zusétzlich
wird die Schubverzerrung FEp, parallel zur Referenzfliche so modifiziert

2 2
Eey =YY Qi6)Q(mEG”, (7.96)
=1 j=1
daB sie jetzt bilinear iiber das Element verlduft und damit entsprechend der tabella-
rischen Untersuchung von Andelfinger [2] zu einer vollstindig versteifungsfreien Ele-
mentformulierung fiihrt.

A
n
1l a

(z1) | (11

B
S
I
Sl

(z2)  (1,2)

E¢n

Bild 7.6: Stiitzstellen der Verzerrungsinterpolation Eg, des MITC9 Elementes

Damit dndert sich in der Matrizendarstellung nur die Matrix
Q' O 014

Qus= | Oixs Q% 01y (7.97)
Oix6 Oixg Q°
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mit einer neu eingefiihrten Abkiirzung Q> und dem Vektor mit den Werten an den
Stiitzstellen g,,,, die beide im Anhang C.2 beschrieben sind.

7.3.3 SHELI9N Element

Eine andere Vorgehensweise basiert auf der in Kapitel 3.3.2 beschriebenen Methode
der angenommenen Spannungen und wurde von Rhiu und Lee [57] auf degenerierte
9-Knoten Schalenelemente angewendet.

Der wesentliche Schritt in der Entwicklung eines Elementes mit angenommenen
Spannungen besteht in der Wahl der Interpolationsmatrix P, die bei Zugrundele-
gung eines linear elastischen Materialgesetzes in einen Membran- und Biegeanteil P,
und einen Querschubanteil Py, aufgespalten werden kann. Hier werden die Spannungs-
verldufe S und S™ in lokalen konvektiven Koordinaten durch unvollstindige quadra-
tische Funktionen und die Spannung S¢7 durch eine bilineare Funktion approximiert.
Damit ergibt sich durch Vernachlédssigung der fiir die Versteifung verantwortlichen
Spannungsanteile dquivalent zu dem MITC9 Element folgende Interpolationsmatrix
fiir den Membran- und Biegeanteil

&n

0
0 2
0

&n |- (7.98)
0

0 &n?
0 0
E&n 0O

Die Querschubverzerrungen werden entsprechend durch die gleichen unvollstéindigen
quadratischen Funktionen approximiert. Somit sind der Querschubanteil P, und der
Membran- und Biegeanteil P,,, der Interpolationsmatrix P bis auf das Fehlen der
dritten Zeile identisch. Sowohl die Approximation der Membran- und Biegeverzer-
rungen als auch die Querschubverzerrungsinterpolation erfiillen die Babuska-Brezzi
Bedingung (A.39) und somit ist eine kinematikenfreie Elementformulierung gew#hr-
leistet. Allerdings sind bei obiger Wahl der Interpolationsmatrix die Invertierung einer
Matrix vierzehnter Ordnung auf Elementebene erforderlich, d.h. diese Formulierung
ist sehr rechenzeitintensiv.

Eine deutlich effizientere Formulierung wird erhalten, wenn die angenommenen
Spannungen dhnlich der EAS Methode in einen Anteil niederer und hoherer Ordnung
aufgespalten werden

1
P, = 0
0

o O
o o3
o = O
o O

0
&n
0

oM O
o33 O
m o O
I © O

o=o0,+6 =CBd+ Pg, (7.99)

wobei o die aus den Verschiebungen ermittelten kompatiblen Spannungen niederer
Ordnung und o die erweiterten oder Spannungen héherer Ordnung sind. Das Einsetzen
in das Hellinger-Reissner Funktional (3.16)

e = —dT/BCBdVd BT /P Bdvd+ B /P Bdvd
——ﬁ /P C'P dV B + 1.y (d) (7.100)

= 5dTKd +B87Gd - 5,BTH[& + Mg (d)
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mit den Abkiirzungen

K = /BCBdV H = /PClPdV

(7.101)
G= /P B dV — /P B dV

fiihrt nach Variation, Anwenden des Fundamentallemmas der Variationsrechnung und
Kondensation der unbekannten Parametern 8 zu der tangentiellen Steifigkeitsmatrix

Kiu,=K+G H'G. (7.102)

In obigen Gleichungen deuten die an den Integralen auftetenden Indizes auf eine re-
duzierte Integration mit 2x2x2 Gaufl Punkten niederer Ordnung (L) beziehungsweise
auf eine volle Integration mit 3x3x2 Gauf§ Punkten hoherer Ordnung (H) hin.

Auch die gewihlte Interpolationsmatrix kann wieder in einen Membran- und Bie-
geanteil

) &n? 0
Pou=| 0 & (7.103)
0 0

und in einen Querschubanteil getrennt werden, der sich wieder nur durch das Fehlen
der dritten Zeile unterscheidet. Diese Vorgehensweise, bei der nur noch die Inversion
einer Matrix zweiter Ordnung notwendig ist, kann als reduzierte Integration mit Rang
zweil Aufdatierung interpretiert werden.

Jedoch sind fiir die geometrisch nichtlineare Formulierung aufwendige Uberlegun-
gen notwendig, die hier nicht vorgestellt werden, da aufgrund der Notwendigkeit der
Invertierung der Materialmatrix die Verwendung des Elementes bei allgemeinen Ma-
terialgesetzen — einem langfristigen Ziel — ohnehin stark eingeschrénkt ist.

7.4 Bikubische degenerierte Schalenelemente

Um beurteilen zu kdnnen, wie sich eine weitere Erhohung der Ordnung der Ansatzfunk-
tionen auf das Verhalten degenerierter Schalenelemente auswirkt, werden in diesem
Abschnitt zwei Elemente, die auf bikubischen Lagrange Ansatzfunktionen basieren

2 1 o
N; = 356 (5 ——> (7) —§> (1+£&(1£n) i=1,2,3,4

_ M3 e 2 1) (1 -
N, = 256(5 1)(77 )(ig)(uzn) i=5,6,9,10

9/ \3
043 N (7.104)
N;, = —ﬁ("—l)(2—§> <§in>(1i§) i=17,8,11,12
729 1 1 :
N; = 256(5 -1) (n*-1) <§i§) <§:l:77> i=13,14,15,16
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Bild 7.7: Lage der Knoten bikubischer Lagrange Formfunktionen

vorgestellt, siehe Bild 7.7. Im Gegensatz zu den Elementen mit niedrigeren Ansatz-
funktionen weisen Berechnungen, die mit einem auf einer reinen Verschiebungformulie-
rung basierenden 16-Knoten Schalenelement (z.B. Ramm [53]) durchgefiihrt werden,
nur bei stark gekriimmten Strukturen zu steife Ergebnisse, d.h. eine geringe Schubver-
steifung auf. Ansonsten zeigt dieses Element in den meisten Féllen ein gutes Konver-
genzverhalten und ist aufgrund keiner weiteren Annahmen recht effizient.

7.4.1 MITC16 Element

Um eine Elementformulierung zu entwickeln, die keinerlei Anzeichen zum Versteifen
erkennen 148t, wird die Methode der angenommenen Verzerrungen in natiirlichen Ko-
ordinaten auf das bikubische Element von Bathe und Bucalem [20] mit der gleichen
Entstehungsidee der Interpolationsfunktionen wie bei den entsprechenden bilinearen
oder biquadratischen Elementen iibertragen. Dann lauten die angenommenen Quer-

T)_A a , ,r]_ALL
. [ ] J?L Ta a = 0774
[ [} ] ‘I VS ’ - I VE b - 0881
.. e e e c = 0.333...
Eeg Bee E¢n

Bild 7.8: Stiitzstellen der Verzerrungsinterpolation des MITC16 Elementes

schubverzerrungen wie folgt:

Fie= 335 PONQOF > PAEQ (n) B

||
Mq;

1= 1] i=1j=1
3 4 3
B = 32 3 PONQ (O =;23m QimER" . (7.105)
(2 7 1=17=
3 3 .
%=;;@®@wwﬂ
1=13=
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Wie zu erkennen ist, werden die Querschubverzerrungen und die normalen Membran-
und Biegeverzerrungen quadratisch entlang der einen natiirlichen Koordinate und ku-
bisch entlang der anderen interpoliert. Entsprechend der Vorgehensweise in Kapitel
7.3.1 werden die Membran- und Biegeschubverzerrungen eine Ordnung niedriger als
die Verschiebungsapproximation angenommen, also hier biquadratisch. Die Funktio-
nen P;(&,n) und Q;(€,7) sind wiederum so gewihlt, dafl sie entlang einer Linie & =
konstant beziehungsweise = konstant an einer Stiitzstelle den Wert eins und an den
restlichen den Wert null annehmen. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird hier auf
eine Darstellung der angenommenen Verzerrungen in Matrixnotation verzichtet.
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8 Numerischer Vergleich der verschiedenen dege-
nerierten Schalenelementformulierungen

Die linearen und geometrisch nichtlinearen Berechnungen werden in diesem Kapitel
mit den in der Tabelle 8.1 aufgelisteten Elementen durchgefiihrt.

Linear Geometrisch nichtlinear
Typ ‘ Autor Typ ‘ Autor
ANS4 | Bathe/Dvorkin [23] | ANS4 | Bathe/Dvorkin [23]
EAS4 | Simo/Rifai [69] EAS4 | Simo/Rifai [69]

QUAD9 | Huang/Hinton [33] | QUAD9 | Huang/Hinton [33]
MITC9 | Bathe/Bucalem [20] | MITC9 | Bathe/Bucalem [20]
SHELON | Rhiu/Lee [57]
LAG16 | Ramm [53] LAG16 | Ramm [53]

MITC16 | Bathe/Bucalem [20] | MITC16 | Bathe/Bucalem [20]

Tabelle 8.1: Verwendete degenerierte Schalenelemente

8.1 Lineare Berechnungen

Fiir die linearen Berechnungen werden die beiden 4-Knoten ANS Elementen mit
(EAS4) und ohne (ANS4) Anwendung der EAS Methode auf den Membrananteil ver-
wendet. Dem gegeniibergestellt werden Untersuchungen mit den ANS Elementen mit
9-Knoten (MITC9) und 16-Knoten (MITC16), dem 9-Knoten Element mit angenom-
menen Spannungen (SHELIN) und dem 16-Knoten Element, das auf einer reinen
Verschiebungsformulierung basiert (LAG16). Zusétzlich werden drei Variationen des
9-Knoten Elementes mit angenommenen Verzerrungen betrachtet, die urspriingliche
Formulierung (QUADY), eine Formulierung mit reduzierter Integration des Querschu-
banteils (QUADOIR) und eine Formulierung, bei der Biege- und Membrananteil ange-
nommen werden (QUADOIA).

8.1.1 Eigenwertuntersuchungen

Um bei den verschiedenen Elementformulierungen ein kinematisches Verhalten oder ei-
ne Tendenz zum Versteifen erkennen zu kénnen, werden Eigenwerte der Steifigkeitsma-
trizen eines quaderférmigen Elementes berechnet, das dem Beispiel der quadratischen
Platte mit regelméfliger Vernetzung entnommen ist. Das Dicke zu Lingenverhaltnis des
Elementes wird zu h/l = 1/3 gewihlt, was einer Diskretisierung mit 16 Elementen pro
Seite entspricht (256 Elemente insgesamt). Bei dieser Netzdichte sind die Ergebnisse
bei dem Beispiel der quadratischen Platte und dem Tonnendach auskonvergiert.

Es zeigt sich, dafl keine Elementformulierung bei der gew#hlten Geometrie eine Ten-
denz zum Versteifen aufweist. Wie erwartet besitzt das reduziert integrierte 9-Knoten
Element (QUADYR) fiinf Kinematiken und iiberraschend das 9-Knoten Element mit
angenommenen Spannungen (SHELIN) eine Kinematik.
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Element | Starrkorper- | Kinematik Eigenwerte
bewegung < 0.1 ‘ < 1.0 ‘ max
ANS4 1.-6. - 7.-12. | 13.-19. | 1.56
EAS4 1.-6. - 7.-12. | 13.-19. | 1.56
QUAD9 1.-6. - 7.-22. | 23.-37. | 5.80
QUADOYA 1.-6. - 7.-22. | 23.-37. | 5.80
QUADIR 1.-6. 7.-11. 12.-25. | 26.-37. | 5.15
MITC9 1.-6. - 7.-22. | 23.-37. | 5.74
SHELON 1.-6. 7. 8.-23. | 24.-37. | 5.39
LAG16 1.-6. - 7.-36. | 37.-56. | 13.72
MITC16 1.-6. - 7.-36. | 37.-56. | 12.73

Tabelle 8.2: Eigenwerte einer quadratischen Platte; Dicke zu Léngen-
verhéltnis h/l = 1/3

8.1.2 Einfach gelagerte Platte unter Flichenlast

Im Gegensatz zu Kapitel 6.1 wird um festzustellen, ob das zur Berechnung verwen-
dete Element zum Versteifen durch den Querschubanteil neigt, das Beispiel der ein-
fach gelagerten, diinnen quadratischen Platte unter Flichenlast herangezogen. Durch

I = 10
! g = 0.1 pro Fliche
+ 1 * E
v

Bild 8.1: Geometrie und Materialeigenschaften der einfach gelagerten Platte

Ausnutzen der Symmetrie kann der Berechnungsaufwand deutlich verringert werden,
indem nur ein Viertel der Platte diskretisiert wird. Fiir die maximale Durchbiegung
in der Mitte der Platte existiert eine analytische Lésung basierend auf der Theorie
diinner Platten, die mit der gewahlten Geometrie und den Materialeigenschaften nach

Timoshenko [75] den Wert 4.06 - 10* annimmt.
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Bild 8.2: Konvergenzuntersuchung an verschiedenenen Elementformulierungen;
Diinne quadratische Platte mit regelméfiiger Vernetzung

104 T T T T T T T T T T T
1.03 ANS4 ﬁ .
MITC9 +—
1.02 - SHELON £ 7
1.01 F i
we 1.00 -
Wan 0.99 F -
0.98 LAG16 ><— -
0.97 MITC16 A
0.96 F i
0.95 Y R Y E— Y R
10 100 1000 10000 100000

Freiheitsgrade

Bild 8.3: Konvergenzuntersuchung an verschiedenenen Elementformulierungen;
Diinne quadratische Platte mit regelméfiger Vernetzung

Auf diesen Wert wurden die berechneten Durchbiegungen in Plattenmitte normiert und
in den Diagrammen in Bild 8.2 und 8.3 iiber der Zahl der Freiheitsgrade aufgetragen.

Dabei zeigen sich in Bild 8.2 und 8.3 Verbesserungen — allerdings nur geringfiigige
— bei Verwendung von Elementen mit einer h6heren Ansatzordnung und da der Mem-
brananteil bei Platten bekanntermafien nicht angesprochen wird, liefern das ANS4 und
das EAS4 Element identische Ergebnisse.

Ein weiterer wichtiger Aspekt ist das Verhalten der verschiedenen Elementformu-
lierungen bei der Berechnung mit Diskretisierungen, die unregelméflige Elementformen
beinhalten. Dazu wird die vertikale Verschiebung des Mittelpunktes der quadratischen
Platte mit einer in Bild 8.4 oder 6.6 dargestellten Diskretisierung berechnet.
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Bild 8.4: Diskretisierung der quadratischen Platte mit unregelméfigen Elementformen

1.04 T TTTT T T T T T T T TTTTTaT
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0.97 LAG16 A |
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0.96 ]
0.95 b——— e
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Bild 8.5: Konvergenzuntersuchung an verschiedenenen Elementformulierungen;
Diinne quadratische Platte mit unregelméfliger Vernetzung

Obwohl ebene unregelmiflige Elementformen einen deutlichen Einflufl auf das Verhal-
ten von Elementen mit bilinearen Interpolationsfunktionen haben, verédndern sie das
Verhalten der Elemente mit biquadratischen oder bikubischen Anséitzen kaum. Das
heifit, es kann eine deutliche Verbesserung der Konvergenz bei der Verwendung von
Ansétzen hoherer Ordnung festgestellt werden.

8.1.3 Tonnendach nach Scordelis und Lo

Die Berechnung dieser wenig gekriimmten Schale wurde urspriinglich von Scordelis und
Lo [63] vorgeschlagen, um festzustellen, wie gut verschiedene Elementformulierungen
Membranspannungszustinde erfassen kénnen. Im Gegensatz zur zuvor berechneten
Platte, bei der die Geometrie mit allen untersuchten Elementen exakt erfafit wer-
den konnte, treten bei einer Verfeinerung dieser gekriimmten Schale zwei Effekte auf.
Zusitzlich zu einer besseren Verschiebungsapproximation wird die Geometrie besser
approximiert, d.h. auch das berechnete Modell &ndert sich mit zunehmender Verfeine-
rung. Dieser Effekt ist vor allem bei Elementen mit bilinearen Interpolationsfunktionen
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stark ausgepragt, bei denen zudem die Bedingung, dafl die Elementseiten senkrecht auf
der Referenzfliche stehen, verletzt ist. Diesmal zeigt sich — siehe Bild 8.7 und 8.8 — eine

25

= 50

= 0.25

80°

= 90 pro Fliche
= 4.32-10°

= 0.0

Il

starre Endscheibe

Bild 8.6: Geometrie und Materialeigenschaften des Tonnendachs nach Scordelis und Lo

klar erkennbare Verbesserung durch die Verwendung von Elementen hoherer Ordnung.
Aufgrund des bei diesem Beispiel dominierenden Membranspannungszustandes, wer-
den jetzt Verbesserungen durch Anwenden der EAS Methode erzielt, wie ein Vergleich
der Konvergenzraten der ANS4 und EAS4 Elemente zeigt.

120 T T T T T T T T T T T T
n ANS4 i
115 EAS4
1.10 QUAD9 +— —
QUADY9A =+
w 1.05 QUADIR >—
< 1.00 - .
wan
0.95 _
0.90 _
0.85 _
0.80 I
10 100 1000 10000 100000
Freiheitsgrade

Bild 8.7: Konvergenzuntersuchung an verschiedenenen Elementformulierungen;
Tonnendach mit regelméfliger Vernetzung
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Bild 8.8: Konvergenzuntersuchung an verschiedenenen Elementformulierungen;
Tonnendach mit regelméfliger Vernetzung

Da sich bei der Untersuchung unregelméfliger Elementformen gegeniiber den zu-
vor betrachteten Plattenberechnungen keine neuen Erkenntnisse ergeben, werden die
gewonnenen Untersuchungsergebnisse hier nicht ausfiihrlich dargestellt. Es zeigt sich
lediglich, dafl wiederum die Konvergenz bei einer Diskretisierung mit unregelméfliigen
Elementformen weit weniger bei Verwendung von 9- oder 16-Knoten Elementen als
bei Verwendung von 4-Knoten Elementen beeinflufit wird.

8.1.4 Zylinder mit starren Endscheiben und Belastung mit gegeniiberlie-
genden Einzelkriften

Damit der Einflufl der unterschiedlichen Geometrieinterpolationen auf das Ergebnis
ermittelt werden kann, wird ein Zylinder mit starren Endscheiben berechnet. Der Zy-
linder ist in der Mitte durch zwei gegeniiberliegende Einzelkréfte belastet. Von dieser
stark gekriimmten Struktur ist bekannt, dafl sie besonders bei einer bilinearen Ver-
schiebungsinterpolation eine schlechte Konvergenzrate hervorruft. Als Vergleichswert

F ~
A\l - r = 300
[ 600
h = 3
F =1
g L E 3-10°
starre v = 0.3
Endscheibe

Bild 8.9: Geometrie und Materialeigenschaften des beidseits gedriickten Zylinders

steht die vertikale Verschiebung der beiden Kraftangriffspunkte zur Verfiigung. Eine
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analytische Berechnung ergibt bei den gewéhlten Material- und Geometrieparametern
den Wert 1.8248 - 1075 [12]. In den beiden Diagrammen in Bild 8.10 und 8.11 ist auf
der vertikalen Achse die mittels des obigen Wertes normierten Verschiebungen und
auf der horizontalen Achse die Zahl der Freiheitsgrade aufgetragen. Auch bei diesem
Beispiel handelt es sich um ein symmetrisches System und es geniigt, nur ein Achtel

zu diskretisieren.

T T T T T LI T T

1.0 - .

0.8 | ANS4 & -
QUADS of-

L = i
wa 0.6 QUADYA
Wan QUAD9IR A

04 i

0.2 i

0.0 I 1 1 1 1 IIII 1 1 1 1 1 IIII 1 1 1 1 1 IIII 1 1 1 11 111

10 100 1000 10000 100000
Freiheitsgrade

Bild 8.10: Konvergenzuntersuchung an verschiedenenen Elementformulierungen;
Beidseits gedriickter Zylinder mit regelméfBiger Vernetzung
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0.8 -
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0.4
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Bild 8.11: Konvergenzuntersuchung an verschiedenenen Elementformulierungen;
Beidseits gedriickter Zylinder mit regelméfiger Vernetzung

Offensichtlich ergibt sich bei der Berechnung stark gekriimmter Strukturen eine deut-
liche Verbesserung bei Verwendung von Schalenelementen mit Interpolationen héherer
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Ordnung. Bemerkenswert ist, dal das auf einer reinen Verschiebungsformulierung ba-
sierende 16-Knoten Element (LAG16) zu Ergebnissen fiihrt, die sogar noch schlechter
als die des 4-Knoten ANS Elementes (ANS4) sind. Zusétzlich wird deutlich, daf§ der

Einflu der erweiterten Verzerrungen des EAS4 Elementes beziiglich einer Verbesse-
rung gering ist.

8.1.5 Halbkugel mit Loch und Belastung mit vier Einzelkréften

Das Verhalten einer durch vier Einzelkréfte gezogenen und gedriickten Halbkugel mit
den in Bild 8.12 dargestellten Abmessungen und Materialwerten ist dadurch geprigt,
daB3 grofle Bereiche der Schale fast unbeansprucht sind und nur grofle Starrkérperbe-
wegungen ausfiihren. Zusétzlich sind im Gegensatz zu den 4-Knoten Elementen, die
auch bei diesem Beispiel eben sind, 9-Knoten und 16-Knoten Elemente doppelt ge-
kriimmt. Aus Symmetriegriinden geniigt es wiederum, nur ein Viertel dieser doppelt
gekriimmten Struktur zu berechnen. Bei der linearen Berechnung sind die Verschie-
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Bild 8.12: Geometrie und Materialeigenschaften der Halbkugel mit Loch

bungen der Punkte A und B betragsméflig gleich und als Referenzlésung wird hier
der in [68] angegebene Wert 0.0930 fiir die horizontalen, radialen Verschiebungen der
Lastangriffspunkte A und B verwendet. Auf diesen Wert sind die in den Diagrammen

in Bild 8.13 und 8.14 iiber der Zahl der Freiheitsgrade aufgetragenen Verschiebungen
normiert.
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Bild 8.13: Konvergenzuntersuchungen an verschiedenen Elementformulierungen;
Halbkugel mit Loch
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Bild 8.14: Konvergenzuntersuchungen an verschiedenen Elementformulierungen;
Halbkugel mit Loch

Obwohl die beiden 4-Knoten Elemente anfangs noch recht schnell konvergieren, sind
sie bei der feinsten betrachteten Diskretisierung noch nicht ganz auskonvergiert, wobei
die erweiterten Membranverzerrungen des EAS4 Elementes gegeniiber dem ANS4 Ele-
ment zu keinen erkennbaren Verbesserungen fiihren. Erwartungsgeméaf weist auch das
auf einer reinen Verschiebungsformulierung basierende 16-Knoten Element (LAG16)
bei der Berechnung dieser stark doppelt gekriimmten Struktur ein zu steifes Verhal-
ten auf. Im Gegensatz dazu zeigen die beiden 9-Knoten Elemente mit angenommenen
Verzerrungen in natiirlichen Koordinaten (MITC9) beziehungsweise angenommenen
Spannungen (SHELIN) ausgezeichnete Konvergenzeigenschaften. Des weiteren ist zu
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beobachten, dafl die geringfiigig besseren Konvergenzeigenschaften des MITC16 Ele-
mentes gegeniiber dem MITC9 Element den deutlich hoheren Aufwand beim MITC16
Element nicht rechtfertigen.

Trotz der guten Ergebnisse, die bei den vorherigen linearen Berechnungen mit den
9-Knoten Elementen mit in unterschiedlichen Koordinaten angenommenen Membran-
und Querschubverzerrungen erzielt wurden, ergeben sich bei der Berechnung dieser
doppelt gekriimmten Struktur deutlich zu steife Ergebnisse, die durch Beobachtungen
von Bathe und Bucalem [20] bestétigt werden. Ein Vergleich mit den Konvergen-
zeigenschaften des 9-Knoten Elementes mit angenommenen (QQuerschubverzerrungen
und reduziert integriertem Membrananteil (QUAD9R) weist deutlich auf die schlecht
gewihlte Approximation der Membranverzerrungen bei den QUAD9, QUAD9A Ele-
menten hin.

8.1.6 Konditionszahlen

Bekanntermaflen stellt die Konditionszahl eines Gleichungssystems, das heifit der Quo-
tient aus dem grofiten und dem kleinsten Eigenwert, ein gutes Mafl zur Beurteilung
dar, ob ein iterativer Gleichungsloser eingesetzt werden kann. Beim Vergleich der Kon-
ditionszahlen, die sich bei der Berechnung mit den verschiedenen Elementformulierun-
gen ergeben, sollten zur besseren Beurteilbarkeit der einzelnen Elementformulierungen
moglichst grofle Abweichungen auftreten. Deshalb wird als Beispiel der Zylinder mit
starren Endscheiben unter Einzellast herangezogen (siehe Bild 8.9), bei dem grofie
Abweichungen in den Konvergenzdiagrammen der einzelnen Elemente auftreten.

Um die verschiedenen Konditionszahlen miteinander vergleichen zu kénnen, wer-
den alle Berechnungen mit der gleichen Knotenanzahl durchgefiihrt. Somit wird die
Struktur bei Verwendung von 4-Knoten Elementen mit 24x24 (576), von 9-Knoten
Elementen mit 12x12 (144) und von 16-Knoten Elementen mit 8x8 (64) Elementen
diskretisiert. Obwohl die Konditionszahl — siehe Tabelle 8.3 — tendenziell geringfiigig

‘ Elementformulierung ‘ Konditionszahl ‘

ANS4 0.1944 - 107
EAS4 0.1946 - 107
QUAD9 0.2565 - 107
MITCO9 0.2564 - 107
SHELON 0.2452 - 107
LAG16 0.4118 - 107
MITC16 0.3546 - 107

Tabelle 8.3: Konditionszahlen der globalen Steifigkeitsmatrix bei verschiedenen Ele-
mentformulierungen; Beidseits gedriickter Zylinder; Lineare Berechnun-
gen

mit der Knotenanzahl pro Element beim degenerierten Kontinuumskonzept steigt,

bleiben alle Elementformulierungen in einem Bereich, in dem iterative Loser ohne
Schwierigkeiten eingesetzt werden konnen.
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8.2 Geometrisch nichtlineare Berechnungen

Die Untersuchungen in diesem Abschnitt finden mit den 4-Knoten ANS Elementen mit
erweiterten Membranverzerrungen (EAS4) oder ohne (ANS4), dem 9-Knoten Element
mit angenommenen Verzerrungen (QUADY), den ANS Elementen mit 9- (MITC9)
und 16-Knoten (MITC16) und der reinen Verschiebungsformulierung mit 16-Knoten
(LAG16) statt.

8.2.1 Flache Zylinderschale unter Einzellast

Das Verformungsverhalten der flachen an den beiden geraden Seiten unverschieblich
gelagerten Zylinderschale nach Sabir und Lock [59] ist nicht von grofien Rotationen
geprégt, so dafl der lineare Drehtensor ausreicht. Diskretisiert wird unter Einbezie-
hung der Symmetrie nur ein Viertel der Struktur mit einem Elementnetz, das bei den
4-Knoten Elementen aus 6x6 Elementen besteht. Um miteinander vergleichbare Er-

r 2540
[ = 508
¢ = 11.46° (= 0.2rad)
E 3.10275
v 0.3

Bild 8.15: Geometrie und Materialeigenschaften der flachen Zylinderschale

gebnisse zu erhalten, wird die Struktur so diskretisiert, dal die Anzahl der gesamten
Freiheitsgrade fiir alle untersuchten Elemente gleich ist. Das heifit, bei den 9-Knoten
Elementen wird ein Elementnetz bestehend aus 3x3 Elementen und bei den beiden
16-Knoten Elementen eine aus 2x2 Elementen bestehende Diskretisierung verwendet.
Allerdings stellt die Zahl der Freiheitsgrade kein geeignetes Maf} dar, um den tatsichli-
chen Rechenaufwand zu beschreiben. Deshalb werden im folgenden zusétzlich die bis
zum Erreichen des letzten Lastschrittes bendtigten Rechenzeiten mit Normierung auf
den Wert des 4-Knoten Elementes ohne erweiterte Membranverzerrungen (ANS4) an-
gegeben. Das Beispiel wird mit zwei verschiedenen Dicken gerechnet, um auch den
Einflufl der Empfindlichkeit des Durchschlagverhaltens erfassen zu koénnen.

Zuerst wird die Dicke der Schale auf h = 12.7 gesetzt, was in den folgen-
den Last-Verschiebungskurven des Lastangriffspunktes in einer fiir Durchschlagpro-
bleme typischen Form resultiert. Dabei werden die wesentlichen Punkte der Last-
Verschiebungskurve fiir die Mittendurchbiegung erhalten, wenn die Berechnungen mit
sechs Lastschritten gleicher Bogenlinge durchgefiihrt werden. Die folgenden Last-
Verschiebungskurven zeigen bei dieser recht groben Diskretisierung erwartungsgeméf
eine gute Ubereinstimmung, da die bessere Geometrieapproximation der 9-Knoten und
16-Knoten Elemente hier nicht zum Tragen kommt.
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Bild 8.16: Flache Zylinderschale der Dicke i = 12.7; Last-Verschiebungskurven
diverser Elementformulierungen

Dabei benétigen alle untersuchten Elemente im ersten Lastschritt sechs Gleichgewicht-
siterationen und fiir jeden weiteren Lastschritt nur noch maximal vier.

Nach Halbierung der urspriinglichen Schalendicke auf & = 6.35 entwickelt die Struk-
tur ein empfindliches Durchschlagverhalten, bei dem im Nachbeulbereich ein lokaler
Riickgang bei Verminderung der Last auftritt. Dieses Verhalten ist gut in den Verfor-
mungsfiguren zu erkennen, siehe Bild 8.17. Jedoch zeigen auch bei der diinnen flachen

Last ~ —0.2, Verschiebung ~ 14 Last ~ —0.1, Verschiebung =~ 23

Bild 8.17: Verformungsverhalten der flachen Zylinderschale der Dicke h = 6.35

Zylinderschale die Last-Verschiebungskurven der einzelnen Elemente keine deutlichen
Abweichungen.
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Bild 8.18: Flache Zylinderschale der Dicke h = 6.35; Last-Verschiebungskurven
diverser Elementformulierungen

Allerdings unterscheiden sich die benétigten Rechenzeiten der einzelnen Elementfor-
mulierungen deutlich voneinander, obwohl die Zahl der Freiheitsgrade und der benétig-
ten Gleichgewichtsiterationen fiir alle Elemente fast identisch ist. Ein Grund dafiir ist
der Einfluf} der steigenden Bandbreite, der beobachtet werden kann, indem die Rechen-
zeit des linearen ANS Elementes (ANS4) mit der des kubischen Verschiebungselemen-
tes (LAG16) verglichen wird, die ungefiihr drei mal so grof} ist. Wird beim 4-Knoten
Element zusétzlich zu der Methode der angenommenen Verzerrungen die EAS Metho-
de fiir die Membranverzerrungen eingefiihrt (EAS4), so steigt die Rechnenzeit lediglich
um acht Prozent. Wegen der aufwendigeren Verzerrungsannahmen zusammen mit der
gestiegenen Bandbreite betragen die Rechenzeiten der QUADIR und MITC9 Elemen-
te das fiinffache des ANS4 Elementes. Wenn wie beim QUAD9 Element zusétzliche
Transformationen notwendig sind oder wenn die Methode der angenommenen Ver-
zerrungen auf das bikubische Element angewendet wird, steigt die Rechenzeit sogar
um den Faktor fiinfundzwanzig. Allerdings mufl beachtet werden, daf} eine effizientere
Implementierung durch Vermeiden der Transformationen die Rechenzeit des biquadra-
tischen Elementes mit angenommenen Verzerrungen (QUADY) so verringert, daf} sie
ungefihr der des MITC9 Elementes entspricht.

8.2.2 Halbkugel mit Loch und Belastung mit vier Einzelkriften

Im Gegensatz zu der linearen Berechnung der in Bild 8.12 dargestellten Halbkugel
mit Loch wird bei der geometrisch nichtlinearen Berechnung die Dicke auf A = 0.01
reduziert. Eine wesentliche Eigenschaft dieses Beispiels ist, dafl von den untersuchten
Elementen eine doppelt gekriimmte Geometrie dargestellt werden mufl und dafl grofie
Bereiche der Schale bei der gewihlten Belastung Starrkérperbewegungen ausfiihren.
Durch Ausnutzen der Symmetrieeigenschaften geniigt es, ein Viertel der Halbkugel
mit einer Diskretisierung mit 18x18 4-Knoten, 9x9 9-Knoten und 6x6 16-Knoten Ele-
menten zu berechnen. Dabei ist die Diskretisierung so gewéhlt, daf} bei einer linearen

96



Berechnung annihernd auskonvergierte Ergebnisse erzielt werden. In den Diagrammen
in Bild 8.19 und 8.20 sind die Last-Verschiebungskurven der beiden Kraftangriffs-
punkte aufgetragen.

30 I I I I I I
2.5 F QUAD9 — i
LAGL6 ©—
20 | ANS4 —+— i
EAS4 £
Last- MITC9 %
faktor1.5 = ANS4 32x32 & .
A MITC16 +—
1.0 | -
0.5 F i
00 | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7

Verschiebung des Punktes A

Bild 8.19: Halbkugel mit Loch; 1726 Freiheitsgrade; Last-Verschiebungskurven
diverser Elementformulierungen; Verschiebung des Punktes A

3.0 T T T T T T

2.5 r —

2.0 F QUAD9 — —
Last. LAG16 ¢

faktor1.b ANS4 —+— —
Y EAS4
MITC9O <—

LO | ANS4 32x32 A— .
MITC16 *—

0.5 |
00 | | | | | |

0 1 2 3 4 5 6 7

Verschiebung des Punktes B

Bild 8.20: Halbkugel mit Loch; 1726 Freiheitsgrade; Last-Verschiebungskurven
diverser Elementformulierungen; Verschiebung des Punktes A

Da die Ergebnisse der 4-Knoten Elemente bei einer linearen Berechnung mit einer
Diskretisierung von 18x18 Elementen nicht auskonvergiert waren, mufl das Netz fiir
die ANS4 und EAS4 Elemente weiter verfeinert werden. Auch eine Verbesserung des
Membrananteils des ANS4 Elementes durch erweiterte Membranverzerrungen (EAS4)
wirkt sich kaum auf die Last-Verschiebungskurven aus. Jedoch steigt dann die Zahl
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der notwendigen Gleichgewichtsiterationen erheblich. Dagegen liefert das 9-Knoten
ANS Element (MITC9) bereits bei der den 4-Knoten Elementen entsprechenden Dis-
kretisierung der Halbkugel, die auch wihrend der Verformung glatt bleibt (siehe Bild
8.21), auskonvergierte Last-Verschiebungskurven. Der Einfluf§ der unterschiedlichen

TS KY
955095 0.90 9%
I+ :‘.“-“:f:fz?:f""’
T L

Bild 8.21: Verformte Geometrie der Halbkugel mit Loch beim letzten Lastschritt

Interpolationen der Membranverzerrungen beim QUAD9 und beim MITC9 Element
auf die Last-Verschiebungskurven weist wie zuvor auf die bei doppelt gekriimmten
Elementen schlecht gewihlte Interpolation der Membranverzerrungen beim QUAD9
Element hin. Eine weitere, allerdings nur geringfiigige Verbesserung kann durch ei-
ne weitere Erhohung der Ansatzordnung bei gleichbleibender Zahl der Freiheitsgrade
lediglich beim 16-Knoten ANS Element (MITC16) beobachtet werden. Allerdings ist
das MITC16 Element aufgrund der hheren Bandbreite der Steifigkeitsmatrix und der
gestiegenen Anzahl der Operationen auf Elementebene deutlich ineffizienter als das
MITC9 Element. Mit dem 16-Knoten Element, das auf einer reinen Verschiebungs-
formulierung basiert (LAG16), werden erwartungsgemif zu steife Ergebnisse erzielt.

8.2.3 Zylinder mit starren Endscheiben und Belastung mit gegeniiberlie-
genden Einzelkriften

= 100
= 200
=1
182.66
3-10*
0.3

Qb‘jh‘quﬁ
|

Endscheibe

Bild 8.22: Geometrie und Materialeigenschaften des beidseits gedriickten Zylinders
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Wiederum wird aufgrund der Symmetrie nur ein Achtel des Zylinders diskretisiert.
Nach Auswerten der zugehoérigen linearen Berechnungen (siehe Kapitel 8.1.4) ist min-
destens eine Diskretisierung mit 24x24 4-Knoten Elementen erforderlich, um einiger-
maflen auskonvergierte Ergebnisse zu erhalten. Wenn die Zahl der gesamten Freiheits-
grade (2927) fiir alle verschiedenen Approximationen gleich sein soll, muf} bei 9-Knoten
Elementen eine Diskretisierung mit 12x12 Elementen und bei 16-Knoten Elementen
mit 8x8 Elementen verwendet werden.

14 I I I I I I I I I
12 + ANS4 — —
QUAD9 —
10 MITC9 — -
MITC16 - -
Last- 8 | —
faktor
A 6 I -
4 - ]
2 - ]
0 | | | | | | | | |

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Verschiebung des Punktes A

Bild 8.23: Beidseits gedriickter Zylinder; 2927 Freiheitsgrade; Last-
Verschiebungskurven diverser Elementformulierungen; Ver-
schiebung des Punktes A

14 I I T T T T
12 + —
10 +- —
Last- 8 | —
faktor
A 6 —
ANS4 —
4 QUAD9 — -
MITC9 —
2+ MITC16 - -
0 | | | | | |

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Verschiebung des Punktes B

Bild 8.24: Beidseits gdriickter Zylinder; 2927 Freiheitsgrade; Last-
Verschiebungskurven diverser Elementformulierungen; Ver-
schiebung des Punktes B
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Da das 16-Knoten Verschiebungselement (LAG16) schon bei der linearen Berechnung
dieser stark gekriimmten Struktur eine sehr enttduschende Konvergenzrate aufweist,
wird es hier nicht weiter untersucht. Die Last-Verschiebungskurve des EAS4 Elementes
weist nur geringfiigige Abweichungen gegeniiber der des ANS4 Elementes auf und ist
deswegen in den Diagrammen in Bild 8.23 und 8.24 nicht dargestellt.

Fiir die verbleibenden Elementformulierungen ergeben sich trotz des bis-
her erhaltenen, weitgehend identischen Verhaltens génzlich verschiedene Last-
Verschiebungskurven mit teilweise stark oszillierenden Formen. Die Ursache hierfiir
liegt wie zahlreiche numerische Untersuchungen insbesondere Netzverfeinerungen erge-
ben haben an dem Auftreten der Knicke in der verformten Geometrie, siehe Bild 8.25.
Aufgrund der quadratischen oder kubischen Verldufe der zu den Elementen héherer

A

Bild 8.25: Verformte Geometrie des beidseits gedriickten Zylinders beim letzten
Lastschritt

Ansatzordnung gehorenden Seiten kénnen derartige Knicke nur dargestellt werden,
wenn sie an den Eckknoten der Elemente auftreten beziehungsweise wenn sehr feine
Netze verwendet werden. Als Folge ist in dem kleinen Gebiet, das die Knicke umgibt,
die wahre Gestalt der Zylinderschale im Zuge der Berechnung mit dem groben Netz
oft nicht richtig modelliert. Um dieses Problem weiter zu untersuchen, werden zuséitz-
liche Berechnungen durchgefiihrt, bei denen eine Diskretisierung mit entweder 24x24
9-Knoten oder 16-Knoten Elementen zugrunde gelegt wird. Des weiteren wird ein Netz
mit 48x48 4-Knoten Elementen berechnet.
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12 I I I I I I I I

10 - ANS4 24x24 —
ANS4 48x48 4—
] I QUAD9 +— i
MITC9
Last-
faktor 6 —
A
4 i
2 i
0 | | | | | | | |

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Verschiebung des Punktes A

Bild 8.26: Beidseits gedriickter Zylinder; 24x24 Elemente; Last-
Verschiebungskurven diverser Elementformulierungen; Ver-
schiebung des Punktes A

12 T T T T T T
]
10 F Be— —5< N
8 - _
Last- ¥
faktor 6 -
A o ANS 24x24 —
4 ANS 48x48 ¢— -
QUAD9 +—
9 L MITCO £ |
MITC16 =<—
0 | | | | | |

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Verschiebung des Punktes B

Bild 8.27: Beidseits gedriickter Zylinder; 24x24 Elemente; Last-
Verschiebungskurven diverser Elementformulierungen; Ver-
schiebung des Punktes B

Damit werden die Last-Verschiebungskurven der biquadratischen und bikubischen Ele-
mente wesentlich glatter. Jedoch ist festzustellen, dafl sogar die ersten Berechnungen
mit einer groben Diskretisierung, die 9- oder 16-Knoten Elemente enthélt, genau-
er beziiglich des globalen Verhaltens sind als die Berechnungen mit dem feinsten 4-

Knoten-Element-Netz.
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8.2.4 Konditionszahlen

Um im geometrisch nichtlinearen Fall moglichst gute Kriterien fiir die Giite einzelner
Elementformulierungen beziiglich der Gleichungslésung zu erhalten, werden die Kon-
ditionszahlen an dem Beispiel der flachen Zylinderschale der Dicke h = 6.35 mit Snap
Back Verhalten miteinander verglichen. Es ist deutlich zu erkennen, dafl die Konditi-

Last- Elementformulierung
schritt | ANS4 | EAS4 || QUAD9 | MITC9 | MITC16 | LAG16
1 0.3368 | 0.3372 || 0.4708 | 0.4708 || 0.6104 | 0.7337
1.139 | 1.140 1.652 1.652 2.156 2.511
7.890 | 7.586 7.590 7.535 9.139 12.88
1.288 | 1.283 1.999 1.900 2477 | 2.950
1.060 | 1.060 1.593 1.595 2.088 2437
1.480 | 1.441 2.179 2.190 2.782 3.557
1.846 | 1.782 1.298 1.293 1.539 2.395
0.3685 | 0.3669 || 0.4498 | 0.4495 || 0.5716 | 0.7296

| ~J| O OV x| WD

Tabelle 8.4: Konditionszahlen verschiedener Elementformulierungen nor-
miert mit 1-107; Diinne, flache Zylinderschale; Geometrisch
nichtlineare Berechnungen

onszahlen aller untersuchten Elemente in dem Bereich des Snap Back — 3. Lastschritt —
um ca. eine Potenz ansteigen. Wie im linearen Fall steigen aber die Konditionszahlen
bei Erhéhung der Ansatzordnung degenerierter Schalenelemente lediglich unwesent-
lich. Wiederum bleiben die Konditionszahlen aller untersuchter Elemente in einem
fiir iterative Loser gut bearbeitbaren Bereich. Somit ist auch bei geometrisch nicht-
linearen Berechnungen der Einsatz iterativer Gleichungsloser bei allen untersuchten
Elementformulierungen ohne Schwierigkeiten mdoglich.

8.3 Zusammenfassung der Erkenntnisse fiir degenerierte
Schalenelemente

An den wenigen, sehr einfachen linearen und geometrisch nichtlinearen Berechnungen
lieflen sich bereits die wesentlichen in diesem Abschnitt zusammengefaiten Unterschie-
de zwischen den einzelnen degenerierten Schalenelementformulierungen iibersichtlich
herausarbeiten, so dafl auf die Berechnung aufwendigerer Geometrien verzichtet wer-
den kann.

Ein Vergleich der beiden 4-Knoten Elemente untereinander zeigt, dafl nur in spe-
ziellen Féllen — Geometrie und/oder Belastung — Verbesserungen durch zusitzliche
Anwendung der EAS Methode auf die Membranverzerrungen (EAS4) erzielt werden
kénnen.

Deutliche Vorteile gegeniiber 4-Knoten Elementen bieten 9- oder 16-Knoten Ele-
mente besonders bei der linearen Berechnung gekriimmter Schalen und von Schalen,
die mit unregelméfigen Elementformen diskretisiert sind. Hierbei zeigt sich auch, dafl
alle vorgestellten Methoden zum Vermeiden der Querschub- und Membranversteifung
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Ergebnisse liefern, die sich nicht signifikant voneinander unterscheiden. Lediglich das
auf einer reinen Verschiebungsformulierung basierende 16-Knoten Element weist bei
Berechnungen stark gekriimmter Schalen im Gegensatz zu den Berechnungen ebener
oder schwach gekriimmter Strukturen ein ausgepréigtes Versteifungsverhalten auf.

Bei geometrisch nichtlinearen Berechnungen von Strukturen, die wihrend der Ver-
formung glatt bleiben, ergibt der Ubergang von linearen auf quadratische Interpola-
tionsfunktionen eine deutliche Verbesserung der Effizienz. Eine weitere Erh6hung der
Ordnung der Ansatzfunktionen ist jedoch nicht empfehlenswert. Dagegen zeigt sich
bei geometrisch nichtlinearen Berechnungen, bei denen in der verformten Geometrie
Knicke auftreten, dafl diese Knicke von biquadratischen oder bikubischen Elementen
nur dargestellt werden konnen, wenn in deren Umgebung eine so feine Diskretisierung
verwendet wird, wie sie auch fiir bilineare Elemente notwendig ist. Jedoch verliert diese
Einschrinkung durch die zunehmende Verwendung von adaptiven Netzverfeinerungen
auch bei geometrisch nichtlinearen Berechnungen an Bedeutung und es ergeben sich
dann deutliche Vorteile fiir Elemente mit quadratischen oder kubischen Interpolati-
onsfunktionen.

Bei einem Vergleich der 9-Knoten Elemente untereinander stellt sich heraus, daf
das ANS Element (MITC9) zwar etwas weniger robust dafiir aber auch bei doppelt ge-
kriimmten Elementen hervorragende Konvergenzeigenschaften aufweist und zusétzlich
wesentlich effizienter als das Element mit in unterschiedlichen Koordinatensystemen
angenommenen Verzerrungen (QUADY) ist. Die 16-Knoten Elemente sind generell
weniger effizient als die 9-Knoten Elemente, wobei das reine Verschiebungselement
(LAG16) zwar effizienter als das ANS Element (MITC16) aber in der Anwendung auf
schwach gekriimmte Strukturen beschrinkt ist.

Folglich kann abschlieflend festgehalten werden, dafl das 9-Knoten ANS Element
(MITC9) von allen untersuchten Elementen die besten Konvergenzeigenschaften auf-
weist und auch das effizienteste ist, wobei es nur in speziellen Fillen — Berechnung mit
gleichméBiger Netzverfeinerung, bei der Knicke wéhrend der Verformung auftreten —
den beiden 4-Knoten Elementen hinsichtlich Robustheit und Effizienz unterlegen ist.
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9 Schalenformulierung mittels des Solid-Shell
Konzeptes

Obwohl degenerierte Schalenelemente bei der Berechnung von Schalenstrukturen in
den meisten Fillen sehr gute Ergebisse liefern, erfordern sie im Einsatz bei Problem-
stellungen, die neuere Entwicklungen mit gestiegenen Berechnungsanforderungen bein-
halten, oft aufwendige Zusatziiberlegungen.

Soll beispielsweise ein allgemeines Materialgesetz implementiert werden, so ist eine
aufwendige Kondensation notwendig, um die Schalenannahme verschwindender Nor-
malspannung in Dickenrichtung zu erfiillen. Andererseits fiihrt die Vernachlissigung
der Spannung in Dickenrichtung dazu, daf§ auch keine Spannungen in Dickenrichtung
ermittelt werden konnen, die jedoch z.B. bei Laminaten fiir die Beurteilung der De-
lamination erforderlich sind. Sollten auflerdem im Zuge einer Dimensionsadaptivitét
degenerierte Schalenelemente zusammen mit Kontinuumelementen verwendet werden,
so sind aufgrund der Rotationsfreiheitsgrade spezielle Ubergangselemente notwendig.
Zuséatzlich sind durch diese Rotationsfreiheitsgrade die natiirlichen Randbedingungen
oft schwer zu erfiillen und bei geometrisch nichtlinearen Berechnungen mit grofien
Starrkérperbewegungen tritt das Problem der Berechnung des Direktors in der ver-
formten Konfiguration auf (siche Kapitel 7.1.2).

Deshalb wird in anfangs dieses Kapitels eine Schalenformulierung beschrieben, die
oben angefiihrte Nachteile des Degenerationskonzeptes nicht aufweist, und anschlie-
fend wird die systematische Entwicklung darauf basierender versteifungsfreier Scha-
lenelementformulierungen detailliert vorgestellt.

9.1 Das Solid-Shell Konzept

Bei diesem Konzept wird nur die eine Annahme des Degenerationskonzeptes

1. Geradebleiben der Normalen zur Tangentialebene der Schale in der unverformten
Konfiguration wihrend der Verformung

iibernommen. Durch die Einschrankung, dafl die Normalen zur Tangentialebene in der
Referenzkonfiguration gerade sind, ergibt sich die Approximation der Geometrie in der
unverformten Konfiguration

X(€0,0)= 3 (14+0) Xo(&.m) + (1 Q) XulE,m)). (0.1)

Das zugehorige Verschiebungsfeld

kann ohne Einschrinkung der Allgemeinheit multiplikativ aus den Verschiebungsap-
proximationen in Dickenrichtung ¢ und in der Ebene &, n zusammengefiigt werden. Die
einzige Annahme des Solid-Shell Konzeptes gegeniiber einer dreidimensionalen Kon-
tinuumsbeschreibung wird dann dadurch erfiillt, daf} die Verschiebungen parallel zur
Referenzfliche u', v’ linear in Dickenrichtung angenommen werden. Dagegen kann die
Verschiebung in Dickenrichtung w’ beliebig iiber die Dicke variieren.
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Bild 9.1: Geometrie eines Solid Shell Schalenelementes

Der einfachste Fall einer linear von ¢ abhéngenden Verschiebung w’ dient in der vor-
liegenden Arbeit als Ausgangspunkt der Verschiebungsapproximation des Solid-Shell
Konzeptes, die mit der Interpolationsmatrix der Verschiebungen in Dickenrichtung

J[1+¢ 0 0 1-¢ 0 0
©¢=:| 0 14¢ 0 0 1-¢ o0 |, (9.3)
21 0 0 14¢ 0 0 1-¢

der Transformationsmatrix

F _ TT(@ n) 03x3
T(fﬂ?) - [ 03)(3 TT(f,n) :| (94)

und dem ausschlieflich von den Koordinaten & und n abhéngenden Verschiebungsvek-
tor

wp(en) = (W) (95)
die Darstellung

_ T'(&n)  Osy uo(€, )
u(en.0) =ene) | T D (e ) (96

annimmt. Wie beim Degenerationskonzept kennzeichnen &, n und ¢ die Koordinaten
eines natiirlichen Koordinatensystems mit den Koordinaten £ und 7 auf der Scha-
lenmittelfliche und der Koordinate ¢ senkrecht dazu. Dann werden die Ortsvektoren
X zu und die Verschiebungen u von jedem Punkt der Schale durch die Position X,
und die Verformung u, der Schalenoberseite und die Position X, und die Verformung
u,, der Schalenunterseite beschrieben. In den Gleichungen (9.2), (9.4) und (9.6) ist T
eine Transformationsmatrix von einem lokalen kartesischen oder lokalen konvektiven
Koordinatensystem in der verformten Konfiguration zu dem globalen kartesischen Ko-
ordinatensystem. Dabei sind zwei Achsen des lokalen Koordinatensystems parallel zur
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Schalenober- und -unterseite ausgerichtet und die dritte Achse verlduft in Dickenrich-
tung.

Uber die Beziehung = X + u liaBt sich dann die Geometrie in der verformten
Konfiguration ermitteln, die vor allem zur Bestimmung des Deformationsgradienten
notwendig ist.

Wie bei degenerierten Schalenelementen leisten bei Verwendung des St. Venant-
Kirchhoffschen Materialgesetzes die auf ein lokales kartesisches oder schiefwinkliges
Koordinatensystem transformierten Membran-, Biege- und Normalverzerrungen in
Dickenrichtung zusammen mit den Querschubspannungen keine Arbeit, und umge-
kehrt:

1 1
M= / el a0 qs AV = 3 / €xsOmba AV = 0. (9.7)

14 1%

Dabei wurde wiederum von der in der Finite Element Methode iiblichen Anordnung
der Komponenten des Green-Lagrange Verzerrungstensors E beziehungsweise 2. Piola-
Kirchhoff Spannungstensors S in Vektorform (Gl. (B.4), (B.5))

€= [ el va efs ]T = [ Eyw Ey 2E;, Es3 | 2Ey3 2By ]T

T T (9.8)
o = [ ol a.g*s ] _ [ S g2 g2 g3 | g2 g3l }

Gebrauch gemacht. Die Auswertung der Spannungen und Verzerrungen in kovarian-
ten beziehungsweise kontravarianten konvektiven Koordinaten erfolgt in Analogie zum
Degenerationskonzept, mit der dort eingefiihrten Forderung, dafl die lokale Koordina-
tenachse in ¢ Richtung senkrecht auf den beiden anderen lokalen Koordinatenach-
sen steht. Somit weisen Solid-Shell Schalenelemente im Gegensatz zu degenerierten
Schalenelementen sechs globale Verschiebungsfreiheitsgrade auf und sind dadurch et-
was ineffizienter. Weiterhin unterliegen Solid-Shell Schalenelemente der gleichen Ein-
schrinkung wie degenerierte Schalenelemente, dafl die Elementseiten senkrecht zur
Mittelflache ausgerichtet sein miissen. Auch hier wird durch Elemente mit linearen
Ansatzfunktionen bei der Berechnung von Strukturen mit gekriimmter Geometrie die
zugrundeliegende Theorie nicht exakt erfiillt.

Eine alternative, bei linearen Berechnungen geringfiigig effizientere Formulierung
ergibt sich, wenn zur Interpolation der Verschiebungen (9.6) statt lokaler kartesischen
Koordinaten lokale konvektive Koordinaten mit den in Kapitel 7.1.3 beschriebenen Ba-
sisvektoren der verformten Konfiguration verwendet werden. Dann kann in Gleichung
(9.6) die Transformationsmatrix T zur Riicktransformation nicht einfach transponiert
werden sondern sie mufi aufwendig invertiert werden, somit ist die Matrix T7 durch
T~ zu ersetzen. Die Invertierung ist notwendig, da bei einer Transformation zwi-
schen schiefwinkligen Koordinatensystemen nicht mehr die Orthogonalitidtsbedingung
T~' = T gilt. Bei einer Beschriinkung auf lineare Probleme, bei denen nicht zwischen
verformter und unverformter Konfiguration unterschieden wird, ist diese Vorgehenswei-
se deshalb effizienter, da dann die Transformationsmatrix durch die ohnehin benotigte
Jacobimatrix J der isoparametrischen Abbildung ersetzt werden kann T = J7.

Jedoch ist die Transformation der globalen Verschiebungen auf ein lokales Koor-
dinatensystem mit anschliefender Riicktransformation nicht notwendig, solange die
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Matrix mit der Verschiebungsapproximation in Dickenrichtung (9.3) nicht modifi-
ziert wird. Somit kann die Transformationsmatrix in diesem Fall der Einheitsmatrix
T = 13,3 gleichgesetzt werden. Diese noch effizientere Formulierung fiihrt bei Zugrun-
delegung einer bilinearen Variation der Verschiebungen w in £ und n Richtung nicht
nur auf die Geometrieapproximation sondern auch auf das Verschiebungsfeld eines
trilinearen Kontinuumelementes.

Eine etwas andere, direkt von der Kinematik des Degenerationskonzepts (3.1), (3.2)
ausgehende Darstellung der Geometrieapproximation in der unverformten

X(E1,0) = 5 (Xol€n) + Xu(€,m) +5¢ (KolE 1)~ XulEn) (9.9
) X;?&n) ’ h(em) Dgm)
und verformten Konfiguration
2(E1,0) = 5 (@ol€1) + @u(€,1)) +5¢ (@olE 1) — @ulE,)) (9.10)

- vl v
-~

Tr(Em) h(&,m) d(€,n)

liegt dem von Schoop [61] entwickelten und und von Parisch [50] und Seifert [64]
aufgegriffenen Doppelknotenmodell zugrunde und fiihrt auch zu der Geometrie- und
Verschiebungsapproximation des Solid-Shell Konzeptes mit linearer Interpolation aller
drei Verschiebungen in Dickenrichtung.

9.2 Versteifungseffekte bei Solid-Shell Schalenelementen

Analog zu den degenerierten Schalenelementen weisen Solid Shell Schalenelemente,
die sehr effiziente Berechnungen erlauben, nur Ansatzordnungen niederer Ordnung
in den Koordinaten £ und 7 auf. Dann treten auch hier die schon in Kapitel 3.2
ausfiihrlich erlduterten Querschub- und Membranversteifungseffekte auf. Zusétzlich
zeigt sich noch eine Versteifung aufgrund der Normalspannungen und -verzerrungen
in Dickenrichtung.

9.2.1 Dickenversteifung

Dieser unerwiinschte Versteifungseffekt entsteht, da die Normalverzerrung in Dicken-
richtung E; durch die gew&hlte Kinematik (9.6) konstant iiber die Dicke angenommen
wird und nicht wie erforderlich linear verdnderlich ist. Eine lineare Variation der Nor-
malverzerrung E,. wird jedoch zur Beschreibung von Biegebeanspruchungen gefordert,
damit die durch die Querkontraktion erzeugte Kopplung der linear verdnderlichen Nor-
malverzerrungen parallel zur Mittelflache E¢¢, E,, mit den Normalverzerrungen F¢,
erfiillt werden kann. Dieser Sachverhalt kann an dem Beispiel des auf Biegung be-
anspruchten Balkens leicht nachvollzogen werden, siehe Bild 9.2. Zum einfacheren
Verstédndnis wird dabei ohne Einschrinkung der Allgemeinheit davon ausgegangen,
daB die konvektiven Koordinaten £ und 7 einen rechten Winkel einschliefflen. Ansonsten
miifiten die Metrikkoeffizienten entsprechend der zur Elementformulierung herangezo-
genen Darstellung des Materialgesetzes (10.11) auch in dem Bild 9.2 beriicksichtigt
werden.
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S = ABge + (A +2p) B¢ = 0

Ev FE
Pt )M ATy PT 2

Bild 9.2: Balken unter Momentenbelastung

9.3 Methoden zum Vermeiden der Versteifungseffekte

Zur Vermeidung der Querschub- und Membranversteifung kénnen alle bei degenerier-
ten Schalenelementen zum Erfolg fiihrenden Methoden, insbesondere die in Kapitel
3.3 beschriebene Methode der angenommenen Verzerrungen, die Methode der ange-
nommenen Spannungen oder die Methode der erweiterten Verzerrungen angewendet
werden. Aus Griinden der Uberschaubarkeit findet hier bei der Untersuchung der Solid-
Shell Schalen eine Beschrinkung auf die Methode der angenommenen Verzerrungen
statt.

In diesem Abschnitt werden verschiedene Vorgehensweisen zur Unterdriickung
der bei Solid-Shell Elementen gegeniiber degenerierten Schalenelementen zusétzlichen
Dickenversteifung erldutert.

Generell gibt es zwei Moglichkeiten die Versteifung zu beheben, indem erstens der
versteifende Verzerrungsanteil entfernt wird oder alternativ die Verzerrungen bezie-
hungsweise Spannungen so erweitert werden, dafl keine Verformungsbehinderung mehr
besteht. Jedoch ist eine Reduktion der Verzerrungen um den versteifenden Anteil ent-
sprechend der Methode der angenommenen Verzerrungen hier nicht moglich, da nach
Entfernen der in Dickenrichtung linearen Anteile der Normalverzerrungen E¢ und
E,, keine Biegebeanspruchung mehr beschrieben werden kann. Eine Erweiterung der
Verzerrung um den fehlenden linear in Dickenrichtung variirenden Anteil der Normal-
verzerrung F¢. 188t sich einerseits durch Einbringung des ebenen Spannungszustandes
S¢¢ = 0 erreichen. Dadurch ist die im Funktional beriicksichtigte Normalverzerrung in
Dickenrichtung unabhéngig von der gewéhlten Kinematik und lediglich eine Funktion
der Normalverzerrungen parallel zur Tangentialebene, folglich linear iiber die Dicke
verdnderlich. Andererseits wird die aus dem ebenen Spannungszustand resultieren-
den Einschrankung bei der Wahl der Materialgesetze mittels einer direkten Annahme
einer in Dickenrichtung linearen Normalverzerrung E. iiber eine entsprechende Modi-
fikation der Interpolationsmatrix (9.3) oder aber durch Anwendung der Methode der
erweiterten Verzerrungen umgangen.

Eine erste Entwicklung, die auf einer Reduktion des Materialgesetzes zur Erfiillung
des ebenen Spannungszustandes entsprechend dem Degenerationskonzept basiert,
fiihrt auf eine Formulierung, die Kinematiken aufweist. Abbhilfe verspricht die Annah-
me einer konstanten Verschiebung in Dickenrichtung iiber die Dicke, d.h. die Verschie-
bung der Oberseite sei identisch mit der Verschiebung der Unterseite in Dickenrichtung

w'(&n, 1) =w'(§,n,—1). (9.11)
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Obige Bedingung kann direkt durch Kondensation in die Interpolationsmatrix (9.3)
eingebracht werden und fiihrt zu einer Elementformulierung mit fiinf Freiheitsgraden.
Allerdings ist diese Formulierung nicht allgemeingiiltig, da die Schale z.B. nicht so
ausgerichtet sein darf, da§ die Dickenrichtung mit der globalen x- oder y-Achse zu-
sammenféllt. Eine erste uneingeschrinkt verwendbare Formulierung wird erzielt, wenn
ad hoc die Bedingung (9.11) nach Multiplikation mit einem frei wéhlbaren Wichtungs-
faktor zur Steifigkeitsmatrix hinzuaddiert wird. Jedoch ergibt sich dann eine unsym-
metrische Steifigkeitsmatrix und somit eine sehr ineffiziente Elementformulierung, die
zudem stark von der Wahl des Wichtungsfaktors beeinflufit wird. Weitere, empfehlen-
werte Formulierungen werden in den folgenden Abschnitten diskutiert.

9.3.1 Den ebenen Spannungszustand beinhaltende Solid-Shell Formulie-
rungen

Hinzufiigen einer Steifigkeit in Dickenrichtung

Eine effiziente Vorgehensweise, die Kinematiken zu vermeiden, die entstehen, wenn das
Materialgesetz mit der Forderung nach Verschwinden der Normalspannung in Dicken-
richtung reduziert wird, ergibt sich durch Hinzufiigen eines Potentials aus den Normal-
verzerrungen und -spannungen in Dickenrichtung. Um bei dem daraus resultierenden
linearen Verlauf der Normalverzerrung in Dickenrichtung keine Dickenversteifung zu
erhalten, wird der Einflufl der Querkontraktion vernachléssigt. Mit diesen Annahmen
erhdlt man folgendes modifiziertes Potential

1 1
m = E/dev+§/Eg¥%W+-mm

o Vo (9.12)
\%4 14

Dabei enthélt das erste Integral nur Membran-, Biege- und Querschubverzerrungen
und -spannungen. Das zweite Integral, das auch als Penalty Formulierung mit dem
auf das entsprechende Koordinatensystem transformierten Elastizititsmodul E gedeu-
tet werden kann, besteht aus der Normalverzerrungskomponente des Green-Lagrange
Verzerrungstensors in Dickenrichtung und der entsprechenden 2. Piola-Kirchhoff Span-
nungskomponente.

Ein anderer Zugang, der letztendlich auf die gleiche Elementformulierung fiihrt,
basiert auf der Trennung der Normalverzerrung E, und -spannung S in sogenannte

,geometrische E?C’ ng und ,materielle “ Anteile Eé‘g , vaf

Eq=EG+EY,  S“=S¢+S. (9.13)
Zum besseren Verstdndnis wird fiir den weiteren Verlauf der Entwicklung ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit das St. Venant-Kirchhoff Materialgesetz zugrunde ge-

legt und davon ausgegangen, dafl die im allgemeinen schiefwinkligen Koordinaten &
und 7 einen rechten Winkel einschlieffen. Damit ergibt sich nach Vernachléssigung des
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Einflusses der Querkontraktion beim geometrischen Anteil der Normalspannung SéC
folgende Spannung-Dehnungs-Beziehung:

Sée [ 2+ A A0 -] [ Eg
S7777 A 2,LI,+/\ A o --- ECC
S| = A A 2u+A 0 - EY | (9.14)
Set 0 0 0 E - || ES

G M
Eee Eee Eee

=8

Bild 9.3: Trennung der Normalverzerrungen E¢; in einen geometrischen und ma-
teriellen Teil

wobei der geometrische Teil der Verzerrung ECGC der Green-Lagrange Verzerrungs-
komponente in Dickenrichtung entspricht und somit konstant {iber die Elementdicke
ist. Der materielle Teil der Normalverzerrung wird so gewihlt, dafl der Einflufl der
Membran- und Biegeverzerrungen ausgeglichen wird und die Normalspannung SICV([:
verschwindet. Dann enthilt die resultierende Normalverzerrung

A

EM - _ 1
« A+2u

(Eee + Eny) (9.15)

einen konstanten und linear verdnderlichen Verlauf iiber die Dicke (siehe Bild 9.3).
Schlieflich erhilt man folgende modifizierte Materialmatrix

Gé¢ 1 v 0 e E¢e
Smm E v 1 0 e E,,
S(C;C =1_,2]/00 1— N ECGC ) (9.16)

die auf eine Elementformulierung fiihrt, die identisch mit der zuvor beschriebenen
Vorgehensweise ist.

Allerdings bleibt weiterhin der Nachteil degenerierter Schalenelemente bestehen,
dal das Materialgesetz mit der Bedingung verschwindender Normalspannung in
Dickenrichtung kondensiert werden mufl und somit Schwierigkeiten bei der Implemen-
tierung allgemeiner Materialgesetze aufkommen.

Eine geringfiigige Modifikation wird durch die Annahme erreicht, dafy die Verschie-
bung in Dickenrichtung bei der Berechnung der Querschubverzerrung konstant statt
entsprechend der Berechnung der Normalverzerrung in Dickenrichtung linear verédnder-
lich angenommen wird. Allerdings bietet diese Formulierung keine nennenswerten Vor-
teile, ist aufgrund der jetzt notwendigen Transformation der Verschiebungen deutlich
ineffizienter und hier nur aus Griinden der Vollstandigkeit erwéhnt.
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Trennung der Membran- und Biegeverzerrungen und -spannungen

Eine weitere versteifungsfreie Formulierung mit dem zusétzlichen Vorteil einer konsi-
stenten Dickenverzerrung durch Beriicksichtigung der Querkontraktion wird erhalten,
indem die Normalverzerrung in Dickenrichtung in einen iiber die Dicke konstanten —
den Membran — und linear verénderlichen — den Biege — Anteil getrennt wird, sie-
he Bild 9.4. Nach der Anwendung einer 1-Punkt-Integration iiber die Dicke auf die

m b
Eee B Eit
-8B/

Bild 9.4: Trennung der Normalverzerrungen F¢¢ in einen konstanten und linear
verdnderlichen Teil

Koppelterme der Biege- und Membranverzerrungen und -spannungen

/ el o, dV = / elay, dV =0, (9.17)
14 14

kann das Potential in folgender Form dargestellt werden:

1 1 1
1= 5/e:chr,, av + §/€£0m av + 5/6550'(15 av . (9.18)
1% % 14

N J/ N J/ N J/

Biegeanteil = Membrananteil Querschubanteil

Um eine lineare Verteilung der Normalspannung in Dickenrichtung zu erzeugen, die
zur Vermeidung der Dickenversteifung unerlédflich ist, wird wiederum die Bedingung
verschwindender Normalspannung in Dickenrichtung auf den Biegeanteil 5’54 =0 an-
gewendet. Deshalb ergibt sich fiir die Spannungs-Dehnungs-Beziehung des Biegeanteils
wieder eine Reduktion des Materialgesetzes. Im Gegensatz dazu ist eine Reduktion des
Materialgesetzes bei der Berechnung der Membran- und Querschubspannungen nicht
erforderlich.

Jedoch soll vermerkt werden, dafl die angenommene Verteilung der Normalverzer-
rung und -spannung in Dickenrichtung iiber die Dicke nur fiir ebene Schalen exakt ist.
Bei stark gekriimmten Schalen kann man ein etwas zu weiches Verhalten beobachten.

9.3.2 Solid-Shell Formulierung mit linearem Verlauf der Normalverzer-
rung in Dickenrichtung

Den Erkenntnissen aus Kapitel 9.2 folgend, besteht die offensichtlichste Art, die
Dickenversteifung zu verhindern, in einer direkten linearen Interpolation der Normal-
verzerrung in Dickenrichtung iiber die Dicke.

111



Annahme einer quadratischen Verschiebungsinterpolation in Dickenrich-
tung

Um eine quadratische Interpolation der Verschiebung in Dickenrichtung iiber die Dicke
zu erzielen, muf} die anfangs dises Kapitels eingefiihrte, lineare Verschiebungsapproxi-
mation (9.3) wie folgt modifiziert werden:

B TY(6,m)  Osxz Oz u,(&,7)
’U,(f, n, C) = T(é-a 77)@(0 03X3 TT(E, 77) 03><1 ’u'u(é-a T’) ’ (919)
01x3 01x3 1 B(&:m)

wobei 3(&,7) eine zusétzliche Verschiebung der Schalenmittelfliche entsprechend Bild
9.5 ist und in der Matrix ©(() die Interpolationen der Verschiebungen iiber die Dicke

[14C 00 1-¢ 0 0 0]
O =21 0 1+4¢ 0 0 1-¢ 0 0 (9.20)
2 o 0 14¢ 0 0 1-¢[1-¢|]

angeordnet sind. Dann kann auf eine Transformation der globalen Verschiebungen auf
ein lokales Koordinatensystem nicht mehr verzichtet werden. Fiir die Verschiebung
in Dickenrichtung w’ wird eine auch in &hnlichem Zusammenhang von Parisch [50]
und Gruttmann [28] verwendete, hierarchische quadratische Interpolation gewéhlt, da
dadurch keine Schwierigkeiten bei der Kombination mit iiblichen ,linearen* Konti-
nuumelementen entstehen. Hierbei muf} lediglich der siebte Freiheitsgrad § an den
Schnittflaichen behindert werden, dann ergibt sich aufgrund der hierarchischen Struk-
tur eine lineare Interpolation, siehe Bild 9.5.

by

sli
|

e

_}y2

u

Bild 9.5: Hierarchische quadratische Formfunktionen

Somit ist das resultierende Solid-Shell Element leicht zusammen mit Kontinuumele-
menten einzusetzen, fithrt auf keine Schwierigkeiten bei der Erfiillung der natiirlichen
Randbedingungen und kommt ohne aufwendige Algorithmen bei nichtlinearen Pro-
blemstellungen und ohne weitere Modifikationen allgemeiner dreidimensionaler Mate-
rialgesetze aus. Allerdings steht den Vorteilen der Nachteil gegeniiber, dal diese For-
mulierung aufgrund der sieben Freiheitsgrade weniger effizient als die Formulierungen
mit sechs Freiheitsgraden ist.

Parisch [50] und Seifert [64] fiihren eine entsprechende Modifikation des Doppel-
knotenmodells ein, so dafi die Geometrie in der verformten Konfiguration die bereits
von Verhoeven [77] fiir degenerierte Schalen vorgeschlagene Form

2(E1,0) = 5 (@0l 1) + 2ulEm) + 5 (C+AE M) (wol&n) — (&) (9:21)
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mit dem zusétzlichen Freiheitsgrad A(£,7n) annimmt, wihrend die Geometrie in der
unverformten Konfiguration (9.10) unveréndert bleibt. Eine Gegeniiberstellung beider
Konzepte fiihrt auf die Approximationen der Verschiebungen

W(E.7,Q) = 5 (whle,m) + i (Em) + 5C (uh(6m) — whlEm) +hlEm)  (922)

N =

in lokalen kartesischen Koordinaten x’, y' parallel zur Mittelfliche und 2z’ in Dicken-
richtung , die lediglich in den quadratischen Anteilen h(&,7n) voneinander abweichen.
Fiir die neu vorgestellte Solid-Shell Schalenformulierung weist h die Form

m\ 0
W 1

und beim Doppelknotenmodell nach [50] und [64] die Form

h, ul_ul
z 1A o R 2

nen={ 1 ) =gfonen | d-dd | o={{ . & e
R, w! — w, ’

auf. Somit basiert die Solid-Shell Formulierung auf einem ausschlieflich in Dickenrich-
tung quadratischen Verlauf der Verschiebung w’, wihrend beim Doppelknotenmodell je
nach Verformungszustand alle drei Verschiebungen iiber die Dicke quadratisch interpo-
liert werden. Da bei letzterem der quadratische Term von nur einem Freiheitsgrad fiir
alle drei Richtungen gesteuert wird, tritt immer ein bei diinnen Schalen vernachléssig-
bares verwolbungsihnliches Verhalten auf. Hierzu ist zu bemerken, dafl dann wieder
eine — zwar nur milde — Versteifung auftritt, da quadratisch variirende Normalverzer-
rungen parallel zur Mittelfliche mit einer linear verdnderlichen Normalverzerrung in
Dickenrichtung gekoppelt werden. Der Unterschied zwischen den beiden Konzepten
ist allerdings nur bei der Berechnung dickerer Fliachentragwerke, bei denen Biege- und
Querschubverformungen dominieren, von Bedeutung.

Eine abschlieflende Diskussion der von Seifert [64] gewéhlten Interpolation zeigt,
daf diese urspriinglich von Verhoeven [77] fiir das Degenerationskonzept vorgeschla-
gene Interpolation nur dort gerechtfertigt ist, da der Verlauf der Verschiebungen in
Dickenrichtung bei den Freiheitsgraden degenerierter Schalen — drei Verschiebungen
der Mittelfliche und drei Komponenten des Direktorvektors — nicht nach auflen in
Erscheinung tritt. Jedoch entsteht durch die Anwendung auf das Doppelknotenmodell
mit jeweils drei Verschiebungsfreiheitsgraden der Schalenober- und -unterseite eine
inkompatible Verschiebungsapproximation in Dickenrichtung. Dies kann leicht nach-
gewiesen werden, indem vereinfachend alle Verschiebungen parallel zur Mittelfliche
ul(&,m) = vi(&n) = ul(&n) = v, (&,n) = 0 gesetzt werden und zusétzlich die Ver-
schiebung der Unterseite in Dickenrichtung festgehalten wird w],(¢,n) = 0. Dann folgt
aus (9.22) das Verschiebungsfeld

1 0 1 0 1 0
wen Q=5 o J+sc| o Jez@eEm| o ) 02
w, (€, 1) wy(€,1) w,(&,1)
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das mit obigen Uberlegungen an der Oberseite ¢ = 1 die Verschiebung in Dickenrich-
tung w! (&, n) ergeben sollte:

W(E.1.C=1) = whEn) + SNEub(En) £uflem) fir MEm£0. (9.26)

Somit kénnen mit der von Seifert [64] gewihlten quadratischen Verschiebungsinter-
polation weder eine Kraftiibertragung in Dickenrichtung korrekt dargestellt noch ge-
schichtete Strukturen berechnet werden. Im Gegensatz dazu fithrt mit den gleichen
Uberlegungen die beim Solid-Shell Konzept (9.20) und von Parisch [50] gewihlte In-
terpolation auf die in Dickenrichtung kompatible Verschiebung

w(€,,C = 1) = wh(En) + 5 (1~ 1)5(E mwh(E ) = wile,n). (9:27)

Eine weitere Abweichung des Vorgehens von Parisch gegeniiber der Solid-Shell Ele-
mentformulierung mit quadratischer Verschiebungsinterpolation besteht darin, daf
Parisch die zusétzlichen Freiheitsgrade entsprechend der Methode der erweiterten Ver-
zerrungen auf Elementebene auskondensiert.

Einfiihren der linearen Normalverzerrung in Dickenrichtung mit Hilfe der
EAS Methode

Um einen linearen Verlauf der Normalverzerrung in Dickenrichtung iiber die Dicke zu
gewihrleisten, wird entsprechend der in Kapitel 3.3.3 beschriebenen EAS Methode die
kompatible Green-Lagrange Verzerrung in Dickenrichtung Eé“g durch eine inkompati-

ble, in Dickenrichtung linear angenommene Verzerrung E.

Ee = Ef + Fy (9.28)
erweitert. Die erweiterte Normalverzerrung in Dickenrichtung

E:( =(Ma, (9.29)

mit den unbekannten Parametern a, pro Element wird Darstellungen von Biichter [18],
Braun [16] und Seifert [64] folgend so gewihlt, dafl die in der auf ein konstantes Basis-
system bezogene Matrix M enthaltenen Interpolationen in Richtung der natiirlichen
¢ und n Koordinaten der Ordnung des Verschiebungsansatzes entspricht.

Somit bietet eine auf dieser Vorgehensweise basierende Elementformulierung die
gleichen Vorteile wie die Formulierung mit direkter quadratischer Interpolation der
Verschiebung, bendtigt jedoch nur sechs Freiheitsgrade, da die urspriingliche Verschie-
bungsapproximation des Solid-Shell Konzeptes (9.6) unverindert bleibt. Allerdings
steigt die Zahl der Operationen auf Elementebene bei der EAS Methode erheblich und
bei einer nichtlinearen Berechnung mit sehr grofien Lastschritten kann es aufgrund der
zusitzlichen Freiwerte o, zu Konvergenzproblemen kommen.
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9.4 Anmerkungen zur Erweiterung auf grofle Verzerrungen

Nur die beiden zuletzt beschriebenen Formulierungen, die auf einer linearen Normal-
verzerrung in Dickenrichtung beruhen, eignen sich zur Erweiterung auf grofie Verzer-
rungen, da keine Einschriankungen beziiglich der Verwendung allgemeiner dreidimen-
sionaler Materialgesetze vorausgesetzt werden.

Die zur Vermeidung der Querschubversteifung eingefithrte Methode der angenom-
menen Verzerrungen kann entsprechend den Bemerkungen in Kapitel 3.3.1 auf grofie
Verzerrungen erweitert werden, indem einer Idee von Dvorkin [25] folgend Teile des
Deformationsgradienten dhnlich den Verzerrungen angenommen werden. Dazu wird
der Deformationsgradient
= % ;= (aa—;?] + 5z’j> e e (9.30)
in globalen Koordinaten, den man aus der Geometrie (9.1) und Verschiebung (9.6)
erhélt, durch eine polare Dekomposition in einen eigentlich orthogonalen Drehtensor
R und symmetrischen, rechten Strecktensor U

F=RU (9.31)
zerlegt. Damit ergibt sich der symmetrische Henky Verzerrungstensor
H =1nU, (9.32)

der anschliefend auf das kontravariante konvektive Basissystem in der unverformten
Konfiguration transformiert werden mufl

H=H,;G®G". (9.33)

Dann erfolgt die Interpolation der Komponenten des Henky Verzerrungstensors

Hy = Hyy, Hy=Hy, Hyy=H,, Hs=Hs; (9.34)
und
ﬁqs = Qqsﬂqs’ (935)

wobei dem bilinearen Element die Matrix @, (7.78) und der Vektor (7.79) zugrunde
liegt, in dem noch die Green-Lagrange Verzerrungen E;; durch die Henky Verzerrungen
H;; ersetzt werden miissen. Riicktransformation und Zusammenbau

F = Rexp(H) (9.36)

fithren auf einen Deformationsgradienten in globalen Koordinaten, in dem dann die
Mafinahmen zur Vermeidung der Querschubversteifung eingeflossen sind.

Im Fall der Formulierung basierend auf der quadratischen Verschiebungsinterpola-
tion in Dickenrichtung ist mit obiger Uberlegung der Deformationsgradient in globalen
Koordinaten bekannt und man kann den von Simo [66], [67], [70] vorgestellten Algorith-
mus zur Behandlung grofler Deformationen ohne weitere Vereinfachungen einsetzen.
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Bei der Annahme einer linearen Normalverzerrung durch die EAS Methode fiihrt
die urspriinglich von Simo und Armero [71] auf grole Verzerrungen erweiterte EAS
Methode mit einer von Biichter, Ramm und Roehl [18] vorgeschlagenen Erweiterung
des Deformationsgradienten in Dickenrichtung auf den bené&tigten Deformationsgradi-
enten. Hierbei wird der kompatible Deformationsgradient F' (9.30) um den Anteil

F=—= J, ' M (9.37)
additiv erweitert
F=F,+F, (9.38)

wobei J( die Jacobimatrix der isoparametrischen Abbildung am Elementmittelpunkt,
detJ, die zugehorige Determinante und detJ die Determinante der Jacobimatrix an
einem beliebigen Punkt der Schale darstellt.

Allerdings erfordern die beiden zuvor beschriebenen Vorgehensweisen eine
vollstindige Neuprogrammierung. Eine Vorgehensweise, die auf einer Erweiterung der
bereits bestehenden Elementformulierungen beruht, basiert auf einer Idee von Eberlein
[80] und wird im folgenden vorgestellt. Ausgangspunkt ist der Deformationsgradient
F (9.30), der sich aus der Geometrie- und Verschiebungsapproximation ergibt, und
der durch eine polare Dekomposition (9.31) erhaltene zugehorige Drehtensor R. Wei-
terhin bekannt ist der Green-Lagrange Verzerrungstensor E, in dem bereits alle zuvor
eingefiihrten Anderungen durch die Methode der angenommenen Verzerrungen oder
die EAS Methode enthalten sind. Daraus kann der zu den Verzerrungen E gehgrende
rechte Cauchy-Green Tensor

C=2E+1 (9.39)

ermittelt werden. Bei der formalen Ermittlung des rechten Cauchy-Green Tensors aus
einem zu den Verzerrungen E konsistenten Deformationsgradienten F' zeigt sich, daf§
der eigentlich orthogonale Drehtensor R herausfillt:

C=FF=URRU=UU. (9.40)

Durch diese Feststellung kann eindeutig der benétigte Deformationsgradient F' aufge-
stellt werden, indem der durch angenommene Verzerrungen oder erweiterte angenom-

mene Verzerrungen modifizierte rechte Strecktensor U iiber eine Spektralzerlegung aus
der Beziehung (9.40)

U=C

=

(9.41)
mit dem Drehtensor des urspriinglichen Deformationsgradienten R multipliziert wird
F=RU. (9.42)

Bisherige Untersuchungen, die jedoch den Rahmen der vorliegenden Arbeit iiberstei-
gen, fiihren bei der Solid-Shell Schale mit einer quadratischen Verschiebungsinter-
polation in Dickenrichtung und der Schale mit einer linearen Normalverzerrung in
Dickenrichtung iiber die EAS Methode bei Zugrundelegung des um kompressible An-
teile erweiterten Ogden Materialgesetzes zu brauchbaren Ergebnissen. Allerdings muf}
die von Kontinuumelementen bekannte Problematik der volumetrischen Versteifung
bei inkompressiblen Materialien noch betrachtet werden.
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10 FE-Diskretisierung: Solid-Shell Schalenelemen-
te mit Ansatzfunktionen niederer Ordnung

Zu Beginn dieses Abschnitts werden die wesentlichen fiir eine Finite Element Dis-
kretisierung notwendigen Grundlagen der im Anschlufl daran detailliert dargestellten
Solid-Shell Schalenelementformulierungen beschrieben.

10.1 Zur Diskretisierung von Solid-Shell Schalenelementen
10.1.1 Geometrie- und Verschiebungsinterpolation

Die unverformte Schalengeometrie (9.1) geht nach Diskretisierung mit Bezug auf das
globale kartesische Koordinatensystem (e;, es, e3) in die folgende Darstellung iiber

30
40
S Su
1o 2
U
/
7 //)( Tu —>u,,
, W 10 W 4
Y,U// T 1
/X,u

Bild 10.1: Diskretisierte Geometrie eines Solid-Shell Schalenelementes

XEne =[x v z]"

(10.1)
+(1-¢)

o u

N |§§|3<\
Nk |E<j\

= YogNema+9

die mit der Geometrieapproximation linearer Kontinuumelemente iibereinstimmt. In
Gleichung (10.1) sind & und n wie zuvor die lokalen natiirlichen Koordinaten auf
der Mittelfliche, ( die Koordinate in Dickenrichtung und n ist die Zahl der Kanten
pro Element. Dabei bezeichnet der Begriff Kante die Verbindungslinie eines Knotens
auf der Schalenoberseite mit dem entsprechenden Knoten auf der Schalenunterseite.
Des weiteren werden mit N;(£,7) die zweidimensionalen Ansatzfunktionen und mit

X, = [X'i, Y, Zz}f die Ortsvektoren in globalen Koordinaten zu dem Knoten 7 auf

der Ober- und X;, = [)_(i,}_/i,z-]z Unterseite des Schalenelementes bezeichnet. Die
Verwendung der gleichen zweidimensionalen Ansatzfunktionen fiir die Verschiebung
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(9.6) im Sinne eines isoparametrischen Konzeptes, fiihrt auf die Verschiebungsappro-
ximation in diskreter Form

w(En¢) = [u v w]

n

= > {venriene T (&n) s | &

(10.2)
— 0353 T' (&) }

mit dem Kantenverschiebungsvektor
; e
dfa = [uT u’zl;} = [uio, Vioy Wios Uiy Viu,y wiu]T . (103)

Hierin kennzeichnen die Gréflen mit Strich oben und Index ¢ die Verschiebungen an
jeder Kante 7. Die Transformationsmatrix T°

T =[xy, 2 (10.4)

der Transformation von einem verformten lokalen kartesischen auf das globale karte-
sische Koordinatensystem mufl bei der numerischen Integration an jedem Gaufipunkt
aufgestellt werden. Eine Mdoglichkeit ein lokales kartesisches Koordinatensystem mit
zwei Achsen parallel zur Tangentialebene der Schale in der verformten Konfiguration
zu wihlen ist:

oL, oLy o I
B 2 B
o =% =% M =g X (10.5)
oL, K o 0T
o€ o¢ on

mit der verformten Geometrie der Mittelflache

Zal6n) = g (@(6) + 2ulEn)
1

= 5 (Xo(&m) + wo(&m) + Xul€,n) + uu(&, ) -

(10.6)

Schon in Kapitel 9.1 wurde auf eine alternative Formulierung hingewiesen, die ent-
steht, wenn die Verschiebungen statt auf ein lokales kartesisches Koordinatensystem
auf ein lokales konvektives Koordinatensystem transformiert werden. Dann sind in der
entsprechenden Transformationsmatrix zur Transformation der Verschiebungen von
dem lokalen kontravarianten konvektiven auf das globale kartesische Koordinatensy-
stem die Basisvektoren g, (Gl. (7.9)) als Spalten angeordnet:

T = [g:(&1,0),95(&,7m,0),95(&,7m,0)] - (10.7)

Diese Transformationsmatrix entpricht im linearen Fall der transponierten Jacobi-
matrix J” von der isoparametrischen Abbildung auf das Einheitselement und mu8
ohnehin an jedem Gaufpunkt ausgewertet werden. Wie bereits erwéhnt, kann auf die
Transformation der Verschiebungen ganz verzichtet werden, wenn die Matrix mit der
Verschiebungsinterpolation in Dickenrichtung (9.3) die gleichen Interpolationen fiir alle
drei Richtungen enthilt.
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10.1.2 Verzerrungen und Spannungen bezogen auf konvektive Koordina-
ten

Entsprechend der Vorgehensweise bei degenerierten Schalenelementen und der Bemer-
kung am Ende des vorherigen Abschnitts ist es auch bei Solid-Shell Schalenelementen
zweckmiflig, die Verzerrungen und Spannungen in einem lokalen konvektiven Koor-
dinatensystem zu berechnen. Wiederum ergibt sich dann der auf das kontravariante
konvektive Koordinatensystem transformierte Green-Lagrange Verzerrungstensor

E=E;G oG (10.8)
und die zugehorigen 2. Piola-Kirchhoff Spannungen in kovarianten Koordinaten
S=57G;®G,;. (10.9)

Die weitere Vorgehensweise zur Ermittlung des Green-Lagrange Verzerrungstensors
aus den Verschiebungen kann man direkt aus Kapitel 7.1.3 {ibernehmen.

Das linear elastische Materialgesetz in einer kovarianten Basis

Zusiétzlich zu der Darstellung des bereits mit der Bedingung des ebenen Spannungs-
zustandes kondensierten Materialgesetzes (7.29) wird bei den Solid-Shell Elementen
noch das auf das kovariante Basissystem transformierte ansonsten aber unverédnderte
Materialgesetz benotigt. Ausgangspunkt ist die bereits transformierte Darstellung des
isotropen, linear elastischen Materialgesetzes als vierstufiger Tensor

C™ = \GIG" + 1 (Giijl + Gz’lej) Gi®G;®G,® G, (10.10)

wobei A und p Lamé Konstanten (7.28) sind. Durch die bei Solid-Shell Schalen gew&hl-
te Anordnung der Komponenten des Verzerrungs- und Spannungstensors in Vektoren
(9.8) und unter Vernachléssigung der Metrikkoeffizienten G** und G3* lassen sich die
Elemente des vierstufigen Materialtensors in einer Matrix wie folgt anordnen:

[ GllGll G11G22 GHGIZ G11G33 0 0 7]
GllGQQ GQ2G22 G22012 G22G33 0 0
GIQGII GIQGZZ G12G12 G12G33 0 0
C = ) (10.11)
G G33 G22G33 G12G33 G33G33 00
0 0 0 0 0 0
|0 0 0 0 0 0|
[ 2G1GM 2GGY? 2G1GY? 0 0 0 ]
2G12G12 2GRG 2G12G* 0 0 0
2011012 2012G22 012012 + GllG22 0 0 0
+
I 0 0 2GBGH 0 0
0 0 0 0 kG2GB kGG
|0 0 0 0 KGBG? kGBGY |
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Der in obiger Gleichung auftretende Faktor « ist der auch fiir Platten und degenerierten
Schalen gebrauchliche Schubkorrekturfaktor, der je nach verwendetem Konzept zur
Anpassung des angenommenen an den wahren Verlauf der Querschubverzerrungen in
Dickenrichtung notwendig ist.

Diskussion des Schubkorrekturfaktors

Abweichend von der Kinematik der Reissner-Mindlin Platten und der degenerierten
Schalen fiihrt die Kinematik des Solid-Shell Konzeptes mit linearem Verlauf der Ver-
schiebungen in Dickenrichtung w’ iiber die Dicke zu linear veréinderlichen Querschub-
verzerrungen Fo3 und Esp in Dickenrichtung. Zur Erfiillung der Spannungsrandbedin-
gungen E23(C = 1) = 0, E31(< = ].) = 0 und E23(<' = —]_) = 0, E31(C = —1) =0
an der Elementober- beziehungsweise -unterseite ist jedoch ein quadratischer Verlauf
erforderlich. Entsprechend der Reissner-Mindlin Theorie und dem Degenerationskon-
zept ist auch beim Solid-Shell Konzept ein Schubkorrekturfaktor x erforderlich, der
jetzt im Mittel die Abweichungen des linearen Verlaufs vom wahren quadratischen
Verlauf ausgleicht. Da die gemittelten Abweichungen von einem konstanten zu einem
quadratischen Verlauf den gemittelten Abweichungen von einem linearen zu einem
quadratischen Verlauf entsprechen, kann auch beim Solid-Shell Konzept fiir Rechteck-
querschnitte der Wert k = 5/6 verwendet werden.

Einzig die Solid-Shell Schalenformulierung mit quadratischer Verschiebungsinter-
polation in Dickenrichtung mufl gesondert betrachtet werden. Der in Dickenrichtung
quadratische Verlauf der Querschubverzerrungen, der durch die quadratische Appro-
ximation der Verschiebung w’ in Dickenrichtung entsteht, kann jeweils in einen kon-
stanten Anteil E%, E¥ und quadratisch verinderlichen Anteil Ed;, EY, aufgespalten
werden:

By = E§3 + B3 By = E§1 + B3, (10.12)

wobei der konstante Anteil

o' ou’
EY = 5 EY = B (10.13)

und der quadratisch verdnderliche Anteil

! !
a ow a ow

2= By 31= 5o (10.14)

eindeutig den jeweiligen Verschiebungen mit den unterschiedlichen Interpolationen zu-
geordnet werden kann. Aus Griinden der besseren Ubersichtlichkeit liegt den Gleichun-
gen (10.13) und (10.14) der linearisierte Green-Lagrange Verzerrungstensor zugrunde,
u', v, 2" und 3’ sind die Verschiebungen beziehungsweise Koordinaten in der Tangen-
tialebene und w’ und 2z’ ist die Verschiebung beziehungsweise Koordinate in Dicken-
richtung. Dann lassen sich die Querschubspannungen

58 = GG (kyE% + ko Bdy) + G G (ky EY, + K Ed,)

(10.15)
S31 — G33G12 (IikEé% + K:qEé]?)) + G33G11 (K/kEécl + I{qul)
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korrekt berechnen, indem der Schubkorrekturfaktor k; der konstanten Querschubver-
zerrungsanteile gleich k; = 5/6 gesetzt wird. Bei der gewihlten hierarchischen qua-
dratischen Verschiebungsinterpolation (9.20) entsteht ein quadratischer Verlauf der
Querschubverzerrungen entsprechend Bild 9.5. Dieser Verlauf erfiillt aber nicht die
Spannungsrandbedingungen und somit stimmt er auch nicht mit dem wahren Ver-
lauf der Querschubverzerrungen (s. Bild 5.1) iiberein. Das heifit, je nachdem ob ein
linearer oder quadratischer Verlauf iiberwiegt, nimmt der Schubkorrekturfaktor der
quadratischen Anteile einen Wert zwischen 5/6 < k, < 1 an.

Allerdings zeigen die bisherigen numerischen Beispielrechnungen, dafl die Verein-
fachung K, = k, = 5/6 ebenso wie die Vereinfachung x; = k, = 1 lediglich einen
vernachlissigbaren Einflufl auf die Ergebnisse ausiibt.

10.1.3 Die tangentielle Elementsteifigkeitsmatrix und der Elementresi-
dualvektor

Da im Gegensatz zu dem Degenerationskonzept bei dem Solid-Shell Konzept immer
ein linearer Zusammenhang zwischen den Verschiebungen u und den diskreten Kno-
tenverschiebungen d. gewihrleistet ist, ergeben sich die Verschiebungen u = Dd, und
die zugehorigen Variationen du = Ddu mit Hilfe der gleichen Matrix

ou
od,’

Somit dndern sich gegeniiber den degenerierten Schalenelementen beim Aufstellen der
tangentiellen Elementsteifigkeitsmatrix

K¢, = / (er Ce g +ely deCé‘) v
Y414 (10.17)
_ /// . Ce g+ €'y g Ce) det dedndC

-1 -1-1

D =

(10.16)

und des Elementresidualvektors

fe:fezt_fint = fewt—/erCst

Y14 (10.18)
. / / / Ce detJ dednd
S S
die Abkiirzungen
Ujo
dl IDZO
wu=Dd,=[D" ... D"]| : mit dj = | ¥ (10.19)
dg Vi
Wiy,
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und

Di = %Nz ((1 +€) |: Al 03><3 } + (1 — C) |: 03><3 Al ]), wobei

TiTh + ThoThg +TisThis TiaTo1 + ThoToe + Th3T03
A = To1Thy + TooTho + Tos3Ths TorTor + TogTog + TosThs
T3 Ty + TsoThvo + Ts3Th3 Ts1Tor + TaoTog + Ta3Ths

T11T3 + ThoT3e + Th3T33
To1T31 + TooT30 + 123133
T51 131 + T32T30 + 133133
Die Ermittlung der Ableitungen nach den natiirlichen Koordinaten

ou _ 8_u_ 8u_

an Dnde; a—c

D.d,

(10.20)

(10.21)

erfordert lediglich eine entsprechende Ableitung der D Matrix (10.20). In Gleichung
(10.20) sind T;; die Komponenten der Transformationsmatrix T' der Transformati-
on von globalen auf lokale Koordinaten. Damit nimmt der Verzerrungsvektor € die

einfache Form

( G| D¢d. + ;d! D{ D.d, \
Ey G;D,d. + 1d! D! D,d,
E
o8, G'D,d, + GLD¢d, + d' D! D, d.
E = =
Ess GID.d. + 1d! D' D.d,
2E3
2Fs3; G;D.d. + G; D,d, + d. D] D.d,

\ G'Dd, + GID¢d, + d’ D' D.d, )
die zweistufige Matrix e d. die Form

G D, +d,D{D; T
G, D, +d; DD,

G!D,+ G;D; +d!D{D, + d] D} D,
“d.~ G; D, +d; D{ D,

G;D;+G;D,+d. D! D, +d;D{D,

| GID+ G5D¢+d;D{D+d;D{D; |

und die dreistufige Matrix & d.d, die Form

E,dede:[Hl HQ H3 H4 H5 H6 }T
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an. Die zweistufigen Untermatrizen H; ergeben sich in der lokalen kontravarianten
Basis durch Auswerten der Matrizenprodukte zu:

H,=D{D,, H,=D!D, H;=D{D,+D]D.,, H,=D[D
(10.25)
H;=D!ID.+D{D,, H¢=D{D;+ D[D;.

Dann sind mit den Materialmatrizen aus dem vorangegangenen Abschnitt alle Gréfien
zum Aufstellen der tangentiellen Elementsteifigkeitsmatrix und des Elementresidual-
vektors beim Solid-Shell Konzept bekannt. Auch die bei der Beriicksichtigung einer
verformungsabhéngigen Druckbelastung zusétzlichen Anteile zur Elementsteifigkeits-
matrix K? (10.17) und zum Elementlastvektor f% , (10.18) konnen entsprechend Ka-
pitel 7.1.6 mit Hilfe oben angegebener Matrizen ausgewertet werden.

10.1.4 Vereinfachungen bei der Geometrieeingabe

Die gewihlte Geomterieapproximation (10.1) verlangt in der urspriinglichen Form,
daBl an jeder Kante die Koordinaten von der Schalenober- und -unterseite eingegeben
werden. Somit entspricht die eigentliche Geometrieeingabe der eines Kontinuumele-
mentes. Um bereits bestehende Diskretisierungen von Berechnungen mit degenerierten
Schalenelementen iibernehmen zu konnen, besteht zusétzlich die Méglichkeit der Geo-
metrieeingabe entsprechend den degenerierten Schalenelementen durch Angabe der
Mittelflichenkoordinaten und der Linge jeder Kante. Die hierzu notwendigen Algo-
rithmen wurden bereits in Kapitel 7.1.7 ausfiihrlich erldutert und kénnen unveréindert
iibernommen werden.

10.1.5 Behandlung von Schalenverschneidungen

Um Schalenverschneidungen exakt erfassen zu koénnen, ist es notwendig, an der Stelle
der Verschneidung Solid-Shell Schalenelemente, mit denen die restliche Struktur dis-
kretisiert ist, mit einem Kontinuumelement entsprechend Bild 10.2 zu koppeln. Die

Kontinuumelement

Solid—Shell
Elemente

Bild 10.2: Schalenverschneidung mit einem Kontinuumelement diskretisiert

bei Verschneidungen zwangslédufig auftretenden dreidimensionalen Spannungszustinde
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lassen sich mit dieser Art der Diskretisierung beschreiben, jedoch mit recht hohem Dis-
kretisierungsaufwand.

Eine andere Mdglichkeit, von der allerdings abgeraten wird, besteht darin, die
Solid-Shell Schalenelemente an der Verschneidung direkt miteinander zu verbinden,
siehe Bild 10.3. Abgeraten wird darum, weil die den Solid-Shell Elementen zugrunde

N

Solid—Shell
Flemente

Bild 10.3: Schalenverschneidung direkt mit Solid-Shell Elementen

liegende Annahme, daf die Elementseitenflichen senkrecht zur Ober- und Unterseite
stehen, bei der Verwendung linearer Ansatzfunktionen verletzt wird und somit deutlich
schlechtere Ergebnisse erzielt werden.

Ein wesentlich geringerer Fehler entsteht bei diinnen Schalen, wenn an der Ver-
schneidungsstelle die Mittelflichen der jeweiligen Solid-Shell Elemente miteinander
verbunden werden und die Seitenflichen weiterhin senkrecht zur Ober- und Unter-
seite ausgerichtet bleiben, siehe Bild 10.4. Zwar befinden sich dann die miteinander

e

Solitd—Shell
Elemente

Bild 10.4: Schalenverschneidung mit Verbindung der Mittelflichen

gekoppelten Freiheitsgrade an unterschiedlichen Positionen, mit der daraus folgenden
Einschrinkung, dafl Starrkoérperrotationen des Verschneidungsknotens stark behindert
werden.

10.1.6 Behandlung geschichteter Strukturen

Ein wesentlicher Vorteil von Solid-Shell Elementen gegeniiber degenerierten Schalen-
elementen besteht in der Md6glichkeit auch geschichtete Strukturen zu berechnen, in-
dem mehr Elemente iiber die Dicke mit entsprechend dem zu untersuchenden Problem

124



verschiedenen Materialeigenschaften angeordnet werden. Zur Darstellung von Delami-
nationen geniigt es, eine nichtlineare Feder zwischen den Schichten einzufiihren oder
bei Uberschreiten einer vorgegebenen Spannung die tangentielle Steifigkeitsmatrix und
den Residualvektor des betreffenden Solid-Shell Elementes identisch null zu setzen.

Allerdings weisen Verbundwerkstoffe oft Materialeigenschaften auf, die eine stark
ausgepragte Richtungsabhéngigkeit zeigen. Zur Implementierung solcher anisotroper
Materialgesetze mufl das Potential statt in konvektiven in lokalen kartesischen Koor-
dinaten aufgestellt werden, siehe z.B. Klarmann [40]. Ein solches Koordinatensystem
kann entsprechend Gleichung (7.88) ermittelt und anschlieBend um die Z'-Achse so
gedreht werden, dafi die Achsen in der X'-Y'-Ebene mit der Vorzugsrichtung des
verwendeten Materials zusammenfallen. Durch die Interpolation der Querschubverzer-
rungen in natiirlichen Koordinaten sind an jedem Gauflpunkt und an jeder Stiitzstelle
rechenzeitintensive Transformationen von den lokalen konvektiven auf die lokalen kar-
tesischen Koordinatensysteme (7.91) notwendig. Eine einfache Darstellung ergibt sich
durch Einsetzen der aus der kartesischen Basis folgenden Bedingung

G = §% (10.26)

fiir das St. Venant-Kirchhoff Materialgesetz (10.11) und das zugehorige reduzierte
Materialgesetz (7.29).

10.2 Bilineare Solid-Shell Schalenelemente

In der vorliegenden Arbeit werden ausschliellich Solid-Shell Schalenelemente mit vier
Kanten, d.h. acht Knoten, und den bilinearen Lagrange Ansatzfunktionen

Ni({—“,n):%(lig)(lin) i=1...4 (10.27)

untersucht. Zur Vermeidung der bei einer reinen Verschiebungsformulierung auftre-
tende Querschubversteifung wird die Methode der angenommenen Verzerrungen mit
den bereits in Kapitel 7.2.1 vorgestellten Verzerrungsinterpolationen nach Bathe und
Dvorkin [23] auf die verschiedenen bilinearen Solid-Shell Schalenelemente angewendet.
Die einzelnen in diesem Abschnitt vorgestellten Solid-Shell Elementformulierungen
unterscheiden sich lediglich in der Vorgehensweise zum Vermeiden der Versteifung in
Dickenrichtung.

10.2.1 ANS3DL Element

Bis auf die angenommenen Querschubverzerrungen basiert diese Elementformulierung
ohne weitere Annahmen auf der unverinderten Geometrie- (10.1) und Verschiebungs-
approximation (10.2) des Solid-Shell Konzeptes.

Demnach tritt bei Problemstellungen, die Querkontraktionseffekte beinhalten, die
zuvor beschriebene sogenannte Dickenversteifung auf. Im Gegensatz dazu fiihrt das
ANS3DL Element bei Problemstellungen ohne Querkontraktionseffekte zu einer sehr
effizienten Berechnung. Ein durch Versteifungseffekte verfilschtes Ergebnis kann aber
vermieden werden, wenn die zu untersuchende Struktur mit etwa acht Elementen iiber
die Dicke diskretisiert wird. Jedoch spricht hiergegen der bei weitem zu hohe Aufwand.
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10.2.2 ANS6z Element

Dem ANS6z Element liegt das modifizierte Funktional (9.12) zugrunde, das in den kon-
vektiven Koordinaten ausgewertet wird. Die zur Berechnung der Biege-, Membran- und
Querschubspannungen notwendige Spannung-Dehnungs-Beziehung entspricht dem auf
das kovariante konvektive Basissystem transformierten reduzierten Materialgesetz
(7.29). Einzig der verallgemeinerte Elastizitdtsmodul mufl mit Hilfe der kontravarian-
ten Metrikkoeffizienten G¥ und dem Elastizititsmodul F wie folgt bestimmt werden:

E =G®G¥E. (10.28)

Die bei einer geometrisch nichtlinearen Problemstellung notwendige Linearisierung der
schwachen Form des Gleichgewichts

/ 6T C\rege dV + / SELEEdV + 611y = 0 (10.29)

14 14

fiihrt auf die tangentielle Elementsteifigkeitsmatrix
Kfang = / <€:1;le C;’rede’de + 5;1;iede Crede) dV

e - o (10.30)
* / (Ecc,deEEcc,de +E¢4,dedeEEc<) dv

\%4

und den inneren Elementlastvektor

-ffnt = /szecreda av + / EZ(,dEEECC dVv (1031)
14 \4

in diskreter Form.

Die ANS6z Elementformulierung kann iiberall statt degenerierter Schalenelemente
eingesetzt werden, mit den Vorteilen, dafl keine Schwierigkeiten aufgrund von Rota-
tionsfreiheitsgraden entstehen und sogar eine grobe Abschétzung der Normalverzer-
rungen und -spannungen in Dickenrichtung erhalten wird. Jedoch liegt der wesentliche
Nachteil des ANS6z Elementes in der notwendigen Reduktion des Materialgesetzes,
die nur fiir wenige einfache Materialien durchfiihrbar ist.

10.2.3 ANS3DLr Element

Diese Elementformulierung basiert auf der Idee, die Menbranverzerrungen und -
spannungen von den Biegeverzerrungen und -spannungen zu trennen mit dem Vor-
teil gegeniiber dem ANS6z Element einer im Mittel korrekten Normalverzerrung und
-spannung in Dickenrichtung. Somit werden zur Ermittlung der Membran- und Quer-
schubspannungen ein allgemeines dreidimensionales Materialgesetz, im linear elasti-
schen Fall (10.11), und zur Ermittlung der Biegespannungen das zugehorige reduzierte
Materialgesetz, hier Gleichung (7.29), jeweils in kovarianten konvektiven Koordinaten
zugrunde gelegt.
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Damit wird deutlich, dal auch beim ANS3DLr Element keine allgemeinen dreidi-
mensionalen Materialgesetze implementiert werden kénnen und aufgrund der getrenn-
ten Behandlung des Membran- und Biegeanteils die Zahl der Operationen auf Ele-
mentebene betréchtlich steigt. Hinzu kommt noch der bereits in Kapitel 9.3.1 erwéhn-
te Nachteil, daBl wegen der reduzierten Integration der Koppelterme lediglich ebene
Strukturen exakt erfafit werden.

10.2.4 ANS3Dq Element

Im Gegensatz zu den drei zuvor vorgestellten Solid-Shell Elementen beruht das
ANS3Dq Element auf der modifizierten Verschiebungsapproximation in Dickenrich-
tung (9.19). Die zugehorige diskretisierte Verschiebungsinterpolation in globalen Ko-
ordinaten (e;, es, e3) lautet:

w(EnO=[u v w]

! _ TT(&n) Oz Oz . (10.32)
= A Ni(&n) T(EnO(C) 0355 TT(Em) O3 | d
=t O1x3 O1x3 1

mit der Matrix der Verschiebungsapproximation in Dickenrichtung © (9.20) und dem
Kantenverschiebungsvektor

di - [ﬂ'g;a ,a;l;, ’L:| g - [ﬂioa /D’ioa U_J’ioa ﬂ"iua Q_)iua U_)’iua ﬁz]T ) (1033)
der jetzt sieben statt zuvor sechs Freiheitsgrade pro Elementkante aufweist. Somit er-
fordert eine Netzeingabe entsprechend Kontinuumelementen aufgrund der dann not-
wendigen Kantenmittelknoten (s. Bild 9.5) eine aufwendigere Geometrieeingabe. Ab-
weichend von der Verschiebungsapproximation wird zur Ermittlung der Transforma-
tionsmatrix T" ein linearer Verlauf aller Verschiebungen in Dickenrichtung analog zu
Gleichung (10.5) angenommen.

Entscheidend fiir das Aufstellen der Elementsteifigkeitsmatrix und des Elementre-
sidualvektors ist die verdnderte Abkiirzung

D' = %Ni (A+¢)[ Al O304 | +(1—0C) [ O3x3 Ay 031 |)

5N (1= ¢%) [ O 4, ]

wobei A; der Gleichung (10.20) entnommen werden kann und

T3
Aq = T23
T33

(10.34)

ist.

Zusétzlich zur aufwendigeren Geometrieeingabe ist das ANS3Dq Element wegen
der groBeren Bandbreite der resultierenden Steifigkeitsmatrix ineffizienter. Wird wide-
rum eine Auswertung in lokalen konvektiven Koordinaten zugrunde gelegt, mufl das
Materialgesetz mittels der kontravarianten Metrikkoeffizienten G* transformiert wer-
den. Im Fall des hier betrachteten isotropen, linear elastischen Materialgesetzes ergibt
sich dann die Matrizendarstellung (10.11) aus Kapitel 10.1.2.

127



10.2.5 ANS3DEAS Element

Auch bei dem ANS3DEAS Element wird analog zum ANS3Dq Element ein linearer
Verlauf der Normalverzerrung in Dickenrichtung iiber die Dicke angenommen. Diesmal
wird der lineare Verlauf jedoch nicht durch eine Erhéhung der Ordnung der Verschie-
bungsapproximation sondern durch Anwenden der EAS Methode nach Kapitel 3.3.3
erreicht. Bei der gewéhlten bilinearen Interpolation der Verschiebungen in den natiirli-
chen Koordinaten & und 7 ergibt sich die Interpolationsmatrix M der inkompatiblen
Normalverzerrung in Dickenrichtung (9.29)

M=[1¢ n & (10.35)

und der Vektor o, mit den vier unbekannten Parametern
T
a, = [ o Qg 3 Qy } , (10.36)

die anschlieend auf Elementebene auskondensiert werden. Im Gegensatz zu Elementen
mit Ansédtzen héherer Ordnung in € und n kann beim Aufstellen der Interpolations-
matrix M der Faktor

t33 = Gg(gana C)G3(0,0,0), (1037)

der den Bezug zu einer konstanten Basis herstellt, vernachléssigt werden, da bei Ele-
menten mit bilinearen Ansatzfunktionen die Achsen G(&,7,¢) = G*(£,7, () ohnehin
meistens an jedem Punkt der Schale in die gleiche Richtung zeigen.

Das ANS3DEAS Element sollte von allen vorgestellten Solid-Shell Schalenelemen-
ten bevorzugt werden, da es zusidtzlich zu den bereits beim ANS3Dq Element beob-
achteten Vorteilen der Verwendungsmoglichkeit allgemeiner dreidimensionaler Mate-
rialgesetze noch eine einfache Geometrieeingabe durch nur sechs Freiheitsgrade pro
Kante erlaubt. Allerdings sind aufgrund der EAS Methode vor allem bei nichtlinearen
Berechnungen viele zusétzliche Operationen notwendig und bei groflen Lastschritten
kann es aufgrund der mitaufdatierten zusitzlichen Elementfreiwerte o, (Bild 3.3) zu
Konvergenzproblemen kommen.

Eine weitere Variante dieses Elementes mit acht Elementfreiwerten o, entsteht,
wenn zusétzlich die Membranverzerrungen entsprechend dem in Kapitel 7.2.2 beschrie-
benen degenerierten Schalenelement erweitert werden.
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11 Numerischer Vergleich der verschiedenen Solid-
Shell Schalenelementformulierungen

11.1 Lineare Berechnungen

Die folgenden geometrisch und materiell linearen Berechnungen werden mit den in
dem vorherigen Kapitel beschriebenen 4-Kanten Elementen, d.h. mit 4 bzw. 8 Kno-
ten, durchgefiihrt. Zusétzlich zu den ANS6z, ANS3DL, ANS3DLr, ANS3DEAS und
ANS3Dq Elementen, wird zum Vergleich das degenerierte 4-Knoten Schalenelement
mit angenommenen Querschubverzerrungen herangezogen. Im Gegensatz zu den vor-
angegangenen Abschnitten, in denen dieses Element mit ANS4 bezeichnet wurde, wird
es hier aufgrund seiner fiinf Freiheitsgrade pro Knoten ANS5 genannt.

11.1.1 Eigenwertuntersuchungen

Um bei Elementen Kinematiken oder eine Tendenz zum Versteifen feststellen zu
konnen, werden die Eigenwerte jedes untersuchten Solid-Shell Elementes berechnet.
Die dabei verwendete Elementform ist typisch fiir Elemente, die in einer regelméflig
diskretisierten quadratischen Platte enthalten sind.

Zuerst wird eine Elementform mit Dicke zu Léngenverhiltnis von A/l = 2/100
betrachtet, die einer sehr groben Diskretisierung oder einer sehr diinnen Platte bzw.
Schale entspricht. Anschlieflend wird das Dicke zu Léngenverhéltnis auf h/l = 1/3

Element Starrkorper- | Kinematik Eigenwerte
bewegung < 0.1 ‘ < 1.0 ‘ < 1000 ‘ max

| ANS5 | 1.-6. - | 7-11. ] 12.-17. | 18.-20. | 2.54 |
ANS6z 1.-6. - 7.-9. | 10.-16. | 17.-23. | 1365
ANS3DLr 1.-6. - 7.-9. | 10.-16. | 17.-23. | 1838
ANS3DL 1.-6. - 7. 8.-16. | 17.-23. | 1838
ANS3Dq 1.-6. - 7.-9. | 10.-16. | 17.-26. | 1838
ANS3DEAS 1.-6. - 7.-9. | 10.-16. | 17.-23. | 1838

Tabelle 11.1: Eigenwerte einer quadratischen Platte; Dicke zu Lingenverhiltnis
h/l =2/100

angehoben. Dieses Verhiltnis entspricht einer Vernetzung mit 16x16 Elementen in der
Mittelebene und fiihrt bei der Berechnung von ebenen oder wenig gekriimmten Schalen
zu auskonvergierten Ergebnissen. Schliellich wird noch das Dicke zu Lingenverhéltnis
h/l = 1 untersucht. Solche Elementformen sind notwendig, um auch bei stark ge-
kriimmten Schalen wie z.B. dem beidseits gedriickten Zylinder (s. Kapitel 11.1.4) oder
an Stellen mit nahezu dreidimensionalen Spannungszustéinden auskonvergierte Ergeb-
nisse zu erhalten. Die wichtigste Erkenntnis aus den Tabellen 11.1 —11.3 ist, daf keine
der Elementformulierungen weder Kinematiken noch eine deutliche Tendenz zum Ver-
steifen aufweist. Jedoch zeigt sich, dafl bei einer sehr groben Vernetzung aufgrund der
groflen Steifigkeit in Dickenrichtung alle vorgeschlagenen Solid-Shell Schalenelemente
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Element Starrkorper- | Kinematik Eigenwerte
bewegung <0.1 ‘ < 1.0 ‘ max
| ANS5 | 16 ] - | 7-12.[13.-19. | 1.56 |
ANS6z 1.-6. - 7.-9. | 10.-19. | 4.91
ANS3DLr 1.-6. - 7.-9. 1 10.-19. | 6.92
ANS3DL 1.-6. - 7. 8.-18. | 6.92
ANS3Dq 1.-6. - 7.-9. | 10.-20. | 6.92
ANS3DEAS 1.-6. - 7.-9. | 10.-19. | 6.92

Tabelle 11.2: Eigenwerte einer quadratischen Platte; Dicke zu Léingenverhiltnis h/l = 1/3

Element Starrkorper- | Kinematik Eigenwerte
bewegung < 0.1 ‘ < 1.0 ‘ max
| ANS5 | 1-6. | - | 7.-12. | 13.-18. | 1.56 |
ANS6z 1.-6. - 7.-11. ] 12.-24.| 0.78
ANS3DLr 1.-6. - 7.-10. | 11.-23. | 1.36
ANS3DL 1.-6. - 7.-8. | 9.-23. | 1.36
ANS3Dq 1.-6. - 7.-11. 1 12.-27. | 1.36
ANS3DEAS 1.-6. - 7.-10. | 11.-23. | 1.36

Tabelle 11.3: Eigenwerte einer quadratischen Platte; Dicke zu Lingenverhéltnis h/l =1

wesentlich hohere Eigenwerte als das degenerierte Schalenelement besitzen. Allerdings
ist kein deutlicher Unterschied der Eigenwerte der einzelnen Schalen- und Elementfor-
mulierungen zu finden, wenn feinere Diskretisierungen, die fiir auskonvergierte Ergeb-
nisse notwendig sind, betrachtet werden. Weiterhin ist bemerkenswert, dafl bei einer
zur Berechnung stark gekriimmter Strukturen notwendigen, sehr feinen Vernetzung,
die Eigenwerte der degenerierten Schale sogar grofler sind als die der Solid-Shell Scha-
len.

11.1.2 Einfach gelagerte Platte unter Flichenlast

Die bereits in Kapitel 8.1.2 untersuchte quadratische Platte wird hier mit einer Diskre-
tisierung mit einem Element iiber die Plattendicke berechnet. In den folgenden drei
Diagrammen wird die vertikale Verschiebung in Plattenmitte, die entsprechend der
analytischen Losung von Timoshenko [75] normiert ist, {iber der Zahl der Elemente
pro Fliche aufgetragen.
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0.95 ANS5 &—
w ANS3DL
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Bild 11.1: Konvergenzuntersuchung verschiedener Elementformulierungen;
Diinne quadratische Platte mit regelméfiger Vernetzung

Aufgrund der ebenen Struktur sind die vertikalen Verschiebungen auf der Platten-
oberseite und -unterseite identisch und die ANS5, ANS6z, ANS3DEAS und ANS3DLr
Elemente fiihren zu den gleichen Ergebnissen. Offensichtlich konvergiert das ANS3DL
Element im Gegensatz zu den restlichen Elementformulierungen nicht zu der analy-
tischen Losung, sondern zeigt deutlich eine Tendenz zum Versteifen. Dieser Defekt
wurde bereits in Kapitel 9.2 erwdhnt und kann auf die Kopplung der Normalspannung
in Dickenrichtung mit den Spannungen parallel zur Mittelflache zuriickgefiihrt werden.
Um diesen unerwiinschten Effekt weiter zu untersuchen, wird die quadratische Platte
bei einer Variation der Zahl der Elemente in Dickenrichtung mit 8x8 Elementen in der
Ebene diskretisiert.

| | | | | | | |
1.00 - B— 2 7
ANS3DL +—
0.95 | ANS3DLr £
w ANS6z <—
c ANS3Dq A
Wan 0.90 ANS3DEAS -+— T
0.85 - i
080 | | | | | | | |

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
N, Zahl der Elemente in Dickenrichtung

Bild 11.2: Konvergenzuntersuchung verschiedener Elementformulierungen;
Variation der Zahl der Elemente in Dickenrichtung
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Bild 11.2 entsprechend fiihren die ANS6z, ANS3DEAS und ANS3Dq Elemente bereits
mit einem Element iiber die Dicke zu der analytischen Losung. Im Gegensatz dazu wird
mit dem ANS3DL Element die analytische Losung erst bei einer Diskretisierung mit
acht Elementen iiber die Dicke erreicht. Bei dieser Diskretisierung ist interessanterweise
auch beim ANS3Dq Element ein dreidimensionaler Effekt zu beobachten.

Der letzte wichtige Aspekt, der Einflu} unregelméfiiger Elementformen auf das
Verhalten der verschiedenen Elementformulierungen, wird mittels der Berechnung der
vertikalen Verschiebung einer Platte untersucht, die entsprechend Bild 8.4 vernetzt
ist.

105 T LI | T LB | T LA B |
1.00 .
0.95 | ANS5 ¢&—
ANS3DL —+—
0.90 + ANS3DLr - ]
Wan ' ANS6z ><—
ANS3Dq A
0.85 - ANS3DEAS *—
0.80 - W i
0.75 el el el e
1 10 100 1000 10000

N, Elemente pro Fliche
Bild 11.3: Konvergenzuntersuchung verschiedener Elementformulierungen;

Diinne quadratische Platte mit unregelméfiger Vernetzung

Bei einer groben Diskretisierung sind die Ergebnisse im Vergleich mit denen der re-
gelméfigen Vernetzung geringfiigig schlechter, jedoch bleibt das charakteristische Ver-
halten der einzelnen Elemente erhalten.

11.1.3 Tonnendach nach Scordelis und Lo

Auch dieses Beispiel wurde in einem vorhergehenden Kapitel bereits vorgestellt und
wird zur Kldrung der Fragestellung herangezogen, wie sich die Solid-Shell Schalenele-
mente bei der Berechnung von gekriimmten Strukturen verhalten.
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Bild 11.4: Konvergenzuntersuchung des Tonnendachs nach
Scordelis und Lo; Verschiebungen der Oberseite

Erfolgt eine Diskretisierung mit nur einem Element {iber die Dicke, so ist es ist nicht
mehr moglich die Randbedingungen des degenerierten Schalenelementes ANSH exakt
auf die Solid-Shell Elemente zu iibertragen. Das Tonnendach kann dann entweder an
der Oberseite oder Unterseite jedoch nicht in der Mitte gelagert werden. Deshalb un-
terscheiden sich die vertikalen Verschiebungen an der Ober- und Unterseite bei den
Berechnungen mit den ANS6z, ANS3DL, ANS3DEAS, ANS3DLr und ANS3Dq Ele-

menten.

120 T TTTT T T LI | T LY | T T T
ANS5 46—
1.15 ANS3DL —+—
ANS3DLr -
1.10 ANS6z X—
y ANS3Dq A—
© ol ANS3DEAS +— _
1.00 |- —
0.95 _
000 bt P L L
1 10 100 1000 10000

N, Elemente pro Fliche

Bild 11.5: Konvergenzuntersuchung des Tonnendachs nach
Scordelis und Lo; Verschiebungen der Unterseite

Allerdings zeigen alle Elemente ein durchgingig gutes, robustes Verhalten. Zu be-

merken ist, daf} aufgrund der bei diesem Beispiel verwendeten Querkontraktionszahl
v = 0.0 das ANS3DL Element kein zu steifes Verhalten aufweist.
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11.1.4 Zylinder mit starren Endscheiben und Belastung mit gegeniiber-
liegenden Einzelkriften

Diese in Bild 8.9 dargestellte, stark gekriimmte Struktur ist dafiir bekannt, dafl bei
Netzkonvergenzuntersuchungen besonders Elemente mit niedriger Ordnung der An-
satzfunktionen eine schlechte Konvergenzrate aufweisen. In den folgenden Berechnun-
gen wird aufgrund der Symmetrie nur ein Achtel des Zylinders diskretisiert mit der
Einschrankung, dafl die Ergebnisse damit auch nur symmetrisch sein konnen. Fiir die
Lastangriffstelle werden die Verschiebungen der Ober- und Unterseite berechnet.

]_.0 T T T T T T T 7 T T T T T rrIr

0.9 r- ]

0.8 - ]

0.7 F ANS5 6—

0.6 b ANS3DL —+— _
WA ) ANS3DLr -

w 0.5 - ANS6z <— 7]

04 ANS3Dg A~
ANS3DEAS ~+—

0.3 - ]

0.2 - ]

0.1 - ]

0-0 1 :':V: 1 ool 1 ool 1 [ N

1 10 100 1000 10000

N, Elemente pro Fliche

Bild 11.6: Konvergenzuntersuchung des beidseits gedriickten Zylinders;
Verschiebungen der Oberseite
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N, Elemente pro Fliche

Bild 11.7: Konvergenzuntersuchung des beidseits gedriickten Zylinders;
Verschiebungen der Unterseite
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Wie schon beim vorherigen Beispiel treten Unterschiede aufgrund der Randbedin-
gungen auf. Obwohl die vertikalen Verschiebungen der vorgeschlagenen Elemente bei
einer groben Vernetzung deutlich von der des degenerierten Schalenelementes ANSH
abweichen, stimmen sie bei feinen Netzen, die fiir auskonvergierte Ergebnisse ohnehin
notwendig sind, weitgehend iiberein. Diese bei einer groben Diskretisierung auftreten-
den Unterschiede rithren daher, dal die Randbedingungen an der Léngsseite, die bei
den Solid-Shell Elementen von der des degenerierten Schalenelementes abweichen, bei
groben Netzen deutlicher zum Tragen kommen. Wie erwartet verhilt sich das ANS3DL
Element geringfiigig zu steif.

11.1.5 Quader unter Flichenlast

Um die zusitzliche Fahigkeit der Solid-Shell Schalenelemente zu untersuchen, Nor-
malspannungen und -verzerrungen in Dickenrichtung darzustellen, wird ein Quader
unter Flichenlast betrachtet. Der Quader ist an seiner Unterseite fest eingespannt, die

oy

w | I =1
F }_F_ " h = 01
A/ / \/ —
— F 1
7 E = 10.92
SN v 0.3
l

Bild 11.8: Geometrie und Materialeigenschaften des Quaders

Fldchenlast in Dickenrichtung wird an der Oberseite eingeleitet und die Berechnung
wird mit einer Vernetzung mit nur einem Element durchgefiihrt, siehe Bild 11.8. In der
folgenden Tabelle sind die resultierenden Verschiebungen in Dickenrichtung und paral-
lel zur Mittelfliche sowie die Normalspannungen dargestellt. Die ANS3DLr, ANS3Dq
und ANS3DEAS Elemente fiihren allen Voraussetzungen entsprechend direkt auf die
Ergebnisse einer analytischen Berechnung. Dagegen ergibt eine Berechnung mit dem
ANS3DL Element zu kleine Verschiebungen aufgrund der Kopplung der konstanten
Normalspannung in Dickenrichtung und der linear variierenden Normalspannungen in
der Ebene. Das ANS6z Element weist jedoch ein zu weiches Verhalten auf, da hier
diese Kopplung vollstédndig vernachlassigt wird.

11.1.6 Konditionszahlen

Da auch bei Solid-Shell Schalenelementen die Fragestellung von Bedeutung ist, ob
iterative Gleichungsloser problemlos eingesetzt werden konnen, werden die Konditi-
onszahlen wie in Kapitel 8.1.6 an dem Beispiel des beidseits gedriickten Zylinders mit-
einander verglichen, siche Tabelle 11.5. Es kann festgestellt werden, da der Ubergang
vom Degenerationskonzept auf das Solid-Shell Konzept eine unwesentliche Erhéhung
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| [ ANS3DL | ANS6z | ANS3DLr/ANS3Dq/ANS3DEAS |

Verschiebungen der Oberseite

vertikal 0.0337126 | 0.0366300 0.0342752
horizontal || 0.0758534 0.0 0.0824176
vertikale Normalspannung

Oben -4.956 -4.000 -4.000
Mitte -4.000 -4.000 -4.000
Unten -3.044 -4.000 -4.000
horizontale Normalspannungen

Oben -2.124 0.0 -1.714
Mitte -0.531 0.0 -0.428
Unten 1.062 0.0 0.857

Tabelle 11.4: Verschiebungen und Spannungen des Quaders unter Flichenlast

‘ Elementformulierung ‘ Konditionszahl ‘

| ANS5 01944107 |
ANS6z 0.2498 - 107
ANS3DLr 0.3375 - 107
ANS3DL 0.3032 - 107
ANS3Dq 0.3366 - 107
ANS3DEAS 0.3382 - 107

Tabelle 11.5: Konditionszahlen der verschiedenen Solid-Shell Elementformulierungen;
Beidseits gedriickter Zylinder; Lineare Berechnungen

der Konditionszahl mit sich bringt. Auch bei der Verwendung von sieben (ANS3Dq)
statt sechs Freiheitsgraden pro Knoten wichst die Konditionszahl nur leicht.

11.2 Geometrisch nichtlineare Berechnungen

In diesem Kapitel werden die Berechnungen mit dem degenerierten 4-Knoten Scha-
lenelement (ANS5) und dem auf dem modifizierten Funktional basierenden 4-Kanten
Element (ANS6z) durchgefiihrt. Zusétzlich werden die Solid-Shell Schalen mit einem
konstanten (ANS3DL, ANS3DLr) und linearen Verlauf (ANS3DEAS, ANS3Dq) der
Normalverzerrung in Dickenrichtung zum Vergleich herangezogen.

11.2.1 Halbkugel mit Loch und Belastung mit vier Einzelkriften

Die bereits in Kapitel 8.2.2 berechnete Halbkugel mit Loch (siehe Bild 8.12) wird un-
tersucht, um bereits vorhandene Ergebnisse fiir Schalen ohne Rotationsfreiheitsgrade
von Parisch [50] mit den hier vorgestellten Solid-Shell Schalenelementen vergleichen zu
kénnen. Begonnen wird mit der von Parisch verwendeten Diskretisierung mit 16x16x1
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Solid-Shell Schalenelementen, die jedoch nach den Erkenntnissen aus Kapitel 8.2.2 fiir
4-Knoten Elemente nicht zu auskonvergierten Last-Verschiebungskurven fiihrt.

3.0 T T T T T
2.5 ANS3DL —
ANS3Dq -6—
9.0  ANS3DEAS +—
' ANS6z
Last- ANS3DLr >—
fakAtOI" 1.5 ANS5 A—
1.0
0.5 F
0.0 | ! ! ! !
0 1 2 3 4 5

Bild 11.9: Halbkugel mit Loch; 16x16x1 Elemente; Last-Verschiebungskurven
diverser Elementformulierungen; Verschiebung des Punktes A

Verschiebung des Punktes A

3.0 : : , , .
2.5 F
2.0 | AN o
- q
fgﬁigr 1.5 F ANS3DEAS —+—
A ANS6z 1
ANS3DLr >—
1O ANS5 A—
0.5 F
0.0 ' L 1 1 1 I
0 1 2 3 4 5 6 7

Verschiebung des Punktes B

Bild 11.10: Halbkugel mit Loch; 16x16x1 Elemente; Last-Verschiebungskurven
diverser Elementformulierungen; Verschiebung des Punktes B

In den Diagrammen in Bild 11.9 und 11.10 ist ersichtlich, dafl die Last-
Verschiebungskurven der ANS3Dq und ANS3DEAS Elemente iibereinstimmen. Da-
gegen zeigen sich bereits von Parisch festgestellte, grofle Abweichungen zwischen
den Last-Verschiebungskurven der restlichen Elementformulierungen, die auf die gro-
be Diskretisierung zuriickgefiihrt werden kénnen. Da die Lastabtragung bei die-
ser diinnen Struktur (h/l ~ 1/1000) offensichtlich durch Membranwirkung geprigt
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ist, sind im Rahmen der Ablesegenauigkeit keine Unterschiede zwischen der Last-
Verschiebungskurve des ANS3Dq Elementes und des Elementes von Parisch fest-
zustellen. Eine anschlieBende Berechnung mit einer feineren Diskretisierung mit
32x32x1 Elementen fiihrt zu wesentlich geringeren Abweichnungen der einzelnen Last-
Verschiebungskurven, siehe Bild 11.11.

3.0 T T T T T T
2.5 ANS3DL — —
ANS3Dq
20 ANS3DEAS +— _
) ANS6z
Last- ANS5 A
faktor1.5 1= ANS3DLr > 1
1.0 - —
0.5 i
00 | | | | | |
0 1 2 3 4 5} 6 7

Verschiebung des Punktes A

Bild 11.11: Halbkugel mit Loch; 32x32x1 Elemente; Last-Verschiebungskurven
diverser Elementformulierungen; Verschiebung des Punktes A

Wie erwartet, weist das ANS3DL Element ein zu steifes Verhalten auf und das
ANS3DLr Element fiihrt aufgrund der vernachléssigten Kopplung zwischen Biege-
und Membranverzerrungen zu zu weichen Ergebnissen.

11.2.2 Zylinder mit starren Endscheiben und Belastung mit gegeniiber-
liegenden Einzelkriften

Fiir die Geometrie und das Material werden die in Bild 8.22 angegebenen Werte
verwendet, die zuvor auch dem Vergleich der verschiedenen degenerierten Schalenele-
mente zugrunde lagen. Aufgrund der vorhandenen Symmetrie wird wiederum lediglich
ein Achtel des Zylinders mit 24x24 Elementen in der Ebene und einem Element in
Dickenrichtung diskretisiert.
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Bild 11.12: Beidseits gedriickter Zylinder; Last-Verschiebungskurven diverser
Elementformulierungen; Verschiebung des Punktes A
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Bild 11.13: Beidseits gedriickter Zylinder; Last-Verschiebungskurven diverser
Elementformulierungen; Verschiebung des Punktes B

Obwohl es nicht mdoglich ist die Randbedingungen der degenerierten Schalenelemente
exakt zu erfiillen, sind die Unterschiede in den Last-Verschiebungskurven der ANS6z,
ANS3DEAS, ANS3Dq und ANS5 Elemente besonders bei kleineren Verschiebungen
nur gering. Wenn jedoch die Verschiebungen gréfier werden, ist der Einflufl der Rand-
bedingungen aufgrund der recht groben Diskretisierung dafiir verantwortlich, daf} die
Last-Verschiebungskurven der Solid-Shell Elemente deutlich von der des degenerier-
ten Schalenelementes abweichen. Wie schon in Kapitel 11.1.2 tendiert das ANS3DL
Element zum Versteifen. Dieses Verhalten 148t sich schon bei kleineren Verschiebun-
gen beobachten, mit anwachsenden Verschiebungen vergrofiern sich die Unterschiede
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der entsprechenden Last-Verschiebungskurven deutlich. Wie bereits bei der Berech-
nung der Halbkugel mit Loch fiihrt das ANS3DLr Element trotz der guten Resulta-
te bei den Berechnungen von ebenen oder wenig gekriimmten Schalen hier aufgrund
der fehlenden Koppelterme zu einem zu weichen Verhalten. Zusétzlich treten bei die-
ser groben Vernetzung der stark gekriimmten Struktur an einigen Stellen der Last-
Verschiebungskurve Konvergenzprobleme auf, die allerdings durch eine feinere Diskre-
tisierung behoben werden kénnen. Dabei zeigt sich, dal das ANS3DLr Element nicht
so robust wie die ANS6z, ANS3DEAS oder ANS3Dq Elemente ist, speziell bei der
Berechnung stark gekriimmter Schalen.

Es soll nicht unerwéhnt bleiben, dafl die leicht oszillierenden Kurven, die bei den
Last-Verschiebungskurven fiir gréflere Verschiebungen beobachtet werden kénnen und
ein fiir Durchschlagprobleme typisches Verhalten andeuten, aus der eher groben Dis-
kretisierung resultieren. Wie in Kapitel 8.2.3 gezeigt, verschwinden sie bei einer feiner
werdenden Vernetzung. Es mufl aber darauf hingewiesen werden, dal bewuft das rela-
tiv grobe Netz zur Diskussion der Unterschiede zwischen den Elementformulierungen
gewihlt wurde, da sich eben bei groben Netzen die Differenzen deutlicher zeigen.

11.2.3 Diinne, flache Zylinderschale unter Einzellast

Im Gegensatz zu Kapitel 8.2.1 wird hier lediglich die flache Zylinderschale der Dicke
h = 6.35 untersucht, um den EinfluB der Randbedingungen auf das nichtlineare
Durchschlag- bzw. Riickschlagverhalten zu untersuchen. Aus Symmetriegriinden wird
wieder nur ein Viertel der Zylinderschale (s. Bild 8.15) mit einem Element in Dicken-
richtung und 6x6 Elementen in der Ebene vernetzt.

2.5 T T T T T T
20 F ANS5 — 7t .
ANS3DL —+—
1.5 F ANS3DLr £ _
) ANS6z <—
ANS3Dq A—

Last 1.0 - ANS3DEAS +*—

30 35

Verschiebung w,

Bild 11.14: Diinne flache Zylinderschale; Last-Verschiebungskurven;
Lagerung an der Schalenoberseite

Obwohl die Last-Verschiebungskurven aller vorgeschlagener Solid-Shell Elementformu-
lierungen nur vernachléssigbare Differenzen aufweisen, unterscheiden sie sich deutlich
von der Last-Verformungskurve des degenerierten Schalenelementes.
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Zur genaueren Untersuchung wird die flache Zylinderschale statt an der Oberseite
an der Unterseite gelagert, siehe Bild 11.15. Es sei kurz angemerkt, dafl bei degene-
rierten Schalen jedoch die Mittelfliche gelagert wird. Dadurch ergibt sich eine deutlich

Bild 11.15: Position der Lagerung

Position
variiert

andere Antwort der mit Solid-Shell Elementen modellierten Struktur, die jetzt wesent-

lich steifer erscheint.

40

1.6 T T T T T T T
14 ANS5 — .
12k ANS3DL +— i
) ANS3DLr £
1.0 ANS6z <— .
0.8 - ANS3DEAS +*— .
Last 0.6 .
04 i
0.2 i
0.0p#
-0.2 + —
-0.4 l l | Bt l
0 5 10 15 20 25 30 35
Verschiebung w,
Bild 11.16: Diinne flache Zylinderschale; Last-Verschiebungskurven;

Lagerung an der Schalenunterseite

Abschlieflend wird die flache Zylinderschale mit einer Diskretisierung mit zwei Ele-
menten iiber die Dicke berechnet, wodurch die vom degenerierten Kontinuumskonzept
vorgegebenen Randbedingungen genau erfiillt werden konnen. Aufgrund der gerin-
gen Unterschiede in den Last-Verschiebungskurven der Solid-Shell Schalenelemente
wird nur die Kurve des ANS6z Elementes dargestellt, siche Bild 11.17. Wie erwar-
tet stimmen die erhaltenen Ergebnisse vollstéindig mit der Losung des degenerierten
Schalenelementes iiberein.
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Bild 11.17: Diinne flache Zylinderschale; Last-Verschiebungskurven;
Verschiedene Lagerungen

Zusétzliche Untersuchungen beziiglich der Lasteinleitungsstelle zeigen, dafl es fiir das
Verhalten der Schale trotz der groflen Sensibilitdt beziiglich der Randbedingungen
weitgehend unwesentlich ist, wo die Last eingeleitet wird — an der Ober-, Unter-,
Ober- und Unterseite oder in der Mitte.

11.2.4 Aus drei Schichten aufgebauter Kragarm

Um die Moglichkeit der Berechnung geschichteter Strukturen mit Delaminationsef-
fekten unter Verwendung von Solid-Shell Schalenelementen zu demonstrieren, wird
ein Kragarm untersucht, der aus drei Schichten mit unterschiedlichen Materialeigen-
schaften besteht und auf seiner Unterseite am Kragarmende mit einer Linienlast beauf-
schlagt wird, siehe Bild 11.18. Die mittlere Schicht wird als Klebeschicht so modelliert,

[ = 100

b = 10
hy = h,=2
hy = 1
E, 10 - 102
E, = 10-10°
E, = 10-10°
v, = V,=0.3
Vym = 0.0

qg = 0.2

Bild 11.18: Geometrie und Materialeigenschaften des Kragarms
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daB sie beim Uberschreiten der Spannung in Dickenrichtung afgit = 0.03 versagt. Be-
gonnen wird mit einer Diskretisierung dieses rein akademischen Beispiels mit lediglich
zehn Elementen in Richtung der Kragarmléngsachse, einem Element iiber die Breite
und jeweils einem Element pro Schicht in Dickenrichtung. Diese relativ grobe Vernet-
zung reicht aus, um bei der quasistatischen Berechnung des Kragarms ohne Aufreifien
der mittleren Schicht auskonvergierte Ergebnisse zu erzielen. Der gewiinschte Effekt
des Aufreilens der Klebeschicht kann beim Vergleich der Verschiebungen der Punkte
A und B beobachtet werden.

3.5 T T T T T
ANS6z - o/ = ©
3.0 - ANS62 - o0 & 0.03 L -
ANS3DEAS - O¢c = 00 67
25 ANS3DEAS - g¢¢ = 0.03 +— 7]
Last- 2.0 A > .
faktor ANS3Dq o¢¢ 0.03 4—
A 1.5 _
1.0 .
0.5 _
00 | | | | |
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Verschiebung des Punktes B

Bild 11.19: Aus drei Schichten aufgebauter Kragarm; Last-Verschiebungskurven;
Verschiebung des Punktes B; 10x1x1 Elemente pro Schicht

3.5 T T T T T

3.0

2.5

Last- 2.0
faktor

A 1.5

1.0

0.5

00 | | | | |
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Verschiebung des Punktes A

Bild 11.20: Aus drei Schichten aufgebauter Kragarm; Last-Verschiebungskurven;
Verschiebung des Punktes A; 10x1x1 Elemente pro Schicht
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Bei den Berechnungen werden nur die Elemente beriicksichtigt, die bei den bisheri-
gen Beispielen ein ausgezeichnetes Verhalten aufgewiesen haben (ANS6z, ANS3DEAS,
ANS3Dq).

Es zeigt sich, daf bei einer Versagensspannung of/" = 0.03 die mittlere Schicht
fiir alle drei untersuchten Elementformulierungen ab dem siebenten Lastschritt ver-
sagt. Damit kann selbstverstédndlich keine weitere Last aufgenommen werden. Die
dabei auftretenden grofien Unterschiede in den Last-Verschiebungskurven des Punk-
tes A der einzelnen Elemente und die Verringerung der Last sind auf die grobe Dis-
kretisierung zuriickzufiihren. Eine Berechnung mit einer feineren Diskretisierung mit
30x3x1 Elementen pro Schicht ergibt lediglich vernachlissigbare Verdnderungen der
Last-Verschiebungskurven des Punktes B (Bild 11.19), wihrend sich die verschiede-
nen Last-Verschiebungskurven des Punktes A deutlich anndhern und aufgrund der
kleineren Elemente die mittlere Schicht bereits ab dem vierten Lastschritt versagt und
die Verschiebungen bei gleichbleibender Last nun kontinuierlich anwachsen, siehe Bild
11.21.

3.5 T T T T T
ANS6z - o/ = ©
3.0 ANS62 - oo 0.03 L
ANS3DEAS - o4 = o0
2.5 ANS3DEAS - agfi 0.03 jt ]
Last- 2.0 _ h =
fakior ANS3Dgq o¢c =0.03 4—
A 1.5 |
1.0 - .
0.5 |
00 | | | | |
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Verschiebung des Punktes A

Bild 11.21: Aus drei Schichten aufgebauter Kragarm; Last-Verschiebungskurven;
Verschiebung des Punktes A; 30x3x1 Elemente pro Schicht

Bei allen Berechnungen fillt auf, daf die Ergebnisse des Solid-Shell Schalenelementes
mit erweiterten Verzerrungen in Dickenrichtung (ANS3DEAS) kaum von denen des
Elementes mit quadratischen Verschiebungen in Dickenrichtung (ANS3Dq) abweichen.

Abschlieflend soll darauf hingewiesen werden, dafl es sich hier lediglich um ein rein
akademisches Beispiel handelt, bei dem vereinfachend alle bei dem Aufreiflvorgang
auftretenden dynamischen Effekte vernachléssigt werden und bei dem die Berechnung
lediglich quasistatisch erfolgt.

11.2.5 Konditionszahlen

Auch hier sollen noch die Konditionszahlen ausgewihlter Elemente angegeben werden,
die sich bei der geometrisch nichtlinearen Berechnung der diinnen, flachen Zylinder-
schale ergeben. Aufgrund der geringen Abweichungen zwischen den ANS6z, ANS3DLr,
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ANS3DEAS und ANS3Dq Elementen bei der Berechnung mit der flachen Zylinderscha-
le werden nur die Konditionszahlen des ANS6z, des ANS3DL und des ANS3Dq Ele-
mentes mit sieben Kantenfreiheitsgraden ermittelt. Die Bemerkungen zum Verhalten
der Struktur hinsichtlich der Konditionszahlen kénnen direkt Kapitel 8.2.4 entnom-
men werden. Da die Last-Verschiebungskurven bei einer Lagerung an der Oberseite

Last- Elementformulierung
schritt || ANS5 | ANS6z 1x | ANS3DL 1x | ANS3Dq 1x || ANS6z 2x | ANS3Dq 2x
1 0.3368 0.2549 0.3264 0.3428 0.4829 0.6490
2 1.139 0.9311 1.423 1.267 1.554 2.204
3 7.890 7.219 4.384 10.96 9.676 14.92
4 1.288 0.1676 0.2581 0.2301 1.721 2.453
5 1.060 0.08080 0.1223 0.1106 1.508 2.022
6 1.480 0.04878 0.07344 0.06664 1.999 2.785
7 1.846 0.03348 0.04993 0.04565 3.110 5.385
8 0.3685 || 0.02460 0.03671 0.03351 0.5414 0.7600

Tabelle 11.6: Konditionszahlen verschiedener Solid-Shell Elementformulierungen
dividiert durch 107; Diinne, flache Zylinderschale; Geometrisch nicht-
lineare Berechnungen

gutmiitiger sind, sind auch die Konditionszahlen der ANS6z, ANS3DL, und ANS3Dq
Elemente bei dieser Lagerungsart und Diskretisierung mit einem Element iiber die
Dicke niedriger. Jedoch sind bei einer Diskretisierung mit zwei Elementen iiber die
Dicke trotz doppelter Anzahl von Elementen die Differenzen zwischen dem ANS5 und
dem ANSG6z Element vernachlissigbar gering. Wiederum fiihrt das ANS3Dq Element
mit sieben Freiheitsgraden pro Knoten trotz identischer Last-Verschiebungskurve im-
mer auf héhere Konditionszahlen gegeniiber dem ANS6z Element mit sechs Freiheits-
graden pro Knoten.
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12 Zusammenfassung und Awusblick

Ziel der vorliegenden Arbeit ist, Finite Elemente zur Berechnung diinnwandiger Struk-
turen unter den Aspekten Effizienz, Handhabbarkeit und, besonders im nichtlinearen
Bereich, Robustheit zu diskutieren und in Teilbereichen eigene Entwicklungen bei-
zutragen. Im Sinne der weiter fortschreitenden Anwendung der adaptiven Netzver-
feinerung erscheint es auch sinnvoll, eine Struktur in flache, wenig gekriimmte und
stark gekriimmte Gebiete und in Bereiche mit zwei- oder dreidimensionalen Span-
nungszustinden zu unterteilen. Dann ist es moglich, verschiedene Elementtypen so
miteinander zu kombinieren, dafl die Berechnung jedes einzelnen Gebietes so genau
wie notig und mit moglichst geringem Rechenaufwand erfolgt. Ein Schwerpunkt der
Arbeit ist, den Ubergang von Volumenelementen zu Schalenelementen aufzuzeigen,
da damit auch im Rechenmodell der Ubergang von der Kontinuumsberechnung auf
die Flichentragwerksberechnung und umgekehrt einfach handhabbar wird. Zudem er-
gibt sich die Moglichkeit, mit diesen Elementen auch beliebige Flichentragwerke mit
Schichtaufbau zu untersuchen.

Begonnen wird in der vorliegenden Arbeit mit der Gegeniiberstellung von ver-
schiedenen Plattenelementen, die die Berechnung ebener Flichentragwerke erlauben
und somit als Sonderfall in Schalen enthalten sind. Im Hinblick auf Effizienz und
Handhabbarkeit findet dabei eine Beschrinkung auf Plattenelemente mit mdoglichst
wenigen Knoten, d.h. Ansatzfunktionen niederer Ordnung, statt. Bei der analytischen
Untersuchung diinner, ebener Fliachentragwerke hat sich als Berechnungsgrundlage die
Kirchhoff Theorie durchgesetzt, bei der die Querschubdeformationen vernachléssigt
werden. Allerdings setzt die Kirchhoff Theorie C'-Stetigkeit voraus, die von den in der
Finite Element Methode iiblichen Interpolationsfunktionen nicht bei beliebigen Geo-
metrien erfiillt werden kénnen. Deshalb basieren die meisten Plattenelemente auf der
Reissner-Mindlin Theorie, die Querschubdeformationen beriicksichtigt. Jedoch fiihrt
eine reine Verschiebungsformulierung mit Ansatzfunktionen niederer Ordnung zu ei-
nem ausgepriagten Versteifen durch den Querschub. Daher entstanden im Laufe der
letzten fiinfzehn Jahre so viele neue Reissner-Mindlin Plattenelemente mit unterschied-
lichen Vorgehensweisen zum Vermeiden des zu steifen Verhaltens, daf} es selbst den mit
der Materie Vertrauten schwerfillt, den Uberblick zu behalten. Die in dieser Arbeit
gegebene Ubersicht soll auch in dieser Hinsicht Klarheit schaffen.

Bereits linger bekannt ist die Diskrete Kirchhoff Methode, bei der die Kirchhoff
Bedingung des verschwindenden Querschubs nur an einzelnen Punkten ausgewertet
wird und die somit als Basis der Entwicklung versteifungsfreier Elemente zur Berech-
nung diinner Platten dient. Eine Erweiterung auf die Berechnung méiflig dicker Plat-
ten wird durch eine Kopplung der Querschubverzerrungen aus der Kinematik mit den
Querschubverzerrungen aus dem Gleichgewicht an diskreten Punkten erreicht. Diese
Vorgehensweise wird als Diskrete Schub Methode bezeichnet. Ein anderer Zugang zu
einer versteifungsfreien Reissner-Mindlin Plattenelementformulierung ergibt sich durch
die Vernachldssigung der Verzerrungsanteile, die zu einer Versteifung fiithren, iiber die
Anwendung der Methode der angenommenen Verzerrungen. Da die auf den einzelnen
Methoden basierenden Plattenelemente im Rahmen ihrer Giiltigkeit — diinne, méfig
dicke, dicke Platten — bereits ein zufriedenstellendes Konvergenzverhalten aufweisen,
lassen aktuelle, sehr komplexe Entwicklungen, die im wesentlichen auf einer Kombina-
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tion der einzelnen Methoden beruhen, lediglich geringfiigige Verbesserungen erkennen.

Dreieckelemente mit linearen Ansatzfunktionen bleiben im Gegensatz zu Viereck-
elementen mit bilinearen Ansatzfunktionen immer eben, und somit kénnen alle unter-
suchten Dreieckplattenelemente durch Hinzufiigen einer Membransteifigkeit leicht zu
Schalen erweitert werden. Die bei Viereckelementen auftretende Kriimmung und die
damit verbundene Kopplung der Membran- und Biegeverformungen verhindert die-
se einfache Entwicklung eines viereckigen Schalenelementes. Aufgrund der teilweise
aufwendigen Annahmen obiger Vorgehensweisen zum Vermeiden der QQuerschubver-
steifung kann bei viereckigen Schalenelementen lediglich die Methode der angenom-
menen Verzerrungen effizient angewendet werden. Dann waren Dreieckelemente ge-
geniiber Viereckelementen auch beziiglich der automatischen Netzgenerierung lange
Zeit im Vorteil. Deshalb sind unter den neuentwickelten Plattenelementen auch zahl-
reiche Dreieckelemente zu finden. Jedoch ist dieser Mangel aus heutiger Sicht behoben,
so daf} die in dieser Arbeit herausgearbeiteten Nachteile der Dreieckelemente trotz des
theoretischen Vorteils vollstindiger Ansatzfunktionen iiberwiegen. Ein wesentlicher
Nachteil ist dabei die Sensitivitit gegeniiber einer Anderung der Elementausrichtung
bei der Diskretisierung und die im Vergleich zu den zugehorigen Viereckelementen
schlechteren Konvergenzeigenschaften, da z.B. dem linearen Ansatz bei Dreiecken ein
bilinearer und somit entlang der Diagonalen quadratischer Ansatz bei Vierecken ge-
geniibersteht. Auch fiihrt die Diskretisierung einer gekriimmten Struktur durch ebene
Schalenelemente zu einer unnétig ungenauen Beschreibung der Geometrie und des
Verformungsverhaltens.

Weiterhin wird an Plattenelementen mit biquadratischen Interpolationsfunktionen
untersucht, inwiefern sich das Verhalten bei Verwendung von Serendipity oder Lagran-
ge Ansatzfuktionen voneinander unterscheidet. Es zeigt sich, daf} lediglich Elemente
mit biquadratischen Lagrange Ansatzfunktionen gegeniiber Elementen mit bilinearen
Ansatzfunktionen erkennbare Verbesserungen erzielen. Obwohl Serendipity Elemente
weniger Freiheitsgrade als die entsprechenden Lagrange Elemente aufweisen und somit
zu einer geringeren Bandbreite der Steifigkeitsmatrix fithren, weisen sie ein wesentlich
schlechteres Konvergenzverhalten auf, und wegen des fehlenden Mittelknotens sind sie
in der Praxis eher weniger gut zu handhaben.

Aufgrund der bei der Untersuchung von Plattenelementen gewonnenen Erkenntnis-
se wird sich bei der folgenden Gegeniiberstellung von degenerierten Schalenelementen
auf viereckige Elemente mit Lagrange Interpolationsfunktionen niederer Ansatzord-
nung beschrinkt. Zusétzlich zur bei Reissner-Mindlin Plattenelementen auftretenden
Querschubversteifung tritt bei degenerierten Schalenelementen ab Interpolationsfunk-
tionen zweiter Ordnung eine ausgeprigte Versteifung durch den Membrananteil hinzu.
Erst bei Verwendung von allerdings eher schlecht handhabbaren degenerierten Schalen-
elementen mit Interpolationsfunktionen ab siebter Ordnung, d.h. Elemente mit minde-
stens vierundsechzig Knoten beziehungsweise dreihundertundzwanzig Freiheitsgraden
pro Element, treten diese Versteifungseffekte nicht mehr auf.

Zur Vermeidung dieser Versteifungen bei degenerierten Schalenelementen niederer
Ansatzordnung haben sich die Methode der angenommenen Spannungen fiir lineare,
die Methode der angenommenen Verzerrungen fiir allgemeine nichtlineare Problem-
stellungen und die neuere Entwicklung der EAS Methode fiir den Einsatz bei grofien
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Deformationen durchgesetzt. Die Gegeniiberstellung von Schalenelementen mit Inter-
polationsfunktionen bis dritter Ordnung, die auf jeweils einem dieser drei Konzepte
basieren, fiihrt zu der Erkenntnis, daf} alle drei Methoden die Versteifungen zuverlissig
unterbinden und sich kaum beziiglich der Konvergenzeigenschaften voneinander unter-
scheiden.

Eine — allerdings nur geringfiigige — Verbesserung des 4-Knoten Elements mit an-
genommenen Querschubverzerrungen kann bei Problemstellungen mit iiberwiegenden
Membranspannungen durch die zusétzliche Anwendung der EAS Methode erreicht
werden, wodurch allerdings der Speicherplatzbedarf steigt und die Robustheit etwas
leidet. Vor allem bei linearen oder geometrisch nichtlinearen Berechnungen einfach oder
doppelt gekriimmter Strukturen oder/und bei der Verwendung von Diskretisierungen
mit unregelméfBigen Elementformen sind die Ergebnisse, die mit 9- oder 16-Knoten
Elementen erzielt werden, deutlich besser gegeniiber denen von 4-Knoten Elemen-
ten. Hierbei zeigt sich auch, dafl die Verbesserungen, die sich bei einer Berechnung
mit 16-Knoten anstatt mit 9-Knoten Elementen ergeben, den zusétzlich erforderli-
chen Aufwand nicht rechtfertigen. Jedoch konnen bei nichtlinearen Berechnungen von
Strukturen, bei denen im Verlauf der Deformation Knicke auftreten, Elemente mit
biquadratischen oder bikubischen Ansédtzen diese nur darstellen, wenn sie an Knoten
parallel zur Elementkante auftreten. Da diese Einschrinkung mit der zunehmenden
Verbreitung adaptiver Netzverfeinerungen an Bedeutung verliert, ist den Vergleich
der verschiedenen degenerierten Schalenelemente abschliefend festzuhalten, daf das
9-Knoten Schalenelement mit angenommenen Verzerrungen in natiirlichen Koordina-
ten bei den meisten nichtlinearen Berechnungen hinsichtlich Effizienz, Robustheit und
Handhabbarkeit den besten Kompromifl darstellt.

Allen degenerierten Schalenelementen gemein sind jedoch die Nachteile, die durch
die Mittelflichenformulierung mit Rotationsfreiheitsgraden entstehen. Im Wesentli-
chen sind die vorgegebenen natiirlichen Randbedingungen teilweise nur schwer zu
erfiillen, und die Kombination mit Kontinuumelementen erfordert spezielle Ubergangs-
elemente. Zusétzlich liegt dem Degenerationskonzept eine Kondensation des Material-
gesetzes zur Erfiillung des ebenen Spannungszustandes zugrunde, so dafl grofle Schwie-
rigkeiten bei der Implementierung allgemeiner dreidimensionaler Materialgesetze auf-
treten.

Deshalb wird im dritten Teil dieser Arbeit eine sogenannte Solid-Shell Schalenfor-
mulierung vorgeschlagen, die die Liicke zwischen degenerierten Schalen und Kontinu-
umelementen fiillt. Obwohl prinzipiell auch bei diesem Konzept Interpolationsfunk-
tionen beliebiger Ansatzordnung verwendet werden kénnen, findet eine Beschrinkung
auf bilineare Interpolationsfunktionen in der Tangentialebene statt. Damit entspricht
die Geometrie und das Verschiebungsfeld dem eines Kontinuumelementes mit linea-
ren Verschiebungsansitzen. Im Unterschied dazu wird gefordert, dafl die Koordinate in
Dickenrichtung senkrecht auf der Mittelfliche steht und die Seiten der Solid-Shell Scha-
le demnach rechtwinklig zur Ober- und Unterseite verlaufen. Dann kann entsprechend
den degenerierten Schalenelementen die Methode der angenommenen Querschubver-
zerrungen zum Vermeiden der auch hier auftretenden Querschubversteifung angewen-
det werden. Jedoch weisen — wie alle Solid-Shell Schalen beliebiger Ansatzordnung in
der Tangentialebene auch — die 4-Knoten ANS Solid-Shell Schalenelementformulierung
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ohne weitere Modifikationen eine Versteifungstendenz in Dickenrichtung aufgrund der
Kopplung der Normalspannungen auf.

In der vorliegenden Arbeit werden systematisch Modifikationen untersucht, die zu
versteifungsfreien Elementformulierungen fiihren, und die folgenden drei empfehlens-
werten Solid-Shell Schalenelemente entwickelt:

Die effizienteste Formulierung entsteht durch eine Reduktion des Material-
gesetzes zur Erfiillung des ebenen Spannungszustandes entsprechend dem
Degenerationskonzept und durch Hinzufiigen einer Steifigkeit in Dicken-
richtung, um sonst entstehende Kinematiken zu vermeiden. Dieses Element
zeigt ein dhnlich gutes Verhalten wie degenerierte Schalenelemente, kann
Normalverzerrungen und -spannungen in Dickenrichtung erfassen, und da-
mit sind geschichtete Strukturen mit unterschiedlichen Materialien leicht
zu modellieren. Allerdings verbleiben die Nachteile, dal beim Ermitteln der
Normalverzerrungen in Dickenrichtung die Querkontraktion nicht beriick-
sichtigt wird und allgemeine dreidimensionale Materialgesetze schwierig zu
implementieren sind.

Die zweite, weit weniger effiziente versteifungsfreie Solid-Shell Elementfor-
mulierung basiert auf einer der Multidirektortheorie entnommenen hier-
archischen quadratischen Interpolation der Verschiebung in Dickenrich-
tung iiber die Dicke. Diese Formulierung ist relativ ineffizient, da aufgrund
der unterschiedlichen Verschiebungsapproximationen iiber die Dicke Hin-
und Riicktransformationen der globalen Verschiebungen auf lokale Koor-
dinaten notwendig sind und zusétzlich pro Kante ein Freiheitsgrad mehr
auftritt. Die Vorteile bestehen vor allem in der einfachen Implementie-
rungsmoglichkeit allgemeiner dreidimensionaler Materialgesetze, der ge-
nauen Berechnung der Normalverzerrungen und -spannungen in Dicken-
richtung ohne Vernachldssigungen und dem einem degenerierten Schalen-
element vergleichbar gutem Konvergenzverhalten.

Die letzte, in den meisten Fillen zu bevorzugende Solid-Shell Schalenele-
mentformulierung erhélt den geforderten linearen Verlauf der Normalver-
zerrung in Dickenrichtung durch die Anwendung der EAS Methode auf
diese Verzerrung. Dieses Element ist kaum weniger effizient als die erste
Solid-Shell Elementformulierung, beinhaltet jedoch die Vorteile des Ele-
mentes mit quadratischen Ansétzen in Dickenrichtung hinsichtlich des Ma-
terialgesetzes und der Normalverzerrung in Dickenrichtung. Allerdings tre-
ten geringfiigige Nachteile durch einen héheren Speicherplatzbedarf und
die bei nichtlinearen Berechnungen mit sehr grofien Lastschritten manch-
mal entstehenden Konvergenzschwierigkeiten auf, die auf die zusétzlichen
Parameter zuriickzufiihren sind.

Bisher zeigen Arbeiten an weiteren Beispielen, daf alle drei Solid-Shell Schalenelemente
im Einsatz bei sehr grofien und komplexen Strukturen zu hervorragenden Ergebnissen
fiihren. Die néchsten Schritte wéren einerseits die Entwicklung von Solid-Shell Schalen-
elementformulierungen mit biquadratischen Ansatzfunktionen in der Tangentialebene
und andererseits eine Erweiterung der beiden Solid-Shell Elemente mit linearem Ver-
lauf der Normalspannung in Dickenrichtung auf grofle Deformationen.
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A Mathematische Grundlagen

In diesem Abschnitt sollen kurz die wesentlichen verwendeten mathematischen Grund-
lagen erldutert werden. Fiir ausfiihrlichere Darstellungen wird auf die Literatur ver-
wiesen (z.B. de Boer [15]).

A.1 Rechenregeln fiir Vektoren

Zur Erkldrung der Rechenregeln fiir Vektoren werden die Vektoren

a by Cy
a=| a |, b=| b und e=1{ ¢
as b3 C3
die Matrix

a11 Qa2 Gi13
A= Q21 Q22 (23

a31 a3z Qas3

und der Skalar « eingefiihrt.

Der Betrag eines Vektors

la| = Vaia1 + agas + azasz (A1)

Das Skalarprodukt

a-b = |a] |b| cosp

= a1by + agby + a3bs = « (A2)

In obiger Gleichung ist ¢ der Winkel, der von den Vektoren a und b eingeschlossen
wird. Wird das Skalarprodukt zweier gleicher Vektoren gebildet, ergibt sich mit der
Bedingung cosp = 1 folgende Darstellung fiir den Betrag eines Vektors

a-a=|al |a| ~ |al =+Va-a. (A.3)

In dieser Arbeit werden Vektoren oft als Spaltenmatrizen aufgefafit, was zu der
zweckméfBigen einfachen Darstellung des Skalarproduktes fiihrt:

a-b = a’b
b
= [CLl, as, 0,3] b2 (A4)
bs
= bla=a.
Das Vektorprodukt
a2b3 — a3b2
axb= a3b1 — a1b3 =cC (A5)
albg — a2b1
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Das Dyadische Produkt

a1b1 a1b2 a1b3
a®®b=| ahby axbhy axb3 | = A (A.6)
a3b1 a3b2 a3b3

oder durch die Darstellung in Form von Spaltenmatrizen

a;
a®b=abT: Qo [bl,bg,bg] =A (A?)
as

An dieser Stelle soll noch die wichtige Rechenregel

(@®@b)c=(b-c)a (A-8)
angegeben werden, die auch in die Form

(ab")c=a (bc) (A.9)

gebracht werden kann.

Der Gradient eines Vektors

Voraussetzung ist, daf§ der Vektor a eine Funktion eines anderen Vektors ist: a(b).

Dann lautet der Gradient eines Vektors, der auch als Frechet Ableitung bezeichnet

wird, mit der Abkiirzung (.); = a%(.)

a1 Q12 013

grada(b) = Q21 Q22 G23 = L(b) (A]_O)

as1 aso Aass

Die Divergenz eines Vektors

diva(b) = trace(grada(b)) = a1 1 + az2 + a3 (A.11)

A.2 Rechenregeln fiir Tensoren

Ein Tensor T ist iiber das Dyadische Produkt zweier Vektoren definiert:

T=a®b T'=bRa. (A.12)
Speziell fiir Tensoren zweiter Stufe gilt, daf} sie eine lineare Abbildung sind, die jedem
Vektor u einen anderen Vektor ¢ = Twu zuordnet. Die Abbildungsvorschrift lautet

dann:

Tu=(a®b)u=(b-u)a. (A.13)
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Darstellung eines Tensors in einer Vektorbasis

In der vorliegenden Arbeit wird oft die Darstellung eines zweistufigen Tensors in einer
Vektorbasis benétigt. Dabei wird von der Darstellung der Vektoren a = a* g; und
b = b® g; mit den linear unabhéingigen kovarianten Basisvektoren g, ausgegangen.

T=a®b=dg,obg =dbfg g, =T"g, g, (A.14)
Als spezieller Tensor sei der Metrik- oder Fundamentaltensor
I=g,®g (A.15)

erwiihnt, mit den ko- g; und kontravarianten g° Basisvektoren.

Symmetrie und Schiefsymmetrie eines Tensors
Jeder Tensor T kann in einen symmetrischen Anteil

T, =TT (A.16)
und schiefsymmetrischen (antisymmetrischen)

T,=-T7 (A.17)
zerlegt werden

T=T,+T, mit
(A.18)

Spur eines Tensors
Die Spur eines Tensor wurde bereits in Gleichung (A.11) bendtigt, ist wie folgt definiert
traceT = trace(a® b) =a - b (A.19)

und entspricht der Summe der Hauptdiagonalelemente.

Das Tensorprodukt

Mit den beiden Tensoren T'=a ® b und S = ¢ ® d ergibt sich das Tensorprodukt
ST=(a®b)(c®rd)=(b-¢c)(a®d), (A.20)

das bei zweistufigen Tensoren, die formal als Matrizen aufgefafit werden kénnen, dem

Matrizenprodukt (Zeile mal Spalte) entspricht. Entsprechend der Matrizenmultiplika-

tion ist das Tensorprodukt nicht kommutativ, d.h. ST # T'S.

Das Innere Produkt zweier Tensoren

Entsprechend dem Skalarprodukt bei Vektoren kann auch eine Verkniipfung zweier
Tensoren mit einem Skalar als Ergebnis, das Innere Produkt, definiert werden:

ST = trace (ST") = a. (A.21)
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Die Divergenz eines Tensors

Mit dem Tensor

Tll T12 T13
T = T21 T22 T23
T31 T32 T33

und dem Ableitungsoperator (.); = a%(.) ist die Divergenz eines Tensors definiert

Ti + TP +T5
divl = | T3+ T3 +T3 | . (A.22)
T3+ TP + T
Eine wichtige Rechenregel sei hier noch ergéinzt:

div (Ta) = a (divI™") + T" grada. (A.23)

A.3 Die Variation

Die Variation einer Funktion von einer Variablen

Die Variation einer Funktion f(u) ist wie folgt definiert

5f(u) = [W] .

wobei die Ableitung zuerst ausgefiihrt und dann ¢ identisch null gesetzt wird. Dabei
sind Ju zulédssige Funktionen, d.h sie erfiillen die geometrischen (wesentlichen) Rand-
bedingungen. Soll die Variation einer Funktion, die formal die Form

0
57 (w) = o du

annimmt, identisch verschwinden §f = 0, ergibt sich durch Auswerten des Funda-
mentallemmas der Variationsrechnung, das besagt, dal 6f = 0 fiir alle zuléssigen
Funktionen gelten mufl — also auch fiir du # 0, die Bedingung af =0.

(A.24)

Die Variation einer Funktion mehrerer Variablen

Als Beispiel wird die Variation einer von zwei Variablen abhingigen Funktion f(u, )
betrachtet, die wie folgt definiert ist

Of (u + edu), (@ +cdax))
Oe ’

e=0

0f(u, ) = (A.25)
wobei wieder zuerst die Ableitung ausgefiihrt und dann ¢ identisch null gesetzt wird.
Dabei sind du und da zuléssige Funktionen. Formal nimmt die Variation durch An-
wenden der Kettenregel folgende Darstellung an:

8f5 +8f

Of (u, 0) = ou oo
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Die iibliche Forderung nach Verschwinden der Variation § f(u, &) = 0 fithrt mit dem
Fundamentalemma der Variationsrechnung auf die beiden Gleichungen

of of
_— = d _— =
ou 0 un O
Die hier beschriebene Vorgehensweise fiir die Ermittlung der Variation einer Funk-

tion, die von zwei Verdnderlichen abhingt, kann entsprechend auf die Variation einer
Funktion mehrerer Variablen iibertragen werden.

0.

A.4 Der Gauflsche Integralsatz

Der Gaufische Integralsatz wird auch als Divergenztheorem bezeichnet, lautet in seiner
urspriinglichen Form

/diva dV = /a -n dA (A.26)
v A

und in der hier benétigten Darstellung
/DiVT dv = /Tn dA, (A.27)
v A

mit dem nach auflen gerichteten Flidchennormalenvektor n.

An dieser Stelle sei auf die Notation hingewiesen, das die Divergenz oder der Gra-
dient beziiglich der unverformten Konfiguration gro8 und beziiglich der verformten
Konfiguration klein geschrieben wird.

A.5 Zur Losbarkeit und Stabilitit von Funktionalen

In diesem Abschnitt werden lediglich die wichtigsten Bedingungen fiir die Existenz
eines stationdren Wertes des Funktionals, auf dem eine Finite Elementformulierung
basiert, in kurzer Form angegeben. Fiir ausfiihrlichere Darstellungen wird z.B. auf
Haufler [31] verwiesen.

Einfeldfunktional

Die der schwachen Form des Gleichgewichts (2.22) entsprechende Darstellung als Ein-
feldfunktional

1
() = Fa(u, u) — g(u) (A.28)
kann durch die Einfithrung der Operatoren af(.,.) und g(.) angegeben werden. Damit
eine eindeutige und stabile Losung existiert, mufl das Funktional stetig und streng
konvex sein und der Stationdrwert darf nicht im unendlichen liegen. Die Kontinuitét
oder Stetigkeit

la(w, du)| < o [lu]| [|du]] (A.29)
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und die Elliptizitit oder Koerzitivitéit

ja(u, u)| > B ul’ (A.30)
sind die entsprechenden mathematischen Bedingungen, die dann beide erfiillt sein
miissen. Dabei ist ||.| die Euklidische Norm, d.h. die Lénge, und fiir die Grenzwerte
gilt a, B8 > 0. In diskreter Form nimmt die Kontinuitédt die Form

sd"Kd < o ||d| ||éd| (A.31)
an und die Koerzitivitidt geht in die Darstellung

d"Kd> 3 ||d|* (A.32)
iiber.

Verletzt ist die Kontinuitit z.B. bei der Inkompressibilitiat, da eine Volumenéinde-
rung unendlich grofle Spannungen hervorruft. Die Elliptizitdt wird beispielsweise nicht
bei einer reduzierten Integration erfiillt, da grofle Verschiebungen in diesem Fall nur zu
endlichen stationdren Werten fithren. Da es auch fiir allgemeine Elementformulierun-
gen sehr aufwendig ist, die Erfiillung der Kontinuitdt und Koerzitivitit nachzuweisen,
wird auf diesen analytischen Nachweis oft verzichtet.

Hellinger-Reissner Funktional

Mit den Operatoren a(.,.), b(.,.) und g¢(.) geht das Hellinger-Reissner Funktional in
die Darstellung als Zweifeldfunktional

M(u,o) = —%a(a’, o)+ b(o,u) —g(u) (A.33)

iiber, das nach Variation und Anwendung des Fundamentallemmas der Variationsrech-
nung zu den beiden Gleichungen

—a(do,0)+b(0o,u) = 0

(A.34)
blo,0u) = g(éu)
fithrt. Wiederum miissen die Kontinuitét
alo,do) < o ||| ||do
al,00)| < o llo] o] )
b(o,0u)| < a [lof [|dull
und die Elliptizitét
alo,o0)| > ol
o0 > fi ol wa6)

blo,u)l = B [lof| [0u]l

zur Gewihrleistung der Existenz des stationdren Wertes erfiillt sein. Allerdings ist die
Bedingung (A.36), zu streng, da die Spannungen o orthogonal zu den Verschiebungen
u sein konnen. Die abgeschwichte Form

|b(o, u))|

T = By ful. (437

sup
o
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die ausreichend zur Gewihrleistung der Elliptizitat ist, fiihrt mit weiteren Umformun-
gen auf die bekannte Babuska-Brezzi Bedingung

|b(o, u)
lorf] el

In der Babuska-Brezzi Bedingung (A.38) steht inf (infinum) fiir den unteren Grenzwert
und sup (supremum) fiir den oberen Grenzwert.

Zur Wahl einer geeigneten Spannungsapproximation bei Elementen, die auf der
Methode der angenommenen Spannungen basieren, ist die diskrete Form der Babuska-
Brezzi Bedingung

1nf sup 2 > fs. (A.38)

T

d
1nf sup 2 > 0By (A.39)

B
181l 14|

entscheidend, die anschaulich so interpretiert werden kann, dafl fiir jeden Verschie-
bungsmode ein Spannungsmode existieren muf.
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B Umformung der Spannung-Dehnungs Beziehung

Das Ziel ist die innere Arbeit

iy = /E .S adv (B.1)
14

aus dem Green-Lagrange Verzerrungstensor E und dem energetisch dquivalenten 2.
Piola-Kirchhoff Spannungstensor S zu ermitteln. Auswerten des Inneren Produktes
(A.21)

E-S = E;1SY + Ey»S? + E3358% + E1pS'2 + Ey 5%

B.2
+E935% + E305% + E3, 5% + E1358" (B2)

mit Beriicksichtigung der Symmetrie der Verzerrungen und Spannungen
E N S == Ellsll + E22522 + E33533 + 2E12512 + 2E23523 + 2E31531 (B3)

legt eine programmiertechnisch einfachere Darstellung {iber die Definition eines Ver-
zerrungsvektors

€ = [EH; EQQ, E33, 2E12, 2E23, 2E31]T (B4)
und Spannungsvektors

o — [511 g2 33 gl2 g23 SSI]T (B.5)
nahe. Das innere Potential lautet dann

M= [e-0dV (B.6)

< —

oder, wenn die Vektoren als Spaltenmatrizen aufgefafit werden
i = / elo dV = / oledV. (B.7)
v v

Durch diese Anordnung der Komponenten der Spannungs- und Verzerrungstensoren
in Vektoren entsteht die Notwendigkeit den vierstufigen Materialtensor C", der die
Spannungen mit den Verzerrungen verbindet

Sil = Ciik B, (B.8)

in Form einer Matrix darzustellen. Fiir weitere Umformungen ist die Abhéngigkeit der
Spannungen S von einer Energiedichtefunktion W und den Verzerrungen Ej;;

oW

ij
ST

(B.9)
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und die Beziehung zwischen den Elementen des Materialtensors C**! mit den Span-
nungen und Verzerrungen beziehungsweise mit der Energiedichtefunktion und den Ver-
zerrungen

DS oW
1kl — B.1
¢ 0Ey  0E; 0By (B.10)

zweckméfBig. Werden dann die Symmetrieeigenschaften der Spannungen und Verzer-
rungen

Ciikl — itk — ikl — itk (B.11)
und die Vertauschbarkeit der Ableitungen

Ciikl — oklij (B.12)
beriicksichtigt, ergibt sich folgende Anordnung der Komponenten des vierstufigen Ma-
terialtensors in einer Materialmatrix
Ccnl o122 (1133 1112 (1123 (1131
1122 (2222 (2233 (2212 (02223 (72231
C1133 (02233 (73333 (73312 (03323 (3331
C = , (B.13)

112 (o212 (3312 (71212 (1223 (71231

C1123 (02223 (3323 (71223 (72323 (2331
O3l (02231 (3331 (71231 (02331 (3131

mit im allgemeinen 21 verschiedenen Materialparametern. Durch weitere, hier nicht
niher erlduterte Vereinfachungen werden beim isotropen linear elastischen Material-
gesetz lediglich zwei Materialparameter benotigt.

164



C Ausfiihrliche Darstellung der Verzerrungsinter-
polationen bei den 9-Knoten Schalenelementen

Wie in Kapitel 3.3.1 beschrieben, sind zur formalen Angabe der Verzerrungsinterpolati-
on von degenerierten Schalenelementen mit angenommenen Verzerrungen die Matrizen
Q,» und Q,, und die Vektoren &, und &, notwendig.

C.1 Verzerrungsinterpolation des QUAD9 Elementes
Dieses in Kapitel 7.3.1 beschriebene Element basiert auf folgenden Matrizen
Q' Oixs 016 Oixe )
) Q  Oixs
Qs = | Oixe Q° 0Oixs Oix6 |, Q= )
LAl 12 O1><6 Q
O01x6 O1x6 Q@ 35Q

mit den aus den Interpolationsfunktionen (7.87) bestehenden Abkiirzungen

Q' =[ Pi(n)Q1(&) Pi(n)Q2(&) P(n)Qi(&) Pa(n)Q2(E) Ps(n)Qi(€) Ps(n)Q2(€) |
Q’=[ P(©)Q:i(n) Pi()Q2(n) P(O)Qi(n) Pa(&)Q2(n) Ps(§)Qi(n) Ps(€)Qa(n) |

und auf den Vektoren mit den Werten der Verzerrungen an den Stiitzstellen (s. auch

Emb =

Eyfyf (1, (1,) Eyly/(l, —a) Ey/y/(O, (1,) Ey/y/((), —a) Ey/y/(—l, a) Ey/y/(—l, —a)

Ewlyl (a, 1) Ewlyl (—U,, 1) Ewlyl (a, 0) Ew’y’ (—G/, 0) Exlyl (O,, —1) E‘wlyl (—G/, —1)
T

Epy(1,0) Epy(l,—a) Epy(0,a) Euy(0,—a) Euyy(—1,a) Euy(a,0) ]

€ys

| Bec(a,1) Eg(—a,1) Eg(a,0) Eg(—a,0) Egla,—1) Ee(—a,—1)

Ey(1,a) En(l,—a) Ey(0,a) En(0,—a) Epc(—1,a) Ey(-1,—a) ]Tv

mit a =

Bl

C.2 Verzerrungsinterpolation des MITC9 Elementes

Gegeniiber der zuvor dargestellten Verzerrungsinterpolation wird beim 9-Knoten ANS
Element lediglich eine andere Interpolation der Membran- und Biegeverzerrungen
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durch die Matrix
Q' 01 01y4
Qnp=| 0ixe Q° 01y (C1)
Oix6 Oix¢ Q°
mit der zusdtzlichen Abkiirzung
Q=] Q:1(6)Q1(n) Q1(O)Q2(n) Q26)Q1(n) Q2(6)Q2(n) |
und durch den Vektor
Emp = [ Eeela,1) Ege(—a,1) Eg(a,0) Ege(—a,0) Egla,~1) Ege(—a,~1)
E.,1,a) E,(1,-a) E,(0,a) E,,0,—a) E,(-1,a) E,(—1,—a)
Een(a,a) Egya,—a) Egy(—a,a) Eg(—a,—a) "

verwendet.
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