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Integration thermoelastisch gekoppelter diskreter
Systeme

Motivation

Zeitliche Diskretisierung von thermoelastisch gekoppelten
diskreten Systemen
Anforderungen an die Integratoren

Stabilität
Erhaltung der physikalischen Struktur
Vergleich von Entropie- und Temperaturformulierung

Entropieformulierung nach Krüger et al. (2011)
Dirichlet-Randbedingung des thermischen Feldes meist in
Temperaturvariablen gegeben
Temperaturformulierung intuitiver

thermoelastisch gekoppeltes Doppelpendel als
Modellproblem

Thermoelastisch gekoppeltes Doppelpendel

Hamiltonische Beschreibung des Doppelpendels
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Bestandteile
Massenpunkte mα, α = 1,2
Freie Energiefunktionen ψα der Federelemente
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Beschreibung
Gesamtenergiefunktion

H(q,p,θ) = T (p) + e(q,θ)

Gesamtentropiefunktion
S(q,θ)

Zustandsvektor
z = 〈q,p,θ〉

Evolutionsgleichungen

q̇ i =
∂H
∂pi

ṗi = −∂Ψi

∂q i

θ̇i = [
∂ei

∂θi ]
−1[κ(θj − θi)− θi∂si

∂λi λ̇
i], j 6= i , i = 1,2

GENERIC Formalismus

General Equation for Non-Equilibrium
Reversible-Ireversible Coupling (GENERIC)

AWP in Matrix-Vektor Schreibweise
ż = L(z) · ∇H(z) + M(z) · ∇S(z)

z(t0) = z0

L = −LT , M = MT und pos. def.

Degenerierungsbedingungen→ Erhaltung physikalischer
Eigenschaften:

L · ∇S = M · ∇H = 0
Folgerungen

Energiebilanz:

Ḣ = ∇H · ż = ∇H · (L · ∇H + M · ∇S) = 0
Entropiebilanz:

Ṡ = ∇S · ż = ∇S ·M · ∇S ≥ 0

Thermodynamically consistent Integrator (TC)

Gewährleistet die Konsistenz mit dem 1. und 2. Hauptsatz
der Thermodynamik
Konzept der G-äquivarianten partitionierten diskreten
Gradienten

zn+1 − zn

∆t
= L(zn+1, zn) · DH(zn+1, zn)

+ M(zn+1, zn) · DS(zn+1, zn)

Reparametrisierung mit Rotationsinvarianten π(q,p,θ)

H(q,p,θ) = H̄(π(q,p,θ))

S(q,θ) = S̄(π(q,p,θ))

Anwendung der Kettenregel
DH(zn+1, zn) = D̄H̄(πn+1,πn) · ∇π(zn+1/2)

DS(zn+1, zn) = D̄S̄(πn+1,πn) · ∇π(zn+1/2)

Numerische Beispiele

Numerische Beispiele aus Krüger et al. (2011) mit Abbruch-
kriterium basierend auf der Bilanzierung der diskreten
Energiedifferenz des Systems
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