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Kurzfassung

Um die Stabilitat von Gleichgewichtslagen dinnwandiger, und damit beulgeféhrdeter Struk-
turen quantitativ zu beurteilen, wird in der vorliegenden Arbeit der Begriff der Sensitivi-
tat eingefuhrt. Sie wird definiert als der reziproke Wert der kinetischen Energie, die ei-
nem System mindestens eingepragt werden muf3, um ausgehend von einer stabilen Gleich-
gewichtslage eine weitere stabile Gleichgewichtslage oder unbegrenzt anwachsende Ver-
schiebungen zu erreichen. Fur konkrete numerische Untersuchungen dient die Methode der
Finiten Elemente als Simulationsinstrument.

Die Untersuchung von Stabilitdtsproblemen unter Einsatz der Finiten Elemente Metho-
de erfolgt meist mittels der statischen Verfolgung des Last-Verformungspfades. Konver-
genzprobleme des zur Losung der nichtlinearen Probleme Gblicherweise genutzten Newton
Verfahrens und die zum Teil notwendige manuelle Steuerung des Bogenlangenverfahrens
gestalten die Losung insbesondere fiir Systeme mit vielen Freiheitsgraden sehr aufwen-
dig. Eventuell vorhandene verzweigende Losungsaste miissen ebenfalls berechnet werden.
Dennoch ist nicht gewéhrleistet, dal eine minimale Traglast des untersuchten Systems im
Nachbeulbereich gefunden wird, wie am Beispiel eines axial belasteten Stahlzylinders be-
legt wird. Transiente Berechnungen stellen hier eine attraktive Alternative dar. Hiermit ist
die Berechnung des Beulverhaltens bis in den Nachbeulbereich mit moderatem Aufwand
moglich. Die Bestimmung der Sensitivitat der Gleichgewichtslagen im Vorbeulbereich be-
stétigt die durch die transiente Simulation erhaltene Nachbeullast der Struktur als zur Be-
messung wesentliche Traglast.

Die Vielzahl der zur Sensitivitatsanalyse notwendigen nichtlinearen Finite Element Simu-
lationen erfordert den Einsatz optimierter Algorithmen und moderner Rechnerarchitek-
turen, um die Rechenzeit zu minimieren. Dieses gilt insbesondere fur den Algorithmus
zum Auflésen der entstehenden linearen Gleichungssysteme. Oft werden hierzu direkte
Losungsverfahren eingesetzt, da sie sich insbesondere bei Versagensproblemen als robust
erwiesen haben. Numerische Vergleiche von effizienten direkten Losern mit iterativen Kry-
lov Unterraumverfahren haben jedoch ergeben, daf auch iterative Lser fur solche schlecht
konditionierten Probleme robust und effizient einsetzbar sind. Zur Konvergenzbeschleuni-
gung werden dabei algebraische, also auf der Koeffizientenmatrix basierende Vorkonditio-
nierer eingesetzt. Der Einsatz dieser Loser ist somit fir alle Problemklassen bzw. Element-
typen gewahrleistet.

Die Robustheit und Effizienz der iterativen Losungsverfahren erlaubt die Implementierung
von Finite Element Programmen auf Parallelrechnern unter ausschlief3licher Verwendung
dieser Loser. Iterative Gleichungsloser sind fir parallele Rechnerarchitekturen relativ ein-
fach zu implementieren und zeichnen sich durch eine gute Skalierbarkeit aus. Anhand von
Beispielen mit linearem und nichtlinearem Verhalten wird dies belegt.

Die durchgefuhrte Parallelisierung des Finiten Elemente Programmes basiert auf einem
geometrischen Ansatz, d.h. das Finite Elemente Netz wird in moglichst gleich groRe Ge-
biete zerlegt und auf die einzelnen Prozessoren verteilt. Die Gebietszerlegung ist statisch,
d.h. es findet wahrend einer nichtlinearen Berechnung keine Umverteilung statt. Letzte-



res ist erst bei hier nicht berticksichtigten adaptiven Methoden erforderlich, da dann die
Rechenlast auf den verschiedenen Prozessoren sehr ungleichmaliiig werden kann. GroRen
Wert wurde auf die breite Anwendbarkeit des parallelisierten Programmes gelegt. So wer-
den keinerlei Einschrankungen beziiglich der Elementtypen gemacht und sowohl statische
als auch dynamische nichtlineare Losungsverfahren implementiert. Der Ubertragbarkeit
des parallelisierten Programmes auf unterschiedliche Rechnerarchitekturen ist durch den
Einsatz der standardisierten Kommunikationsbibliothek MPI Rechnung getragen.

Abstract

To quantitatively judge the stability of equilibrium states of thin-walled structures, which
are prone to buckle, the term of sensitivity is introduced in the present thesis. It is defined as
the reciprocal value of the kinetic energy that is necessary to be introduced into a mechani-
cal system in order to reach either a second stable equilibrium state or to achieve unlimited
growth of displacements. For numerical investigations, the method of finite elements is
used.

The investigation of stability problems using the finite element method usually is tackled
by computing the static load-deflection behavior. However, convergence problems of New-
ton’s method and the partially necessary manual control of the arc-length method make this
solution strategy unfavorable, especially for systems involving many unknowns. Possible
branching solution pathes have to be calculated as well. Nevertheless, it is not ensured, that
the minimal post-buckling load of the investigated structure is found, as is shown for the
special structure of an axially loaded steel cylinder. Here, transient computations are an
attractive alternative. Then, the calculation of the buckling behavior is possible with only
moderate effort. The estimation of the sensitivity of equilibrium states in the pre-buckling
regime confirms the post-buckling load of the transient simulation as an important design
load.

The large number of nonlinear finite element simulations that is necessary to calculate the
sensitivity requires the use of efficient algorithms and modern hardware architectures to
minimize the computing time. This is especially true for the algorithm to solve the arising
systems of linear equations. Here, often direct solvers are used, as they are known to be
robust for collapse problems. However, comparisons with iterative Krylov subspace me-
thods have shown, that iterative methods also are robust and efficient for badly conditioned
systems from structural mechanics. To improve the convergence behavior, algebraic pre-
conditioners based on the coefficient matrix are used. Therefore, the use of these methods
is possible for all types of problems, regardless, what kind of element is used.

The robustness and efficiency of iterative solution methods allows the parallel implemen-
tation of finite element programs with the restriction to these solution methods. Iterative
solvers are relatively easy to implement for parallel strategies and scale very well. This is
shown with some linear and nonlinear examples.

The parallelization of the finite element code performed is based on a geometrical ap-



proach, e.g. the finite element mesh is partitioned in preferably equally sized parts and
distributed to the different processors. The partitioning is static, no redistribution is per-
formed within a nonlinear computation. This is sufficient, until no adaptive strategies are
used, as the load can then be quite unbalanced. Much care has been taken to ensure a wide
application range of the parallel program. Therefore, no restrictions to the type of elements
are made, and solution procedures for static and transient nonlinear problems are available.
The portability of the program is ensured by the use of the standard communication library
MPI.
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1 Einleitung

Zur Verkirzung des Produktzyklus werden bei der Entwicklung technischer Produkte aus
Kostengriinden verstarkt numerische Simulationen in den Entwicklungsprozel} integriert.
Fur GroRserienprodukte, wie z.B. Fahrzeuge oder Fahrzeugteile, erlaubt die Simulation ei-
ne Reduktion der Anzahl von bendtigten Prototypen. Bei Einzelkonstruktionen wie z.B.
Bauwerken kann eine grofiere Sicherheit durch die vorherige numerische Untersuchung
unterschiedlicher Konstruktionsvarianten erreicht werden. Zur Strukturanalyse wird als
Simulationsinstrument oft die Methode der Finiten Elemente eingesetzt. Analytische Me-
thoden liefern meist nur fir Probleme mit einfachen Geometrien und Randbedingungen
Ldsungen.

Fur Festigkeitsberechnungen geniigen haufig lineare Analysen, um Spannungsverteilun-
gen und Verformungen von Bauteilen zu berechnen. Soll aber das gesamte Strukturverhal-
ten unter Berucksichtigung von geometrischen und materiellen Nichtlinearitaten ermittelt
werden, miissen wegen des nichtlinearen Zusammenhanges zwischen einem Steuerpara-
meter (meist der Last) und den Variablen (z.B. Verschiebungen) sogenannte nichtlineare
Analysen durchgefiihrt werden, wie beispielsweise bei Versagens- und Stabilitatsproble-
men. Flr eine ingenieurpraktische Anwendung liegt das Berechnungsziel meist im Last-
Verformungsverhalten der mechanischen Struktur, wobei insbesondere Informationen tber
kritische Lasten, plotzliche Anderungen im Systemverhalten usw. von Interesse sind. Zu-
sétzlich sind bei Stabilitatsproblemen Aussagen Uber die Qualitat der berechneten Gleich-
gewichtslagen von Bedeutung. Ist eine Gleichgewichtslage stabil, so ist sie physikalisch
realisierbar, andernfalls nicht. Fur technische Zwecke sind daher nur stabile Gleichge-
wichtslagen geeignet. Mit dem Stabilitatsbegriff ist eine Aussage Uber die Qualitat der
Gleichgewichtslage aber nur eingeschrankt moglich. So kdnnte die Gleichgewichtslage
zwar stabil gegentiber beliebig kleinen Stérungen sein, jedoch empfindlich bzw. sensitiv
gegentber endlichen aber dennoch relativ kleinen Stérungen. Ein solches Verhalten wird
als praktisch instabil bezeichnet. Um die Sicherheit von stabilen Gleichgewichtslagen ge-
genuber solcher endlichen Stérungen einzuschétzen, wird der Begriff der Sensitivitat ver-
wendet.

Zur Bestimmung der Sensitivitét stabiler Gleichgewichtslagen sind im Rahmen der Me-
thode der Finiten Elemente fiir komplexe realitdtsnahe Probleme bislang noch keine ge-
sicherten Methoden verftigbar. Hierzu soll im Rahmen dieser Arbeit ein Beitrag geleistet
werden. Wesentlicher Bestandteil ist das Testen der vorgeschlagenen Vorgehensweisen an
realen Problemen. Dabei entsteht die Notwendigkeit zahlreicher nichtlinearer kinetischer
Simulationen mit hoher Aufldsung der Geometrie, um die wesentlichen Eigenschaften des
realen Systems maglichst gut abzubilden.

Um solche Simulationen Gberhaupt mit Gberschaubarem Aufwand durchfuhren zu kénnen,
ist es wichtig, effiziente Algorithmen zur Beschreibung des mechanischen Modells bereit-
zustellen — also die das Stoffgesetz beinhaltenden Elemente. Eine groRe Bedeutung hin-
sichtlich Effizienz kommt aber dem Algorithmus zum Auflésen der entstehenden linearen
Gleichungssysteme zu. Dies ist in der Mathematik ein Gebiet langjahriger, bis heute aktu-
eller Forschung, deren Ergebnisse bislang aber noch nicht ausreichend Eingang in die In-



2 1. EINLEITUNG

genieurwissenschaften fanden, da die Computerindustrie durch leistungsstérkere Prozesso-
ren und preiswerte Hauptspeichermodule die steigenden Anforderungen beziglich Grofie
der Gleichungssysteme und bendtigte Zeit zur Losung anwenderseits oftmals befriedigen
konnte.

Inzwischen scheint sich aber die Entwicklung in der Prozessortechnologie zu verlangsa-
men. Eine deutliche Erhéhung der Rechenleistung ist daher vorzugsweise durch eine ver-
anderte Rechnerarchitektur zu erzielen. Insbesondere Parallelrechner sollen durch gleich-
zeitigen Einsatz mehrerer Prozessoren die Rechenleistung vervielfachen. Eine vollstandi-
ge Uberarbeitung und zum Teil eine Neuimplementierung der Simulationsprogramme ist
dann meist unvermeidbar. Diese Anpassung der Programme an die parallele Rechnerarchi-
tektur stellt die Programmentwickler vor eine groRe Herausforderung, da sich herkommli-
che Algorithmen fiir die Parallelisierung teilweise als vollig ungeeignet erweisen, andere
Prozeduren hingegen vorteilhaft zur parallelen Implementierung und Parallelbearbeitung
sind. Die Eignung eines Algorithmus zur parallelen Bearbeitung liegt in einer gegentiber
dem sequentiellen adaquat verkirzten Abarbeitung. Dies gilt insbesondere bei der bereits
angesprochenen Frage der linearen Gleichungsldsung: Fanden in Ingenieuranwendungen
bislang fast ausschliellich direkte, auf dem Gauf3’schen Eliminationsverfahren basierende
Algorithmen Verwendung, so werden nun insbesondere iterative Losungsstrategien inter-
essant, die sich zum einen sehr einfach parallelisieren lassen und auBerdem eine héhere
Effizienz auf parallelen Plattformen erreichen als direkte Verfahren. Der effiziente Ein-
satz dieser iterativen Verfahren ist insbesondere durch die bei Ingenieurproblemen héufig
auftretenden nur sehr diinn besetzten Matrizen moglich. Bei den Programmarbeiten zur
Parallelisierung stellt sich dann der Effekt ein, dal auch das ursprungliche sequentielle
Programm bezlglich Effizienz verbessert wird. Fir den Parallelrechner entwickelte Al-
gorithmen und Programmstrukturen erweisen sich haufig gleichermalien fir sequentielle
Rechner geeignet.

Die Verfugbarkeit effizienter paralleler Algorithmen erlaubt die Losung von Problemen,
die vorher aufgrund rechenzeitintensiverer Algorithmen nur beschrankt I6sbar waren.

Gliederung der Arbeit

In Kapitel 2 werden diejenigen kontinuumsmechanischen Grundlagen bereitgestellt, die
fur die vorliegende Abhandlung bendtigt werden. Die schwache Form des Gleichgewichts
wird angegeben und die in der Methode der Finiten Elemente (bliche Diskretisierung wird
eingefiihrt. Fir das entstehende nichtlineare algebraische Gleichungssystem werden L6-
sungsverfahren formuliert, die auf der Linearisierung dieses Gleichungssystems beruhen.

Da ein wesentlicher Teil dieser Arbeit sich mit der effizienten Losung von Finiten Element
Problemen befaflt, werden in Kapitel 3 einige Benchmark Probleme eingefihrt, die zum
Vergleich der entwickelten Losungsverfahren genutzt werden. Diesen Problemen ist ein
ausgepragt nichtlineares Verhalten und tUberwiegend schlechte Konditionierung gemein-
sam, sodal} zu erwarten ist, daR die damit erzielten Vergleichsergebnisse sich auf allgemei-
nere Aussagen flr weite Problemklassen anwenden lassen.



Unterschiedliche Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme werden in Kapitel 4 er-
lautert. Zunéchst werden effiziente direkte Verfahren diskutiert und anschlie}end auf itera-
tive Verfahren eingegangen, die fur die zu I6senden Problemklassen geeignet sind. Anhand
der in Kapitel 3 eingefuhrten Probleme werden die beschriebenen Verfahren auf unter-
schiedlichen Rechnern verglichen, um fir Anwender Hinweise zur Wahl eines effizienten
Losers bereitzustellen.

Auf die Parallelisierung eines Finiten Elemente Programmes wird dann in Kapitel 5 einge-
gangen. Ausgehend von einer geometrischen Zerlegung des Diskretisierungsgebietes, z.B.
des Ausgangsnetzes, wird die entstehende Datenverteilung und die nachfolgende Imple-
mentierung paralleler iterativer Lésungsverfahren beschrieben und Ergebnisse prasentiert.

Bei der Anwendung numerischer Verfahren treten gelegentlich auch Effekte auf, deren
Ursache in numerischen Rundungsfehlern begriindet ist. Dies gilt insbesondere fr Algo-
rithmen mit paralleler Ausfihrung der Operationen. Auf zwei solcher Probleme und deren
Beseitigung wird in Kapitel 6 eingegangen.

Die Behandlung von Stabilitdtsproblemen mit Hilfe der Finiten Element Methode ist The-
ma des Kapitels 7. Basierend auf dem Stabilitatsbegriff von Ljapunov werden die bekann-
ten Kriterien angegeben und deren effiziente Ermittlung aufgrund der Verwendung von
unterschiedlichen Verfahren zur linearen Gleichungslosung aus Kapitel 4 diskutiert. Ein
Verfahren zum Auffinden nichteindeutiger Gleichgewichtslagen, die bei statischen Ana-
lysen nicht bestimmbar sind, wird vorgeschlagen. Damit einhergehend wird mittels auf
das System aufgebrachter endlicher Stérungen die Qualitét stabiler Gleichgewichtslagen
bezlglich Sensitivitat beurteilt.

Diese Verfahren werden im Kapitel 8 exemplarisch auf das Stabilitatsproblem eines axial
belasteten, imperfekten Stahlzylinder angewandt und ausfuhrlich diskutiert. Einfliisse der
Modellierung, wie z.B. die Behandlung von symmetrischen Teilsystemen werden ebenfalls
besprochen.

Kapitel 9 gibt eine Zusammenfassung und einen Ausblick auf weiterfiihrende Entwicklun-
gen.



2 Zur numerischen LO6sung strukturmechanischer
Probleme

Der Zustand eines Kontinuums wird in der Mechanik durch ein partielles Randwertpro-
blem beschrieben. Die Differentialgleichungen enthalten die Kinematik, das Stoffgesetz
und das Gleichgewicht. Die Losung solcher Probleme kann im allgemeinen Fall nicht
mehr analytisch erfolgen, sodal} haufig Diskretisierungsstrategien angewandt werden, die
das partielle Randwertproblem in ein im allgemeinen Fall nichtlineares algebraisches Glei-
chungssystem uberfuhren.

In diesem Abschnitt soll nun das allgemeine Vorgehen dargestellt werden, indem zunéchst
die kontinuumsmechanischen Grundgleichungen formuliert werden. Fir eine detailliertere
Darstellung diesbeziiglich wird auf das Schrifttum, z.B. [141, 26, 9] oder [11] verwiesen.
Nach der Einfuhrung einer Diskretisierung mittels Finiter Elemente wird dann das nicht-
lineare algebraische Gleichungssystem aufgestellt, und es werden Verfahren zur Losung
dieser Probleme beschrieben. Siehe hierzu z.B. [156, 7, 25] oder [66].

2.1 Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik
2.1.1 Kinematik und Verzerrung
Die Lage eines materiellen Punktes des Korpers B in der unverformten Ausgangskonfigu-
ration bzw. Referenzkonfiguration, siehe Abbildung 2.1, 183t sich in einer festen kartesi-
schen Basis (e;, ey, e3) durch den Ortsvektor

X = [Xl, XQ, X3], (2].)
die einer verformten Konfiguration bzw. Momentankonfiguration durch den Vektor

r = [1'1, Ta, l‘g] (22)

darstellen. Die Bewegung dieses Punktes von der Ausgangskonfiguration X (¢t = 0) zur
Momentankonfiguration « (¢ > 0) kann mathematisch als Abbildung

x = x(X,t) (2.3)

beschrieben werden. Diese Abbildung muf3 bijektiv (da der Kdrper sich nicht selbst durch-
dringen darf) und stetig (benachbarte materielle Punkte bleiben immer benachbart) sein.
Die Zeit ¢ in Gleichung (2.3) soll eine zeitliche Abfolge der Bewegung des materiellen
Punktes ermdglichen, auch wenn es sich um einen statischen, zeitinvarianten Vorgang han-
delt. Die Verschiebung w ist gegeben durch (Abbildung 2.1)

u=x—X. (2.4)
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Referenz- Momentan-
konfiguration konfiguration

Abbildung 2.1: Kinematik des Kontinuums

Die Beziehung zwischen dem Linienelement dX der Referenzkonfiguration und dem ent-
sprechenden Linienelement da in der Momentankonfiguration lautet

ox

Diese Beziehung liefert mit dem Verschiebungsgradienten

ou

und mit (2.4) den Deformationsgradienten
F=I+Gradu=I+H. (2.7)

Fir eine Starrkorperverschiebung mit Grad « = 0 nimmt der Deformationsgradient den
Wert F = I an, und ist damit nicht als MaR flr Verzerrungen geeignet. Der Green-
Lagrange Verzerrungstensor

E = %(FTF 1) (2.8)

hingegen, den man aus der Betrachtung der Differenz der Linienelement-Quadrate (Ab-
stand zweier Korperpunkte) de - de — d X - dX erhalt, nimmt flr eine reine Starrkorperbe-
wegung wie gewiinscht den Wert 0 (keine Verzerrung) an. Im Schrifttum existieren weitere
alternative Definitionen von Verzerrungsmalien wie z.B. der Euler-Almansi Verzerrungs-
tensor, der sich nicht auf die Referenzkonfiguration, sondern auf die Momentankonfigura-
tion bezieht.
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2.1.2 Bilanzgleichungen
Massenbilanz

Die Masse eines Korpers berechnet sich als Volumenintegral iber die stetige Massendichte
p. Wenn im Innern des Korpers kein Zuwachs oder Verlust von Masse wéhrend der Defor-
mation stattfindet und Uber die Oberflache keine Masse ausgetauscht werden kann, gilt
somit

m = / pdv= [ podV. (2.9)
B Bo

Kleine Buchstaben kennzeichnen in (2.9) die Momentankonfiguration, groRe Buchstaben
bzw. ein Index “0” die Referenzkonfiguration. Durch Anwendung der Transformationvor-
schrift der Volumenelemente

dv = det F' dV (2.10)
erhélt man die lokale Form der Massenerhaltung
po = det F p. (2.11)

Aus Grunden der Vollstandigkeit wird hier ebenfalls die Transformationsvorschrift fir Fla-
chenelemente

do=det F F~"-dA (2.12)

angegeben.

Impulsbilanz

Der Impuls z ist definiert als

i:/ pi dv. (2.13)
B

Die Summe der am Korper B angreifenden Krafte f besteht aus Oberflachenkréften und
\Volumenkraften

f:/prvar/aBt da. (2.14)

Hierbei bezeichnet b die eingeprégten Volumenkréfte und ¢ den auf die Fl&cheneinheit da
bezogen Spannungsvektor. Die Spannungen ¢ kénnen mittels des Cauchy Theorems ¢t =
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T'n aus dem Cauchy Spannungstensor 7" und dem Normalenvektor n berechnet werden.
Der Impulssatz lautet

i=f. (2.15)

Durch Anwendung des Gaulschen Integralsatzes (A.4) auf das Oberflachenintegral in
(2.14) und unter Beachtung von (2.11) und (2.12) ergibt sich

/pfi:dv:/ Tnda+/pbdv:/(DivP+p0b)dV:f (2.16)
B oB B B
mit dem unsymmetrischen 1. Piola Kirchhoff Spannungstensor

P=det FTF". (2.17)
Die lokale Formulierung des Impulssatzes in der Momentankonfiguration lautet schlieRlich

poi = Div P + pob. (2.18)

Drehimpulsbilanz

Der Drehimpuls bzw. Drall L eines Korpers ist das Moment des Impulses eines Kérpers
bezuglich eines beliebigen raumfesten Punktes, der ohne Einschrankung der Allgemeinheit
als Ursprung des raumfesten Koordinatensystems gewahlt werden kann:

L:/pxxdzdv: oz X @ dV. (2.19)
B By

Der Satz von der Erhaltung des Drehimpulses besagt, dal? die Zeitableitung des Dralls dem
aus Volumen- und Oberflachenkréften resultierenden Moment m entspricht:

L:/pa:xii:dv:/ :ch-nda+/p:cxbdv:m. (2.20)
B oB B

Die lokale Form von (2.20) erhalt man wiederum durch Anwendung des Gauf3schen Inte-
gralsatzes (A.4), und mit dem Bezug auf die Referenzkonfiguration erhélt man

pox X & = Div(x x P) + ppx x b. (2.21)

Mit der Rechenregel (A.2) fir die Berechnung der Divergenz und mit Gleichung (2.18)
kann Gleichung (2.21) zu

x X (po& — ppb—DivP)—-Grade x P = —F x P (2.22)
~Ix(F-P")=0

umgeformt werden (siehe z.B. [26]). Hieraus folgt die Symmetrie des Tensorproduktes
FPT = PFT und damit dann auch die Symmetrie des nachfolgend beschriebenen Span-
nungstensors.
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2.1.3 Spannungsmafle und Stoffgesetz

In Abschnitt 2.1.2 wurde bereits der Cauchy Spannungstensor und der unsymmetrische
1. Piola Kirchhoff Spannungstensor eingefuhrt. Der symmetrische 2. Piola Kirchhoff Span-
nungstensor

S=F'P=detF F/'TF" (2.23)

ist ein zum Green Lagrange Verzerrungstensor E aquivalentes Spannungsmal3. Anschau-
lich ist er aber nicht interpretierbar.

Das Stoffgesetz stellt einen konstitutiven Zusammenhang zwischen den Verzerrungen und
den Spannungen (z.B. zwischen den Green Lagrange Verzerrungen E und den 2. Piola
Kirchhoff Spannungen .S) her. Fir ein elastisches Material gilt

S = f(E), (2.24)

der Spannungstensor ist eine Funktion ausschlie3lich des Verzerrungstensors. Ein solches
Material wird als “Cauchy-elastisch” bezeichnet. Wird weiterhin die Wegunabhangigkeit
der durch die Spannungen verrichteten Arbeit gefordert (d.h. konservative Systeme), l&it
sich der Zusammenhang zwischen den Spannungen und den Verzerrungen aus einem Po-
tential ableiten. Das Material wird dann als hyperelastisch oder “Green-elastisch” bezeich-
net. Es existiert dann eine Forménderungsenergiefunktion 1 (E), sodal

)
P = W(E) (2.25)

gilt.
Fur ein St. Venant-Kirchhoff-Material ist

W(E) = %ECE (2.26)
mit dem vierstufigen Materialtensor

C=)®1+2ul, (2.27)

wobei A und x die beiden Lamé Konstanten darstellen, die mit dem Elastizitdtsmodul F
und der Querkontraktionszahl v Uber

E Ev
pw=G_G = 010 und A= () (2.28)

verkntpft sind. Der 2.Piola Kirchhoff Spannungstensor wird dann mit

S=9E "

CE (2.29)
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berechnet.

Neben dem hier beschriebenen elastischen Materialgesetz sind auch weitere, nichtlineare
Stoffgesetze wie z.B. Mooney-Rivlin, Ogden, Neo-Hooke oder Elastoplastizitat moglich.
Diese sollen im Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht weiter berticksichtigt werden.

2.1.4 Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Mit der Impulsbilanz (2.18), der konstitutiven Beziehung (2.29), der Kinematik (2.8) und
den dazugehdrigen Spannungs- und Verschiebungsrandbedingungen

to = Png auf (‘9B(,
u = u auf 9B, (2.30)

kénnen nun kontinuumsmechanische Probleme mathematisch formuliert werden. Hierin
bezeichnet n, die Normalenrichtung des Randes. Eine analytische Losung dieser Probleme
ist aber wegen der schwierigen Erflllung beliebiger Randbedingungen auf wenige Sonder-
falle beschrankt.

Mit dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen bzw. gewichteter Residuen geht man daher
auf die schwache Form der Differentialgleichung Uber, die die Gleichgewichtsbeziehung
nur noch im integralen Mittel, die Randbedingungen hingegen exakt erfullt. Dabei entsteht
aus der lokalen Impulsbilanz (2.18) durch Multiplikation mit Testfunktionen du, den vir-
tuellen Verschiebungen, die den geometrischen Randbedingungen gentigen, d.h. du = 0
auf 0B, und anschlieBender Integration die schwache Form des Gleichgewichts

/ 5u(DIVP + pob — poie) dV = 0. (2.31)
Bo
Unter Beachtung von (A.1) und dem Gaufschen Integralsatz (A.4) wird daraus

/ (—PGraddu + pobou) dV + [  PToungdA— [ pozdudV =0  (2.32)
Bo Bo

0By

und weiter mit (2.7) und der Beziehung

Graddu = 6Gradu = §(F — I) = 0 F (2.33)
erhalt man
— [ PoFav+ [ pbsuav+ [ towdd— [ pasudv=0. (23
By Bo 9By By

Wegen

PSF = FSSF =SF'FS = %(6FTF +FI'sF).- 8 (2.35)
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und

0E = %6(FTF —I)= %(5FTF + F'6F)

gilt

G(u,du) = /B SOE dV—/B pobdudv — [

(2.36)

(2.37)

todu dA + / poidu dV = 0.
By

Fir statische Probleme sei an dieser Stelle ein weiterer Zugang uber das Potential IT an-
gegeben, sofern eine Energiedichtefunktion W (E) existiert und nur konservative Lasten

zugelassen werden:

IM(w) = /B W(E) dV — /B pobu dV — /836 tow dA.
Mit dem Prinzip vom stationdren Wert der potentiellen Energie
0Il(u, du) =0
folgt

oW (E
ST (u, 6u) = / WE) g av— [ pobdudV — [ todudA =0
By aE By 0Bs

und mit einem elastischen Material

oW (E)

om0

ergibt sich schlie3lich analog zu (2.37)

ST (u, 6u) = / SSEAV — [ pobdudV — [ tedudA =o.
Bo Bo

0By

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

D.h. flr statische Probleme entspricht die schwache Form der Variation des Potentials.

2.1.5 Linearisierung des Prinzips der virtuellen Verschiebungen

Um die obigen im Allgemeinen nichtlinearen Gleichungen einer numerischen Losungs-
prozedur, wie z.B. dem Newton-Raphson Verfahren (siehe Abschnitt 2.3.1) zuganglich zu
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machen, muf3 Gleichung (2.37) linearisiert werden (siehe z.B. [68, 152, 54]). Die Lineari-
sierung erfolgt mittels einer Reihenentwicklung an einer Stelle @, wobei nach dem linearen
Glied abgebrochen wird:

G(u,du) = G(w,ou) + DG(w, du)Au + R(Au). (2.43)

R(Aw) stellt Terme hoherer Ordnung dar, die vernachléssigt werden. Der Term DG (@, du)
bezeichnet die Anwendung der Gateaux Ableitung

DG+ eAu) = aif)

DG (@, du)Au = d_s[

- Au. (2.44)

Unter ausschlielicher Berticksichtigung richtungstreuer Belastungen [128] beschrankt sich
die Linearisierung auf den ersten Term in (2.37), siehe [68]. Der Beschleunigungsterm ist
bereits linear. Bei Anwendung der Produktregel erhalt man

DG (@, 6u) = /

Bo

[6E§—§DE +SDSE| dV, (2.45)

der erste Term im Integral wird dabei als materieller, der zweite als geometrischer Anteil
bezeichnet.

2.2 Finite Element Diskretisierung

Um das in den vorigen Abschnitten formulierte, kontinuierliche, allgemein rdumliche Pro-
blem einer numerischen Losung zugénglich zu machen, wird sowohl die Geometrie des
Kdorpers B in der Ausgangskonfiguration, als auch das kontinuierliche Verschiebungsfeld
u diskretisiert. Dabei wird die Losung nur an diskreten Stellen, den sogenannten Knoten,
mit den Ortsvektoren

X, Xooo s Xy, X (2.46)

berechnet und das Problem dadurch in ein algebraischen Gleichungssystem tberfuhrt.

Das Gebiet B wird hierbei in nichttiberlappende Teilgebiete unterteilt, den “Finiten Ele-
menten”:

Nel

By~By=|JBj, mit B}, (\Bi.,=0 fir el#e2. (2.47)
e=1

Mit dieser Diskretisierung, dem Ubergang von einer kontinuierlichen zu einer diskreten
Beschreibung gehen Fehler, wie z.B. in der Beschreibung der Geometrie oder den Randbe-
dingungen, einher, weshalb die diskreten GroRen mit einem hochgestellten ~ gekennzeich-
net werden sollen. Die aktuellen Ortsvektoren x ;- der Knoten werden mit (2.4) aus
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bestimmt.

2.2.1 Das isoparametrische Konzept

Eine hdufig angewandte Technik zur Diskretisierung stellt das isoparametrische Konzept
dar. Bei einem beliebigen Beanspruchungszustand werden die Orte im Elementinnern mit
denselben Ansatzfunktionen interpoliert wie das Verschiebungsfeld. Dies gibt

XZ:iNI(ﬁ)XI und uZ:iNI(E)uI. (2.49)
= I=1

Die Ansatzfunktionen N (&) sind dabei im Einheitsgebiet B mit den orthogonalen Ko-
ordinaten & definiert mit —1 < &; < +1. Fir die Interpolationsfunktionen N (&) konnen
sowohl Funktionen niederer Ordnung wie z.B. lineare Funktionen, als auch Funktionen
hoherer Ordnung gewahlt werden, siehe hierzu das Standardschrifttum [7, 156, 127]. We-
sentlich ist jedoch, dal die Funktionen N; beim Knoten I den Wert 1, an allen anderen
Knoten des Elements jedoch den Wert 0 besitzen:

Ni(&=¢&;) =01y, (2.50)

sodal3 an den diskreten Knoten ausschliellich die diskreten Knotenwerte vorliegen. Dann
gilt

33

o Iz Ny (&)z; = Iz Ni(€)[ X1 +ur] = Iz Ni(&)X ) + Iz Ny (€)u; (2.51)

= X'+l
2.2.2 Die diskrete schwache Form

Mit der oben beschriebenen Diskretisierung wird anschlielfend in eine Matrixdarstellung
tibergegangen. Das diskrete Verschiebungsfeld ! wird im Folgenden durch den Vektor der
Knotenverschiebungen d dargestellt, die virtuellen Verschiebungen du!* durch den Vektor
v. Dann liefert die Variation des Verzerrungstensors ¢ E

ON;(d;)

. (2.52)

I

= Z B(d])‘U] mit B(d]) =
Fir ein konkretes Beispiel siehe hierzu Anhang B. Fuhrt man (2.52) in Gleichung (2.42)
ein, so folgt

ne; Ie

UZ[/ BT (d;)S dV —

e=1T=1

NT pob dV — /6 NTt, dA (2.53)
Bo

By

IE ..
+3 [ podiNT N dVl - 0.
K=1"bBo
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Nach Einftihrung der Abkirzungen

Nel Ie
r(d) = | Z/ B”(d;)S dV, (2.54)
e=11=1"Bo0
ne; Ie
P— Z{ NipbdV + [ Nty dA] (2.55)
e=11=1 -/ Bo 9Bo

und der konsistenten Massenmatrix

M=) li 5 /BO poNTN dVl , (2.56)

e=1 LI=1 K=1

die analog zur Steifigkeitsmatrix erhalten wird, liefert das Fundamentallemma der Variati-
onsrechnung das nichtlineare, algebraische Gleichungssystem

G(d) =M d+r(d)—p=0. (2.57)

Dabei stellt »(d) die inneren Krafte in Abhéngigkeit der Knotenverschiebungen d und p
die duReren Lasten dar. Fur statische Berechnungen und unter der Annahme richtungstreu-
er eingepragter duRerer Krafte kann in (2.57) der Lastvektor p auch als Grundlastvektor
p multipliziert mit einem skalaren Parameter A\, dem sogenannten Lastfaktor, formuliert
werden:

Gd)=r(d) —\p=0 mit  p = Ap. (2.58)

Somit herrscht statisches Gleichgewicht, wenn bei vorgegebenem A, dem Steuerparameter
des Problems, die inneren und die eingepragten dulieren Kréfte gleich grof3 sind.

2.3 Losungsverfahren

2.3.1 Das Newton-Raphson Verfahren

Zur Losung der aus statischen Problemen resultierenden nichtlinearen Gleichungssysteme
(2.58) werden meist Newton-artige Verfahren angewandt. Dabei wird das diskrete nichtli-

neare Gleichungssystem (2.58) bei festgehaltenem Steuerparameter \ an einer Stelle d in
eine Taylorreihe entwickelt, die nach dem linearen Term abgebrochen wird:

9G (d)
od

G(d+ Ad) = G(d) + - Ad = 0. (2.59)

d
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Man erhalt also das lineare Gleichungssystem
DG(d)Ad = —G(d). (2.60)

Die Berechnung der Linearisierung erfolgt gemaR (2.44), da sie formal auf die gleiche Art
gebildet werden kann, wie die Variation. Die in Gleichung (2.45) angegebene Linearisie-
rung soll fortan in ihrer diskretisierten Form als Matrix K, die sogenannte tangentielle
Steifigkeitsmatrix, bezeichnet werden. Nun kann (2.60) als

Ky Ad=-G(d) (2.61)

geschrieben werden. Die bei der Linearisierung vernachlassigten Terme hoherer Ordnung
mussen iterativ berlicksichtigt werden. Mit dem Newton-Raphson Verfahren wird in jeder
Iteration 7 das lineare Gleichungssystem

Ko(d) Ad; = —G(d;), i=0,1,2,... (2.62)

gelost, und der Verschiebungsvektor d; mit dem Inkrement Ad,; aufdatiert. Die Vorschrift
lautet

Dieser Vorgang wird solange wiederholt, bis ein geeignetes Abbruchkriterium erfillt ist.
Dann wird der Steuerparameter geandert, z.B. die &ul3ere Last mittels des skalaren Lastpa-
rameters A erhoht und die nachste Gleichgewichtslage berechnet.

Eine besondere Eigenschaft des Newton Verfahrens ist seine quadratische Konvergenz zur
Losung im Falle einer konsistenten Linearisierung. Allerdings ist die Konvergenz nicht
global, sodal’ nicht beliebig groRe Lastschritte erlaubt sind. Erwahnenswert ist in diesem
Zusammenhang die Erschwernis, dal? eine konkrete Angabe des Parameters A\ zur Vorgabe
einer &ulBeren Last zu Beginn der nichtlinearen Berechnung ohne Kenntnis des Konver-
genzradius erfolgen muR. Alternativ ist es moglich, andere GroRen, wie z.B. Verschiebun-
gen vorzugeben, die allerdings durch einen Block-GauR Schritt auf die rechte Seite des
linearen Gleichungssystems gebracht werden kénnen, sodal® implizit auch hier eine Last-
vorgabe stattfindet.

Als Abbruchkriterien des iterativen Algorithmus werden in der Strukturmechanik tblicher-
weise Verschiebungsnormen, Normen der Residuen oder Energienormen herangezogen. Im
Rahmen der in dieser Abhandlung durchgefiihrten Untersuchungen wird als Abbruchkrite-
rium eine Energienorm verwendet, siehe [8]:

Ad] (r — )\ 1p)

<e 9.64
AdT () : (2.64)

Es wird ausnahmslos ¢ = 1.0 - 102 gewahlt, wodurch eine hohe Genauigkeit der ausite-
rierten Gleichgewichtslage erreicht wird.
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Um die numerische Effizienz zu steigern, werden oft auch sogenannte modifizierte New-
ton Verfahren eingesetzt, bei denen die tangentielle Steifigkeitsmatrix K, nicht in jeder
Newton Iteration neu berechnet wird, sondern z.B. nur bei der 1. Iteration. Beim Einsatz
direkter Verfahren zur Losung des linearen Gleichungssystems (2.62) hat dies den Vorteil,
dal die Steifigkeitsmatrix wéhrend der Newton Iteration nur einmal faktorisiert werden
mul. Das quadratische Konvergenzverhalten ist allerdings bei den modifizierten Verfahren
nicht gegeben.

Auch weitere Varianten, bei denen die Steifigkeitsmatrix alle ;5 Iterationen neu berechnet
wird sind mdglich. In [74] werden solche Verfahren als Shamanskii Methode bezeichnet.
Interessant ist hierbei, daR nach [74] eine hthere Konvergenzordnung, ndmlich j + 1 er-
reicht wird. Da aber nur die echten Newton Schritte gezahlt werden, ist mit dieser Methode
nur dann eine effizientere Losung erreichbar, wenn die modifizierten Newton Schritte mit
wenig Aufwand durchgefihrt werden kdnnen, was im Allgemeinen nur unter Verwendung
direkter Loser gegeben ist.

Eine weitere Mdglichkeit zur Losung nichtlinearer algebraischer Gleichungen sind die so-
genannten Quasi-Newton Verfahren. Zu einer effizienten Losung werden hierzu direkte
Losungsverfahren fir lineare Gleichungssysteme eingesetzt. Zu Beginn eines Lastschrittes
wird die tangentielle Steifigkeitsmatrix aufgestellt und faktorisiert. Mittels der Sherman-
Morrison Formel wird dann die inverse Steifigkeitsmatrix aufdatiert und so ein erneutes
Aufstellen und Faktorisieren der tangentiellen Steifigkeitsmatrix vermieden, siehe z.B.
[129]. Das Konvergenzverhalten ist dann aber nicht mehr quadratisch, wie beim urspriing-
lichen Newton Verfahren.

2.3.2 Das Bogenlingenverfahren

Wie in Abschnitt 2.3.1 beschrieben, mu3 zur Anwendung des Newton-Raphson Verfahrens
ein Steuerparameter, d.h. ein Last- oder ein Verschiebungsparameter konkret vorgegeben
werden. Bei Problemen mit singuléren Stellen, siehe Abbildung 2.2, ist dies nicht immer
maoglich. Hier ist sowohl die ausschlieRliche Last- als auch die Verschiebungsvorgabe nur
begrenzt moéglich; mit der Lastvorgabe kann der nichtlineare Gleichgewichtspfad bis zum
Punkt “1”, mit der Verschiebungsvorgabe nur bis Punkt “2” verfolgt werden. Wird an der
Gleichgewichtslage “1” der Lastparameter weiter erhoht, so wird aufgrund der lokalen
Konvergenzeigenschaften des Newton-Raphson Verfahrens keine Konvergenz mehr erzielt,
analog verhélt es sich bei einer weiteren Steigerung der Verschiebungsvorgabe am Punkt
“2”.

Eine Berechnung des gesamten Last Verformungsverhaltens des in Abbildung 2.2 gezeig-
ten (und in Abschnitt 3.2 genauer charakterisierten) Problems wird erst durch den Einsatz
sogenannter Bogenléangenverfahren moglich, siehe z.B. [23, 114, 118] oder [129]. Dabel
wird der skalare Steuerparameter als zusatzliche Unbekannte betrachtet. Um nun diese zu-
séatzliche Unbekannte zu bestimmen, muR eine Nebenbedingung

f(d,A) =0 (2.65)
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Abbildung 2.2: Nichtlineare Last-Verformungskurve mit “snap-back”

eingefiihrt werden. Die feste Vorgabe von A wird durch Gleichung (2.65) ersetzt. Da diese
Gleichung durchaus nichtlinear sein kann, kann es sinnvoll sein, auch sie im Rahmen der
nichtlinearen Losungsprozedur durch

zu linearisieren [132]. Dabei ist

’UZT = % [f(dl + 8Adi, )\i):lg:[) und (267)
d
o; = % [f(dl, )\z + 8)\1')]5:0 . (268)

Unterschiedliche Formulierungen der Nebenbedingung (2.65) und auch der Ldsung in
Kombination mit einem Newton Verfahren sind moglich. Eine ausfiihrliche Ubersicht be-
findet sich z.B. in [129].

Insgesamt entsteht in jeder Newton Iteration ¢ das unsymmetrische lineare Gleichungssy-

stem
LR E R g R N

7

wenn der skalare Steuerparameter A in die Anteile A = A, + \; + A\ aufgeteilt wird. A,
stellt darin den Parameter des letzten auskonvergierten Lastniveaus, ); den inkrementellen
Lastfaktor und A\ den iterativen Anteil dar, siehe [129]. Ublicherweise wird Gleichung
(2.69) durch

[+ v Ad"!

AN = S Fvind
a; + vl Ad’

und Ad; = Ad' + ANAd] (2.70)



2.3 LOSUNGSVERFAHREN 17

geldst, wobei die Vektoren d’ und d’” aus
KrAd'=p und KpAd'=-f (2.71)

ermittelt werden. Es missen mit dem Bogenlangenverfahren also in jeder Newton Iteration
entweder zwei symmetrische lineare Gleichungssysteme (2.71) mit der tangentiellen Stei-
figkeitsmatrix K als Koeffizientenmatrix oder alternativ ein unsymmetrisches lineares
Gleichungssystem (2.69) geldst werden.

2.3.3 Das Newmark Verfahren

In Abschnitt 2.2.2 wurden nur statische Vorgénge beriicksichtigt, wie aus dem fehlenden
Beschleunigungsterm in (2.58) ersichtlich. Fur kinetische Prozesse wird die konsistente
Massenmatrix (2.56) bendtigt. Sie ist positiv definit. H&ufig wird die Massenmatrix aus
Effizienz- und Speicherplatzgriinden diagonalisiert (mass-lumping). In Kombination mit
dem zentralen Differenzenverfahren bietet die Diagonalisierung noch weitere Vorteile. \er-
schiedene Verfahren hierzu findet man z.B. in [156].

Die das Systemverhalten beschreibende nichtlineare Bewegungsgleichung (2.57) lautet
nach Neuordnung der Terme und zusétzlicher Berticksichtigung von Dampfung

Md+Cd+r(d) =p. (2.72)

Durch die rdumliche Diskretisierung wird das partielle Anfangsrandwertproblem auf ein
diskretes Problem mit endlich vielen Freiheitsgraden zurtickgefuhrt. Die Wahl einer D&mp-
fungsmatrix C, die die innere Energiedissipation der mechanischen Struktur realistisch
beschreibt, ist eine weitgehend offene Frage. Meistens wird sie heuristisch als konstant
und geschwindigkeitsproportional (viskos) gewéhlt. Eine weitere Vereinfachung ist die
Rayleigh-Dampfung

CT = CVDM + ﬂDK, (273)

bei der die Dd&mpfungsmatrix als Linearkombination der Massen- und der Steifigkeitsma-
trix angesetzt wird. Als Grenzfélle sind die alleinige massen- bzw. steifigkeitsproportionale
Démpfung 5p = 0 oder ap = 0 moglich. Die massenproportionale Ddmpfung flhrt zu
einer vorwiegenden Dampfung der niedrigen, die steifigkeitsproportionale Dd&mpfung zu
einer vorwiegenden Dampfung der hohen Frequenzen. Zur Wahl der beiden Parameter oy
und Gp wird an dieser Stelle z.B. auf [21] verwiesen.

Ausgehend von der bekannten Lésung des Anfangsrandwertproblems (2.72) zur Zeit ¢,
wird die Losung zur Zeit ¢,,,, = t, + At gesucht:

M dn—l—l +r(dpt1) = Ppyr- (2.74)
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Die Dampfung soll bei der Darstellung des Newmark Verfahrens aus Griinden der Uber-
sichtlichkeit nicht weiter berticksichtigt werden, sie bereitet bei der Einarbeitung in das
Losungsverfahren aber keine grundsatzlichen Probleme, siehe z.B. [66].

Beim Newmark Verfahren [102] wird ein Ansatz fiir die gesuchten Verschiebungen d,,
und Geschwindigkeiten d,, ., zum Zeitpunkt ¢, in der Form
: 1 . .
dyy1 = d,+Atd, + At?[(5 - B)d, + Bd,.1]  und (2.75)
dnyr = dp+ At[(1—)d, + vdos), (2.76)

gewdhlt. Die Abhangigkeit vom Zeitschritt wird fur den Geschwindigkeitsverlauf linear,
und far den Verschiebungsverlauf quadratisch angenommen. Da die ZustandsgroRen zum
Zeitpunkt ¢,, bekannt sind, kdnnen die entsprechenden Terme in (2.75) und (2.76) zu Pr&-
diktoren

d,1 = dY +APpd,,  und (2.77)
dosi = dy,, + Atydy, (2.78)

zusammengefalit werden. Gleichung (2.77) kann wiederum nach den gesuchten Beschleu-
nigungen

. 1

aufgeldst werden, womit sich das nichtlineare Gleichungssystem (2.74) zur Zeit ¢, zu

——Md! (2.80)

1
AtQﬂM doi1 +7(dnt1) =Pnii + 157 A3
ergibt. Innerhalb des Newton Verfahrens wird dieses nichtlineare Gleichungssystem linea-
risiert, und man erhélt in jeder Newton Iteration i:

[A;ﬂM + KT] Ad=—r(d) +p,,, + 226 (dy. —d;) (2.81)
d ~ )
mit der effektiven Steifigkeitsmatrix
K= My K. (2.82)
At?3

Die Verschiebungsinkremente werden in jeder Iteration zu d; ., = d; + Ad aufaddiert.

Nach der Konvergenz des Newton Verfahrens gilt d,, ;1 = d; ron» Und damit lassen sich
dann wiederum die Geschwindigkeiten d,,.; und die Beschleunigungen d, ., mit Hilfe
der Gleichungen (2.79) und (2.76) berechnen.



2.3 LOSUNGSVERFAHREN 19

Wahl der Parameter § und v

Die bislang noch nicht diskutierten Parameter 5 und ~ bestimmen die Genauigkeit und
Stabilitat der berechneten Ldsung, siehe hierzu z.B. [66].

Eine Genauigkeit zweiter Ordnung wird nur fir v = 0.5 erreicht. Fur groere Werte von ~
stellt sich eine klinstliche numerische Dd&mpfung ein, bei der die hohen Frequenzen starker
gedampft werden als die niedrigen. Dies kann erwiinscht sein, da es dem tatséachlichen Ver-
halten von realen Strukturen entspricht. Nachteilig ist dabei aber, daf? hierdurch die Damp-
fung nicht in ihrem Einflul? auf das Ergebnis bewertet werden kann. Zudem verschlechtert
sich die erzielbare numerische Genauigkeit.

Wahlt man 3 = 0.25 , so erhélt man aus (2.75)

A2 d, + dpyy
2 )

dpir = d, + Atd,, + (2.83)

das Newmark Verfahren der konstanten mittleren Beschleunigung. Dabei stellt %(dn +

EinH) die mittlere Beschleunigung im Zeitintervall At dar. Fur diese Wahl der Parameter
(v = 0.5, B = 0.25) ist das Newmark Verfahren unbedingt stabil (siehe [66]) und stellt
gleichzeitig die Energieerhaltung sicher. Fir andere Werte von [ ergeben sich Stabilitéts-
bedingungen fur die ZeitschrittgroRe.

In der vorliegenden Arbeit werden, wo nicht anders angegeben, die Werte v = 0.5 und § =
0.25 verwendet. Wird numerische Ddmpfung tber das Newmark Verfahren eingebracht,
geschieht dies mit den Werten v = 0.9 und 5 = 0.49.
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3 Wahl von Benchmark Problemen

Nachfolgend werden in diesem Abschnitt einige lineare und nichtlineare Aufgaben vor-
gestellt, die als Benchmark Probleme fiir die Verwendung der FE Methode dienen sollen.
Diese Probleme sollen im darauffolgenden Kapitel, das von der numerischen Ldsung linea-
rer Gleichungssysteme handelt, zu numerischen Vergleichszwecken herangezogen werden.
Darum wird vor allem darauf geachtet, die diesbeziiglichen Eigenschaften der mechani-
schen Probleme herauszustellen, wie z.B. die Kondition und die Struktur der Steifigkeits-
matrizen. Um aus den Effizienzvergleichen, die mit diesen Benchmark Problemen durch-
gefuhrt werden sollen, mdglichst allgemeine Schlisse ziehen zu kdnnen, missen sie eine
groltmogliche Vielfalt aufweisen. Diesem Anspruch wird durch die Auswahl der Probleme
von linearen 3D Kontinuumsproblemen bis zu stark nichtlinearen Durchschlagproblemen
dunner Zylinderschalen Rechnung getragen.

Wenn nicht anders angegeben, werden die Beispiele an spéterer Stelle mit der hier vorge-
stellten Diskretisierung und Inkrementierung, d.h. gleicher Steuerung untersucht.

3.1 Zahnkrone

Beim ersten Problem geht es um die Berechnung einer Zahnkrone, die mit einem Stift
im naturlichen Zahnstumpf befestigt ist, der seinerseits wiederum im Kiefer verankert ist.
Zwischen dem Zahnstumpf und dem Kiefer befindet sich eine weiche Membran, das so-
genannte Parodontium. In Abbildung 3.1 ist links das reale System und rechts die Finite
Element Diskretisierung dargestellt. Diese konnte dankenswerterweise von [138] tibernom-
men werden.

Untersuchungen an 2D Modellen in [138] ergaben im Vergleich zu dem hier betrachteten
3D Modell eine gleichartige Spannungsverteilung im Zahnstumpf. Jedoch wurden erwar-
tungsgemal signifikante Unterschiede in den von Mises Vergleichsspannungen zwischen
den beiden Modellen festgestellt. Aus Griinden der Hardwareverfligbarkeit und Rechenzei-
ten wurden die Parameterstudien in [138] allerdings nur an den 2D Modellen durchgefiihrt.

Das im Rahmen der vorliegenden Arbeit nur fir Rechenzeitvergleiche genutzte 3D-Modell
ist mit 91 678 linearen 10-Knoten Tetraederelementen und 127 852 Knoten diskretisiert.
Dies ergibt ein lineares Gleichungssystem mit 380 629 Unbekannten.

3.2 Flache Zylinderschale

Bei diesem Beispiel mit starker geometrischer Nichtlinearitat handelt es sich um eine flache
Zylinderschale, die durch eine mittig angreifende Einzellast belastet wird (siehe Abbildung
3.2). Zur Berechnung werden 4-knotige Schalenelemente mit bilinearen Ansatzfunktionen
eingesetzt, siehe [46]. In Abbildung 3.3 sind die Verformungsfiguren wiedergegeben, dabeli
sind sowohl die Koordinaten als auch die Verschiebungen in vertikaler Richtung mit dem
Faktor drei Uberhoht dargestellt.
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Abbildung 3.1: Zahnkrone — Geometrie und Materialdaten

Die Struktur weist ein sogenanntes snap-through und snap-back Verhalten auf (siehe Ab-
bildung 3.4 links, in der die Last Uber der Verschiebung des Kraftangriffspunktes aufge-
tragen ist). Eine Untersuchung kann nur mit Hilfe des dem Bogenléngenverfahrens vor-
genommen werden. Nach Erreichen einer Last von ca. 0.6 kN schlagt die Struktur durch
(snap-through), die Tangentensteifigkeitsmatrix wird (fast) singuldr, im instabilen Bereich
ergeben sich indefinite Matrizen. In diesem Bereich verringern sich die Verschiebungen
wieder; dieses Verhalten wird als snap-back bezeichnet. Zur Berechnung des gesamten
Last-Verformungspfades dieses Systems wird der Einsatz des Bogenléangenverfahrens not-
wendig (siehe Abschnitt 2.3.2), da hier sowohl die ausschlieRliche Last- als auch die Ver-

b =254 mm

R = 2540 mm
t=6.35 mm
Material:

linear elastisch

E = 3.105 kN/mm?
v=20.3

Abbildung 3.2: Diinne Zylinderschale — Geometrie und Materialdaten



22 3. WAHL VON BENCHMARK PROBLEMEN

0. Lastschritt (unverformt) 3. Lastschritt

Abbildung 3.3: Flache Zylinderschale — Verformungsfiguren
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Abbildung 3.4: Flache Zylinderschale — Last-Verformungskurve und Struktur der Stei-
figkeitsmatrix, Lastschritte markiert

schiebungssteuerung versagt.

Aus Symmetriegrinden wird nicht das gesamte System diskretisiert, sondern nur ein Vier-
tel, unter Formulierung entsprechender Symmetrierandbedingungen. Dabei wird allerdings
das Systemverhalten eingeschrankt und z.B. eine Verzweigung in unsymmetrische Formen
damit ausgeschlossen. Fiir die Viertelstruktur werden 4 900 Knoten und 3 600 Elemente
verwendet, was zu 24 011 Gleichungen fuhrt. Durch die regelmaRige Struktur des Net-
zes ergibt sich auch eine regelmaRige Struktur der Steifigkeitsmatrix (siehe Abbildung 3.4
rechts). Jede Zeile der Matrix enthdlt im Durchschnitt 22 Eintréage.

In Tabelle 3.1 sind die Konditionszahlen fir die auskonvergierten Gleichgewichtslagen
angegeben. Bei diesem Beispiel ist im Bereich der indefiniten Tangentensteifigkeitsmatri-
zen (Gleichgewichtslagen 4-11), der betragskleinste gleichzeitig der Kleinste Eigenwert.
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Last- kleinster groBter Konditions-

schritt Eigenwert Eigenwert zahl
0 0.3286-10-* 0.2894-10°  0.8805-107
1 0.1691-10~% 0.2883-10°  0.1704-108
2 0.7858-107° 0.2881-10®  0.3666-103
3 0.2213-107° 0.2879-10°  0.1301-10°
4 -0.2916:10~°  0.2878-10°  0.9871-10%
5 -0.6436:107°  0.2878-10°  0.4472-10%
6 -0.7816:10~° 0.2878-10°  0.3682-10°
7 -0.8370-107°  0.2878-10°  0.3439-10%
8 -0.8728-107° 0.2877-10°  0.3297-10%
9 -0.8504-107>  0.2875-10°  0.3381-10%

10 -0.8537-107°  0.2873-10°  0.3365-10°
11 -0.2417-107°  0.2875-10°  0.1189-10°
12 0.6839-107° 0.2878-10®  0.4209-108
13 0.1900-10~% 0.2882-10®  0.1516-108

Tabelle 3.1: Flache Zylinderschale — Konditionszahlen

Deshalb wurde das Vorzeichen hier mit angegeben. Man kann deutlich ein Ansteigen der
Konditionszahl an den fast singuléren Stellen, d.h. den Gleichgewichtslagen 3 bzw. 11 er-
kennen. Wéhrend der groRte Eigenwert im Verlauf der nichtlinearen Berechnung nahezu
konstant bleibt, sinkt der kleinste Eigenwert im Bereich der singuléren Stellen auf einen
Wert nahe Null und im instabilen Bereich unter Null ab. Der betragskleinste Eigenwert ist
aber — im Vergleich mit anderen Beispielen — nicht nur nahe der singuldren Stellen sehr
klein sondern an allen Punkten der Last-Verformungskurve. Er erhoht sich erst beim im
Bereich groferer Verschiebungen, wenn sich die Struktur nach dem Durchschlagen wieder
versteift.

3.3 Diinnwandiger Torus

Bei diesem Beispiel handelt es sich um einen diinnwandigen Torus, der durch vier Einzel-
lasten belastet wird, siehe Abbildung 3.5.

D =230 mm

d =30 mm
t=3mm
Material:

linear elastisch

E = 3.105 N/mm?

v =20.3
Last:
F=1kN

Abbildung 3.5: Torus — Geometrie und Materialdaten
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0. Lastschritt (unverformt) 6. Lastschritt

11. Lastschritt 15. Lastschritt

Abbildung 3.6: Diinnwandiger Torus — Verformungsfiguren

Hier ist eine sehr feine Diskretisierung erforderlich, um Knicke abzubilden, die wéhrend
der Lastaufbringung entstehen (siehe Abbildung 3.6). Fur die Berechnungen wird zum
einen ein regelmaiiges FE-Netz mit 10 800 Elementen und 11 041 Knoten verwendet, was
zu 53 400 Gleichungen flhrt. Zum anderen wird mit einem aus einer adaptiven Berech-
nung stammenden Netz gerechnet. Bei 11 552 Knoten und 11 552 Elementen ergeben sich
hierfur 68 679 Gleichungen.

Die Last-Verformungskurve (siehe Abbildung 3.7 links) endet mit einer horizontalen Tan-
gente; hier fuhren kleine Laststeigerungen zu grof3en Verschiebungsanderungen. Nach dem
Bilden von Knicken reagiert der Torus auf geringe Laststeigerung mit grof3en Verschie-
bungen. Die mit den beiden unterschiedlichen Diskretisierungen berechneten Last-Verfor-
mungskurven unterscheiden sich kaum; das Netz ist auskonvergiert.

Die Struktur der Steifigkeitsmatrix fir die gleichmé&Rige Diskretisierung ist sehr regelma-
Rig, jedoch existieren Matrixeintrage, die sehr weit von der Diagonale entfernt sind. Dies
ist eine Folge der Torusgeometrie. Es ist unvermeidbar, dalR Knoten mit hoher Nummer mit
Knoten niederer Nummer in einem Element zusammen auftreten. Durchschnittlich befin-
den sich in jeder Matrixzeile 27 Eintrage, da im Gegensatz zum Beispiel in Abschnitt 3.2
hier sogenannte “Solid Shell” Elemente aus [60] verwendet werden.

In Tabelle 3.2 sind die Konditionszahlen fiir den diinnwandigen Torus sowohl flr das re-
gelmaéRige, als auch fur das adaptive Netz angegeben. Bei beiden verwendeten Netzen sind
die Konditionszahlen von gleicher GrélRenordnung. Diejenigen des adaptiven Netzes sind
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Abbildung 3.7: Torus — Last-Verformungskurve und Matrixstruktur
regelmaBiges Netz adaptives Netz
Last- kleinster groBter  Konditions-  Last- kleinster groBter  Konditions-
schritt  Eigenwert  Eigenwert zahl schritt  Eigenwert  Eigenwert zahl
0 0.8215-10~% 0.6161-10° 0.2556-10° 0 05939-1072 0.1368-10° 0.7552-10°
1 0.1363-1073 0.6125-10> 0.4493-10° 1 0.1032:10~3* 0.1318-10% 0.1277-107
2 0.1274107% 0.6145-10> 0.4821-10° 2 0.9662:107* 0.1322:10° 0.1368-107
3 0.1150-10% 0.6170-10®> 0.5363-106 3 0.8770-10~* 0.1325-10%® 0.1511-107
4 0.1026-10* 0.6195-10%> 0.6037-10° 4 0.7918-10~* 0.1328-10° 0.1677-107
5 0.9208-10~* 0.6217-10> 0.6751-106 5 0.7189-107* 0.1331-10°> 0.1852-107
6 0.8211-107* 0.6236-10> 0.7595-106 6 0.4049-1072 0.1333-10> 0.1198-107
7 0.7148-10~*  0.6252-10%> 0.8746-10° 7 0.3444-10® 0.1335-10% 0.1374-107
8 0.4449-107% 0.6264-10%> 0.5864-106 8 0.2899-10~* 0.1337-10° 0.1608-107
9 0.3779-10% 0.6271-10®> 0.7069-106 9 0.2448-10~® 0.1339-10° 0.1912-107
10  0.3202-107%  0.6274-10> 0.8743-10° 10 0.2069-107%  0.1341-10°> 0.2322-107
11 0.2699-10~3  0.6275-102 0.1122-107 11 0.1744-107%  0.1342-10> 0.2902-107
12 022621072 0.6271-10> 0.1521-107 12 0.1464-107%  0.1344.10° 0.3771-107
13 0.1884-10~% 0.6267-10> 0.2251-107 13 0.1224-10~%  0.1345-10° 0.5178-107
14 0.1562-107%  0.6260-10> 0.3942-107 14 0.1021-10~%  0.1347-10° 0.7737-107

Tabelle 3.2: Diinnwandiger Torus — Konditionszahlen

jedoch stets groRer, da dieses Netz zum Teil sehr Kleine, aber auch groliere Elemente ver-

glichen mit dem gleichmafigen Netz enthalt.

3.4 Rohrkreuz

Bei diesem Schalenproblem handelt es sich um ein Rohrkreuz, das an seiner Ober- und
Unterseite fest eingespannt ist und an den beiden gegenuberliegenden Seiten durch Schub-
krafte belastet wird (siehe Abbildung 3.8). An der Ober- und Unterseite ist das Rohrkreuz
unverschieblich gelagert. Die Schalendicke der Zylinderflachen betragt 3 mm, die An-
schlusse sind 6 mm dick. Zur Berechnung werden 4-knotige Schalenelemente aus [46]
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Lastparameter A

be—a—~ib

Punkt A

Punkt B

- Material: (Stahl)

Geometrie:

a = 200 mm

b =30 mm

h =400 mm

t =3 bzw. 6 mm

linear elastisch

E =210 kN/mm?

v=20.3

Last:

F =186 M N an jeder Seite

Abbildung 3.8: Rohrkreuz — Geometrie und Materialdaten
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Abbildung 3.9: Rohrkreuz — Last-Verformungskurve und Matrixstruktur

unverformt 10. Lastschritt 13. Lastschritt

Abbildung 3.10: Rohrkreuz — Verformungsfiguren
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Last- kleinster groBter Konditions-
schritt  Eigenwert Eigenwert zahl
0 0.2218-10° 0.1849-10'"  0.9138-10°
1 0.2189-10° 0.1862-10**  0.9277-10°
2 0.2110-10° 0.1861-10**  0.8832-105
3 0.1998-10° 0.1862-10**  0.9336-10°
4 0.1870-10° 0.1863-10'"  0.9985-10°
5 0.1744-10° 0.1866-10'!  0.1072-107
6 0.1624-10° 0.1868-10'!  0.1152:107
7 0.1490-10° 0.1871-10''  0.1258-107
8 0.1265-10° 0.1874-10'!  0.1484-107
9 -0.1375-10*  0.1877-10""  0.1368-10°
10 -0.3397-10° 0.1881-10'*  0.5550-10%
11 -0.7933:10° 0.1883-10'*  0.2379-10%
12 0.3333-10° 0.1884-10**  0.1088-10°
13 0.7566-10° 0.1884-10**  0.3336-108
14 0.8702-10° 0.1882-10**  0.2948-108

Tabelle 3.3: Rohrkreuz — Konditionszahlen

verwendet.

Das Netz wurde mit einem kommerziellen Netzgenerierer erzeugt; als Folge der automati-
schen Generierung ist die Knotennumerierung nicht optimal. Die Matrixstruktur ist daher
nicht ausgepragt bandférmig (siehe Abbildung 3.9). Pro Zeile enthalt die Steifigkeitsmatrix
durchschnittlich 22 Eintrége. Die zur Berechnung verwendete Diskretisierung erfolgt mit
22 678 Knoten und 22 400 Elementen. Dies fuhrt zu 112 550 Gleichungen.

In Abbildung 3.10 kann man im 13. Lastschritt das Einklappen der Flanken der horizon-
talen Anschlusse der Schale erkennen. Hier verliert das Rohrkreuz infolge dieser Beulen
schlagartig an Tragfahigkeit. Dies ist auch in der Last-Verformungkurve erkennbar (siehe
Abbildung 3.9). Anschliel3end wird das Rohrkreuz sehr weich. Ohne nennenswerte Steige-
rung der Last treten grof3e Verformungen auf.

Bei diesem Beispiel sind sowohl die betragsgroRten als auch die betragskleinsten Eigen-
werte sehr hoch (verglichen mit den anderen Beispielen), siehe Tabelle 3.3. Der Grund
hierflr liegt in der beiderseitigen festen Einspannung. Die sich daraus ergebenden Kondi-
tionszahlen liegen aber in einer dahnlichen GroRenordnung wie beim Beispiel in Abschnitt
3.2. Beim Erreichen der maximalen Traglast (9. Lastschritt) werden die Steifigkeitsmatri-
zen indefinit, das Strukturverhalten ist instabil. Auch hier ist der betragskleinste Eigenwert
negativ.

3.5 Gummiblock

Beim letzten Beispiel handelt es sich um ein 3D-Kontinuumsproblem aus Gummimaterial,
flr das ein Mooney-Rivlin Materialgesetz angenommen wird. Ein Quader aus Gummi wird
zwischen zwei steifen Platten zusammengedriickt. Die verwendeten Mooney-Rivlin Para-
meter und die Geometriedaten sind in Abbildung 3.11 angegeben, die Verformungsfiguren
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Abbildung 3.11: Gummiblock — Geometrie und Materialdaten
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in Abbildung 3.13 dargestellt.

Bei wachsender Verformung versteift der Gummiblock. Die Last-Verformungskurve ist
uberlinear (siehe Abbildung 3.12 links, in der die Last Gber der Verschiebung der Oberseite
aufgetragen ist).

Fur die Berechnungen wird ein regelmaiiges Netz mit 21 632 Knoten und 19 375 Elemen-
ten verwendet, was zu linearen Gleichungssystemen mit 62 192 Unbekannten fihrt. Auch
dieses Netz wurde automatisch erzeugt. Die Steifigkeitsmatrix ist trotz des regelmaRigen
FE-Netzes sehr unstrukturiert (siehe Abbildung 3.12 rechts). Bei diesem Volumenproblem
ist sie aber deutlich dichter besetzt als bei den vorangegangenen Schalenproblemen. Im
Durchschnitt enthdlt hier jede Matrixzeile 34 Eintrége. Dies resultiert aus der Verknip-
fung der Elemente in allen drei Dimensionen. Jeder Knoten im Innern des Blockes hat 26
Nachbarknoten.
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4 Direkte und iterative Verfahren zur linearen Lo6-
sung diinn besetzter Gleichungssysteme

Bei vielen numerischen Simulationen naturwissenschaftlicher und technischer Probleme,
die durch partielle Randwert- oder Anfangsrandwertprobleme beschrieben werden, ist der
rechentechnisch aufwendigste Schritt das Ldsen von linearen Gleichungssystemen. Ein
Beispiel hierfir sind die in Abschnitt 2 eingefiihrten strukturmechanischen Probleme. Ahn-
lich verhalt es sich bei Problemen aus der Stromungsmechanik oder bei anderen Diszipli-
nen, wie z.B. in der Quantenphysik oder in der Chemie. Unabhangig vom Anwendungs-
bereich besitzen die auftretenden linearen Gleichungssysteme gemeinsame Eigenschaften.
Die auftretende Koeffizientenmatrix ist oft symmetrisch, diinn besetzt und positiv definit,
wobei gelegentlich einzelne dieser Eigenschaften verlorengehen kénnen. Beispielsweise
werden die hier betrachteten Koeffizientenmatrizen aus FE-Simulationen nichtlinearer Pro-
bleme der Strukturmechanik bei instabilem Strukturverhalten indefinit, unter Einbeziehung
z.B. von Reibung oder speziellen Materialmodellen kdnnen sie auch unsymmetrisch wer-
den. Letzteres soll aber im Rahmen der vorliegenden Untersuchung nicht betrachtet wer-
den.

Um lineare Gleichungssysteme der Art
Ax=1» (4.1)

mit der Koeffizientenmatrix A, der rechten Seite b und dem unbekannten Losungsvek-
tor x zu lésen, existieren zwei grundsétzlich verschiedene Losungsstrategien: die direkte
und die iterative Losung. Die direkte Losung wird vielfach von Ingenieuren bevorzugt und
dabei haufig als exakte Losung! bezeichnet. Grundlage der direkten Loser ist die GauR-
Elimination. Im Unterschied dazu wird bei der iterativen Ldsung versucht, eine Néhe-
rungslosung zu verbessern, bis sie einer vorgegebenen Genauigkeitsanforderung gentgt.
Ein Nachteil der iterativen Strategie im Gegensatz zur direkten ist, daf3 a priori nicht be-
kannt ist, ob der Algorithmus konvergiert, und wieviel Rechenzeit im Falle der Konver-
genz zur Losung bendtigt wird. Der Vorteil im Vergleich mit dem direkten Ldser hingegen
ist, dal3 sehr wenig Speicherplatz erforderlich ist. Ein weiterer Grund flr die wachsende
Popularitat der iterativen Verfahren in jlngerer Zeit ist ihre hervorragende Eignung zur
Berechnung der Losung von linearen Gleichungssystemen auf Parallelrechnern.

Da im Rahmen der vorliegenden Abhandlung die Parallelisierung eines Finiten Elemente
Programmes angestrebt wird, muf zunéchst untersucht werden, inwieweit diese Paralleli-
sierung unter Beschrankung auf iterative Loser moglich ist. Ein ausschliel3licher Einsatz
iterativer Verfahren ist dann moglich, wenn die angestrebten Problemklassen damit robust
gelost werden konnen. Es soll jedoch kein nennenswerter Verlust an Rechenzeit auftreten,
der dann erst durch den Einsatz mehrerer Prozessoren kompensiert werden mi3te. Ein aus-
sagekréaftiger Effizienzvergleich zwischen iterativen und direkten Verfahren setzt allerdings
voraus, daB in beiden Fallen optimierte Algorithmen eingesetzt werden.

'Im Sinne der Maschinengenauigkeit.
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Dazu werden in den né&chsten Abschnitten zundchst bekannte direkte und iterative LO-
sungsstrategien beschrieben und die Algorithmen in das Finite Elemente Programm FEAP
[131] integriert. Zur iterativen Losung notwendige Vorkonditionierungsstrategien — be-
kannte und auch eigene Varianten — werden vorgestellt. Es wird versucht, deren Eigen-
schaften anschlie3end anhand der im Abschnitt 3 definierten Benchmark Probleme zu ver-
gleichen und zu bewerten. Fur den Anwender des Programmes auf sequentiellen Rechnern
sollen letztlich einige Richtlinien zur Wahl eines geeigneten Ldsers fiir ein Problem for-
muliert werden.

4.1 Direkte Gleichungslosung

Formal kann das lineare Gleichungssystem (4.1) durch linksseitiges Multiplizieren mit der
Kehrmatrix A~ geldst werden:

x=A"'b. (4.2)
Die numerische Berechnung von A~" ist jedoch sehr aufwendig, die Kehrmatrix ist au-
Rerdem im allgemeinen Falle dicht besetzt, sodal} zur direkten Losung immer dem Gaul3-
Verfahren verwandte Algorithmen verwendet werden. Damit das Gleichungssystem unter

Umstanden fiir mehrere rechte Seiten geldst werden kann, beruhen diese auf einer Fakto-
risierung der Koeffizientenmatrix in zwei Dreiecksmatrizen

A=LU (4.3)

und anschlielendem sogenannten Ruckwaérts- und Vorwartseinsetzen:

Ax = i}ﬁm:b; (4.4)
=<~
y
Ly = b  \orwirtseinsetzen (4.5)
Uz = y  Rickwartseinsetzen. (4.6)

Die Faktoren L und U besitzen Dreiecksgestalt. L ist eine untere Dreiecksmatrix, deren
Diagonaleintrage samtlich Eins sind. U ist eine obere Dreiecksmatrix. Durch die Diago-
nalgestalt von L und U sind die Gleichungssysteme (4.5) und (4.6) sehr einfach Iésbar.
Der hauptsachliche numerische Aufwand besteht in der Bestimmung der Faktoren L und
U. Hierzu sind im Schrifttum unterschiedliche Strategien fiir Koeffizientenmatrizen un-
terschiedlicher Eigenschaften angegeben, siehe z.B. in [50, 53]. Mit direktem Bezug auf
strukturmechanische Probleme wird dies ebenfalls in [24, 127] diskutiert. Einige wesentli-
che Aspekte werden in den folgenden Abschnitten nochmals kurz erldutert.

Fir symmetrische, positiv definite Matrizen A konnen mittels der Cholesky-Zerlegung
symmetrische Faktoren

A=TT" (4.7)
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bestimmt werden. Damit wird der Speicherbedarf fur die Faktoren halbiert. Bei dichtbe-
setzten Matrizen wird die Anzahl der erforderlichen Rechenoperationen ebenfalls halbiert.
Zur Berechnung der Diagonalelemente von L miissen aber Quadratwurzeln berechnet wer-
den. Negative Diagonalelemente, wie sie bei der Faktorisierung indefiniter Matrizen auf-
treten, sind daher hier nicht zuldssig. Fir symmetrische, aber auch indefinite Matrizen, wie
sie in der vorliegenden Arbeit betrachtet werden, wird deshalb zur direkten L6sung eine
Faktorisierung der Form

A=LDL" (4.8)

gewadhlt, der bendtigte Speicherplatz entspricht dem der Cholesky-Zerlegung (4.7). Durch
Uberwachen der Elemente der Diagonalmatrix D kann als Nebenprodukt die Anzahl der
negativen Eigenwerte der Koeffizientenmatrix A festgestellt werden, vgl. hierzu den Satz
von Sylvester z.B. in [53]. Dies ist eine bei nichtlinearen Finite Element Berechnungen
wichtige Information, die zu Stabilitatsaussagen fiir die betrachtete mechanische Struktur
verwendet werden kann. Die Diagonalelemente von L sind samtlich Eins; es handelt sich
um eine sogenannte untere Dreiecksmatrix.

Wichtig beziiglich Effizienz bei diesen Zerlegungen ist die Entstehung von sogenanntem
fill-in, d.h. von Matrixelementen, die in der Koeffizientenmatrix A Null waren, die aber in
L ungleich Null sind. Bei dichtbesetzten Matrizen spielt dies keine Rolle; werden bei den
betrachteten sehr diinn besetzten urspringlichen Matrizen jedoch ausschlieRlich Nichtnull-
elemente gespeichert (siehe Anhang C), so entsteht durch den fill-in ein zusatzlicher Spei-
cheraufwand, der erheblich groRier sein kann als fiir die Matrix selbst. Durch eine geeignete
Permutation von A kann allerdings der entstehende fill-in reduziert werden. Es wird dann
ein permutiertes Gleichungssystem

PAP"Px = Pb (4.9)

gelost, sodal® weniger fill-in entsteht. Dabei wird der Aspekt der numerischen Stabilitat
nicht berticksichtigt. Die Faktorisierung erfolgt also ohne numerische Pivotsuche, da da-
durch die diinne Besetzungsstruktur verlorenginge und der Speicherbedarf und damit ein-
hergehend die Rechenzeit anstiege.

Zusammenfassend 1aRt sich die direkte Gleichungslosung flr diinnbesetzte Matrizen in die
folgenden Schritte untergliedern:

1. Bestimmung einer fill-in minimierenden Permutation P.
2. Symbolische Faktorisierung, d.h. Ermittlung der Besetzungsstruktur des Faktors L.
3. Numerische Faktorisierung, d.h. Berechnung von L und D.

4. (Maoglicherweise wiederholtes) Vorwarts- und Rickwartseinsetzen.

Diese Punkte werden in den anschliefenden Abschnitten noch ausftihrlicher behandelt,
zuvor werden jedoch noch einige dazu notwendige Begriffe aus der Graphentheorie einge-
flhrt.
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4.1.1 Einige Begriffe aus der Graphentheorie

Ein Graph G(V, E') besteht aus einer Menge von Knoten V' (vertex), die durch eine Menge
von Kanten £ (edges) miteinander verbunden sind, siehe Abbildung 4.1 (rechts).

Zwei Knoten v und w sind benachbart, wenn die Kante (v, w) in der Menge E der Kanten
enthalten ist. Der Knotengrad deg(v) ist die Anzahl der Nachbarn eines Knotens, was der
Anzahl der vom Knoten v ausgehenden Kanten entspricht. Der Knotengrad des Knoten 5
in Abbildung 4.1 (rechts) ist also 5, die benachbarten Knoten sind 1, 3, 7, 9 und 11. Mit
|V'| wird die Anzahl der Knoten des Graphen G bezeichnet, in Abbildung 4.1 (rechts) 12.
Ein Untergraph G'(V', E') ist ein Graph mit V' C V und E' C E.

Fur eine ausfihrlichere Darstellung sei an dieser Stelle auf [49] verwiesen.
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Abbildung 4.1: Beispielmatrix und resultierender Matrixgraph

Der Graph einer symmetrischen Matrix wird so aufgebaut, daB jede der n Zeilen der Matrix
einem Knoten des Graphen entspricht. Eine Kante zwischen den Knoten » und w entsteht
genau dann, wenn in der Matrix der Eintrag a,,,, # 0 ist. Der Graph reprasentiert also die
Besetzungsstruktur der Matrix. In Abbildung 4.1 (links) ist die Besetzungsstruktur einer
Matrix (die besetzten Stellen sind durch Punkte gekennzeichnet — die Bedeutung der beiden
Quadrate wird an spéaterer Stelle erldutert) und der dazugehérige Graph (rechts) abgebildet.

4.1.2 Permutationsstrategien zur fill-in Minimierung und symbolische
Faktorisierung

Die ersten beiden Schritte zur direkten Lésung linearer Gleichungssysteme sollen in die-
sem Abschnitt gemeinsam diskutiert werden, obwohl sie tatsachlich voneinander unab-
héngig berechnet werden konnen. Der Grund hierfir liegt darin, daR die Kenntnis Uber die
symbolische Faktorisierung — also der Bestimmung des Auftretens von fill-in — Heuristiken
zur dessen Vermeidung nahelegt.
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Zunachst werden die Knoten des Matrixgraphen mit der ihnen entsprechenden Zeilennum-
mer der Koeffizientenmatrix numeriert, und somit die Eliminationsreihenfolge festgelegt.
Die symbolische Faktorisierung kann am Matrixgraphen nun folgendermalien veranschau-
licht werden: Fur den Knoten mit der kleinsten Nummer werden zuerst alle Nachbarknoten
miteinander durch Kanten verbunden, sofern diese Kanten nicht bereits existierten. An-
schlieRend streicht man den Knoten aus dem Graphen. Jede hinzugefugte Kante entspricht
einem zusatzlich entstehenden Matrixeintrag im Faktor, also fill-in.

3 7 8 4 7 8 7 8 8
5 9 0 6 5 9 10 6 9 10 9 10
1 1 12 2 11 12 11 12 11 12

Abbildung 4.2: Veranschaulichung des Eliminationsvorganges am Graphen

In Abbildung 4.2 ist dieses Vorgehen flir die Matrix aus Abbildung 4.1 dargestellt. In meh-
reren Schritten werden die Knoten des Graphen aus Abbildung 4.1 entfernt und dabei vor-
her die Nachbarknoten miteinander verbunden, was nur in einem Schritt das Einftigen ei-
ner zusétzlichen Kante zwischen den Knoten 8 und 9 erfordert (gestrichelt eingezeichnet).
Beim Faktorisieren ensteht also nur ein zusétzliches Matrixelement. Dieses ist in der Ma-
trix in Abbildung 4.1 (links) durch ein O gekennzeichnet.

Minimum degree Permutation

Die minimum degree Heuristik (siehe z.B. [51]) bestimmt die Eliminationsreihenfolge —
und damit die Permutation der Matrix — so, dal} als nachstes immer der Knoten klein-
sten Grades eliminiert wird. Verglichen mit Knoten hohen Grades, bei denen mit groR3erer
Wahrscheinlichkeit Nachbarknoten existieren, die noch nicht durch Kanten miteinander
verbunden sind, wird dadurch die Wahrscheinlichkeit gesenkt, dal? eine zusétzliche Kante
eingefigt werden muf3. Existieren mehrere Knoten gleichen Grades, so sind sogenannte
tie-breaking Strategien notwendig, die dann zu Permutationen unterschiedlicher Qualitét
flhren kénnen. Das in Abbildung 4.2 gewahlte Beispiel wurde mit dieser Heuristik nume-
riert und so der fill-in minimiert. Fur weitergehende Aspekte und zur Implementierung sei
auf [51] verwiesen.

Nested dissection Permutation

Bei der nested dissection Strategie (siehe z.B. [48] oder [49]) wird der Graph rekursiv so
in gleich grofRe Teile geteilt, dal} sich méglichst wenig Knoten zwischen den Teilgebieten
befinden. Diese Knoten bezeichnet man als Separatoren. Es werden zuerst die Teilgebiete
numeriert und anschlieBend die Separatoren, wodurch eine rekursive Block-Pfeil Struk-
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tur der Matrix entsteht. Der fill-in minimierende Effekt beruht auf den nun voneinander
unabhéngigen Teilgebieten.

4.1.3 Numerische Faktorisierung

Der Algorithmus zur L D L” Faktorisierung (4.8) ist in Tabelle 4.1 angegeben. Die LD L"
Faktorisierung stellt bezuglich des numerischen Aufwandes den rechenintensivsten L6-
sungsschritt dar, bei dichtbesetzten Matrizen ist die Anzahl der durchzufiihrenden Ope-
rationen? in der GréRenordnung von én?’, siehe z.B. [49]. Bei dunn besetzten Matrizen
kann eine solche Abhéangigkeit nicht allgemein angegeben werden, sie variiert stark mit
der Besetzungsstruktur, der gewéhlten Permutation und nicht zuletzt mit der verwendeten
Speicherstruktur. Fir den Sonderfall einer Tridiagonalmatrix betrégt der numerische Auf-
wand nur noch 2(n — 1) Operationen, was die Abhé&ngigkeit von der Besetzungsstruktur
verdeutlicht.

firt:=1,2,...,n
di = aj;
firj=04+1,...,n
firk=7,...,n
_ Qi g
Ukj = Akj — —q;;
[ — %t
Tt g

Tabelle 4.1: Algorithmus zur numerischen LD L”-Faktorisierung

4.1.4 Riickwirts- und Vorwirtselimination
Wird eine LD L” Faktorisierung (4.8) bei der Gleichungslésung vorgenommen, so muf
die Ruckwarts- bzw. Vorwaértselimination aus den Gleichungen (4.5) und (4.6) entspre-
chend modifiziert werden:
Az =LDL"x = b, (4.10)
— =
Yy
T
Yy
und dann kann die weitere Lésung in drei Schritte aufgeteilt werden:

Iy = b (4.11)

2In diesem Zusammenhang sollen unter Operationen ausschlieBlich Multiplikationen und Divi-
sionen verstanden werden, da diese deutlich aufwendiger sind als Additionen und Subtraktionen.
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y = D'y (4.12)
L'z = y. (4.13)

Der Algorithmus hierzu ist in Tabelle 4.2 angegeben. Aus Effizienzgrinden empfiehlt es
sich, den zweiten Schritt (4.12) in den ersten Schritt (4.11) zu integrieren und damit einen
Schleifendurchlauf zu vermeiden. Ebenso kann statt der Diagonalen D deren Inverse D"
gespeichert werden, um so bei der Lésung mehrerer rechter Seiten Divisionen zu vermei-
den, da diese mehr Rechenzeit bendtigen als Multiplikationen, die mit der Inversen gebildet
werden.

firi=1,...,n
Y, =bi firi=mn,...,1
Ui = Ui — Lijy, firj=:¢+1,...,n
?Ji:d%

Tabelle 4.2: Algorithmus zur Vorwirts- und Riickwértssubstitution

Der numerische Aufwand fiir (4.11) bis (4.13) ist klein verglichen mit der Faktorisierung.
Bei dicht besetzten Matrizen ist er proportional zu n?; bei diinn besetzten Matrizen ent-
sprechend niedriger. Bei direkten Losungen spielt es demnach eine untergeordnete Rolle,
ob die Losung nur flr eine oder aber fir mehrere rechte Seiten berechnet werden mul} —der
numerische Aufwand ist nahezu konstant, da die numerische Faktorisierung dominiert. Ins-
besondere bei Bogenlangenverfahren nach Abschnitt 2.3.2 erweist sich diese Eigenschaft
als vorteilhaft, da die Gleichungen (2.71) so deutlich effizienter gelést werden kdnnen als
das unsymmetrische Gleichungssystem (2.69).

4.2 TIterative Gleichungslésung

Bei der im vorigen Abschnitt beschriebenen direkten Gleichungslosung ist stets eine Fak-
torisierung der Koeffizientenmatrix A notwendig. Ist A sehr grol? und dinn besetzt — wie
bei den betrachteten Steifigkeitsmatrizen — so kann der Aufwand sehr gro8 werden, insbe-
sondere da der entstehende Faktor vergleichsweise dicht besetzt sein kann. Eine grundsatz-
lich andere Vorgehensweise liegt darin, schrittweise eine Sequenz von Naherungsvektoren
x;, j =0,1,2,...zu generieren, die — iterativ — gegen die wahre Losung =* konvergiert.
Dabei geht die Koeffizientenmatrix A Ublicherweise multiplikativ ein, d.h. die diinne Be-
setzung kann voll ausgenutzt werden. Entscheidend fir die Effizienz bei diesem sogenann-
ten iterativen Vorgehen ist die Konvergenzgeschwindigkeit. Dies kann auch als Nachteil
iterativer Verfahren betrachtet werden, da vor der Ausfiihrung der Aufwand bis zum Ab-
schlul® des Algorithmus nicht bekannt ist, was bei direkten Methoden hingegen der Fall
ist.
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4.2.1 Das Verfahren der konjugierten Gradienten

Eine von HESTENES und STIEFEL entwickelte nichtstationdre Methode zur Losung eines
linearen Gleichungssystems (4.1) ist das Verfahren der konjugierten Gradienten [63], abge-
kdrzt mit cg-Verfahren (conjugate gradient). Im Gegensatz zu stationaren Methoden, wie
z.B. dem Jacobi- oder dem GaulR-Seidel Verfahren, andern sich bei nichtstationdren Ver-
fahren die Iterationsparameter von lteration zu Iteration. Die herausragende Eigenschaft
des cg-Verfahrens ist, dal? bei n Unbekannten Konvergenz zur wahren Losung =* bei run-
dungsfreier Rechnung, d.h. exakter Mitnahme aller Dezimalstellen einer Zahl, in maximal
n Schritten, erreicht wird.

Dem cg-Verfahren liegt folgende Uberlegung zugrunde: Die Losung des Gleichungssy-
stems (4.1) wird aus der Minimierung des Potentials

1
O(x) = §a:TAa: —z'b (4.14)

hergeleitet. Die Koeffizientenmatrix A muf3 dabei symmetrisch und positiv definit sein.
Das Minimum von ® wird fiir z* = A~'b erreicht, d.h. fiir die wahre Lsung von (4.1).

Eine der einfachsten Methoden zur Minimierung einer Funktion ist die Methode des steil-
sten Abstiegs. In der Richtung ihres negativen Gradienten nimmt eine Funktion am schnell-
sten ab:

—gradq)(:ck) =b— Az, =r;. (415)

Der Vektor  wird dabei als Residuum bezeichnet. Dann existiert ein Faktor « flr r, # 0
so, daR folgendes gilt:

(I)(in + ozk'rk) < q)(:ck) (416)
Nun soll « so gewahlt werden, dal ®(x; + a7y) minimiert wird. Aus

0P (xy, + apry)

=0 4.17
Gak ( )
folgt direkt
T
’I"k 'r'k;
= . 4.18
Ak rT Ar, (4.18)

Die neue Naherung ist dann @, ., = @) + a7y.

Beim Verfahren der konjugierten Gradienten wird nun nicht in Richtung des Residuums
minimiert, sondern in eine zundchst noch nicht weiter spezifizierte Suchrichtung p. Das
Minimum in p-Richtung erhélt man dann analog wie oben zu:
T
DTk
pi Ap;, ( )

0®(xy, + axpy,)
da
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Die Richtungen p, werden nun so gewahlt, dal3 sie A-konjugiert sind, d.h. sie gentigen der
Bedingung

P} Ap, =0. (4.20)
Dabei ist P, eine Matrix, die als Spalten die Suchrichtungen p, enthalt:

Plc = [pla Dy .-y pk] : (421)

Diese A-Konjugiertheit hat den Vorteil, dal bei der Minimierung des Potentials & ein
Koppelterm zwischen dem Skalar o und den Suchrichtungen p verschwindet (siehe z.B.
[53]). Bevor auf die Berechnung der Vektoren p, eingegangen wird, werden noch einige
Beziehungen angegeben, die spater bendtigt werden. Mit x; = xx + axp, gilt

Tpi1 =b— Axp ) =1 — ) Apy, (4.22)

d.h. die Residuen konnen rekursiv berechnet werden. Wegen der A-Konjugiertheit der
Suchrichtungen gilt aulRerdem

pirr =0 fur j<k. (4.23)
Fur 7 = k laRt sich dies mit Gleichung (4.22) und (4.19) und fur j < k durch sukzessive

Anwendung der Gleichungen (4.22) und (4.23) zeigen.

Die Suchrichtungen p,, kdnnen nun ohne Schwierigkeit im Algorithmus aus den vorherigen
Suchrichtungen erzeugt werden. Wéhlt man p, = r, und

T
_Pi ATk

, k=0,1,2,..., 4.24
PEAPIC ( )

Dir1 = Trt1 + BeDy, mit B =

so sind die rekursiv erzeugten Suchrichtungen paarweise A-konjugiert, d.h. rZr,.; = 0.
Ebenso sind die Residuen paarweise orthogonal: p?Apk+1 = 0.

Dies soll in dem folgenden Abschnitt genutzt werden. Fir & = 0 ist die erste Beziehung
durch Einsetzen von r; in (4.22), mit p, = r, und mit Gleichung (4.19) einfach zu verifi-
zieren. Es gilt

riry =rl(ro — agAry) = 0. (4.25)

Die paarweise Orthogonalitat fur £ = 0 kann durch Einsetzen der Beziehung nach Glei-
chung (4.24) nachgewiesen werden. Hier ist

Py Ap, = pj A(r1 + Bopy) = 0. (4.26)
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Phase | (Initialisierung) Phase Il (Iterationen)
wahle erste Naherung x fir k=0,1,2,...
py =19 =b— Az, q, = Ap;

Yo = Tgro Qp = —;/k
Py 4q;

Tyl = Ty + oDy
Tir+1 = Tk — rqy
T
falls Tt _ Tt Tkl < ¢ Ende
||B]| ||B]|

By = Vk+1
Yk

DPri1 = P + BeDy

Tabelle 4.3: cg-Algorithmus

Fur £ > 0 kann der Nachweis mittels vollstandiger Induktion und den Ergebnissen fur
k = 0 fur beide Beziehungen dann allgemein erfolgen. Mit Gleichung (4.23) und (4.24)

gilt
']"?’r’k+1 e (pj — /ijlpj—l)TrkH“l = 0 fo j < k + 1, (427)
und ebenso zunachst flr ;7 = k unter Beachtung der Definition von g, in Gleichung (4.24)

Pi APyy1 = PLA(Tr41 + Bipy) = 0. (4.28)

Damit gilt nun fir j < k& und Gleichung (4.22) wegen der A-Konjugiertheit der Suchrich-
tungen und (4.27)

1
p?ApIH-I = pJTA(TkH + Bpy) = J(""j — i) T+ @cp?Apk =0. (4.29)
J

Mit den angegebenen Gleichungen ist nun nachgewiesen, daf? die mit Gleichung (4.24) an-
gegebenen Suchrichtungen A-konjugiert und rekursiv aus den Residuen berechenbar sind,
die sich ihrerseits rekursiv ermitteln lassen. Damit kann der cg-Algorithmus vollstandig an-
gegeben werden, siehe Tabelle 4.3. Als wesentliche numerische Operationen treten dabeli
eine Matrix-Vektor Multiplikation, drei Vektoraufaddierungen und zwei Skalarprodukte
auf. Diese numerischen Operationen kdnnen auf einem Computer nicht rundungsfehlerfrei
ausgefuhrt werden. Die entstehenden Fehler bewirken, dal? die berechneten Suchrichtun-
gen nicht exakt A-konjugiert sind. Von diesen Rundungsfehlern kann also die Konvergenz
des cg-Verfahrens beeintrachtigt werden.

Konvergenzverhalten

Es ist bekannt, dal das Verfahren der konjugierten Gradienten bei rundungsfehlerfreier
Rechnung in maximal n Schritten gegen die wahre Losung x* konvergiert, siehe z.B. [96]
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oder [53]. Das Konvergenzverhalten hangt aber von der Konditionszahl « der Koeffizi-
entenmatrix A ab, die als Verhaltnis des betragsgrofiten zum betragskleinsten Eigenwert
definiert ist:

|)\max|

K(A) = (4.30)

Es kann gezeigt werden (siehe z.B. [4, 53, 74] oder [57]), daB fur den Losungsfehler im
Schritt £

VE—1
o =
VE+1

gilt. D.h. je enger die Eigenwerte beieinanderliegen, desto kleiner wird « in Gleichung
(4.31) und der Fehler wird schnell reduziert.

|z, — 2|4 < 207 ||2g — %4, mit (4.31)

4.2.2 Vorkonditionierung

Wie bereits erwahnt, ist die Anzahl der Iterationen unter der Voraussetzung rundungsfreier
Berechnung auf n beschrankt. Fir sehr groRe Koeffizientenmatrizen ist aber auch dies eine
unerwinscht hohe Anzahl. Bei der praktischen Verwendung des Verfahrens hat sich jedoch
gezeigt, dal} entsprechend Gleichung (4.31) h&ufig eine sehr viel geringere Anzahl von
Iterationen fir eine ausreichende Konvergenz gentigt. Fir schlecht konditionierte Matrizen
(v > 1) ist allerdings die Konvergenzgeschwindigkeit klein und viele Iterationen sind
notwendig. Da auBerdem durch Rundungsfehler die Orthogonalitat der Suchrichtungen
verloren geht, kdnnen auch weit mehr als » Iterationen zur Lésung notwendig sein.

Um dieses Problem zu umgehen, wird die Koeffizientenmatrix A vorkonditioniert, d.h. es
wird eine (symmetrische) Matrix W gesucht, sodal3

A=w'lAaw™! (4.32)

eine bessere Konditionszahl besitzt als A und somit das vorkonditionierte Gleichungssy-
stem

A =b mit =Wz und b=W'b (4.33)

geldst werden kann. Dann ist nach Gleichung (4.31) auch eine schnellere Konvergenz zu
erwarten. In den cg-Algorithmus nach Tabelle 4.3 eingesetzt, berechnen sich nun die fol-
genden Groélen zu

@ = W I1AW 'p, (4.34)
o = ——, (4.35)

Y
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Zp1 = T+ Py, (4.36)
Ter1 = Tp— Qpqy, (4.37)
e = "R und (438)
Pry1 = P+ Orby (4.39)
Wéhlt man nun
M = WwT, (4.40)
p, = Wp, (4.41)
x, = W'z, (4.42)
zy, = W'#, und (4.43)
r. = Wr,=b— Ax,, (4.44)

so erhdlt man den vorkonditionierten cg-Algorithmus in Tabelle 4.4. Darin muf3 die vor-
konditionierte Koeffizientenmatrix A, die nicht notwendigerweise diinn besetzt ist, nicht
explizit berechnet werden. Im Vergleich zum cg-Algorithmus nach Tabelle 4.3 kommt im
Wesentlichen der Schritt der Losung des linearen Gleichungssystems M z;. .1 = 7.1 hin-
zZu.

Damit die Vorkonditionierung das cg-Verfahren auch beziglich der Zahl der numerischen
Operationen beschleunigt, muR das \Vorkonditionierungssystem sehr viel einfacher und
schneller l6sbar sein als das urspriingliche Gleichungssystem (4.1). Andererseits soll die
Vorkonditionierungsmatrix M die Koeffizientenmatrix A moglichst gut approximieren,
damit sich die spektralen Eigenschaften des vorkonditionierten Systems verbessern. Wird
z.B. M = A gewihlt, so wird die Lésung in einem Schritt erzielt, da dann A = I gilt
und alle Eigenwerte den Wert Eins annehmen. Allerdings wird nun die Ldsung des Glei-
chungssystems auf das Losen des Vorkonditionierungsproblems verschoben, das iterative
Verfahren wird so zur direkten Lésung.

Phase | (Initialisierung) Phase Il (Iterationen)
wahle erste Naherung x fir k=0,1,2,...
lose MZ[) =Ty o = Tk

T T
Po = Z0. 70 = %0 T0 P, Gk

Tp1 = Ty + oDy
Tir+1 = Tk — rqy
l6se Mz 1 = Ty

T
falls Thtl _ Zh1 Tkl < ¢ Ende
||7b|| ||B]
k
B, = +1
Yk
Pi+1 = Zk+1 T /kak:

Tabelle 4.4: Vorkonditionierter cg-Algorithmus
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In den folgenden Abschnitten wird auf einige Mdglichkeiten der Vorkonditionierung ein-
gegangen, die weitgehend auch im Schrifttum (siehe z.B. [4, 15] oder auch [127]) zu finden
sind. Die meisten dieser Vorkonditionierungsmatrizen lassen sich direkt aus der Koeffizi-
entenmatrix A ableiten und benutzen keinerlei Information tber die Aufstellung dieser
Matrix. Deshalb konnen sie fur beliebige lineare Gleichungssysteme gleichermalien ver-
wendet werden. Bei zwei Vorkonditionierungsstrategien wird allerdings die Herkunft der
Koeffizientenmatrizen aus der Methode der Finiten Elemente ausgenutzt, ohne dal3 jedoch
besondere Voraussetzungen fiir die Elemente erfillt werden missen.

Vorkonditionierungsstrategien, die auf Mehrgitter-Techniken bzw. auf hierarchischen Ba-
sen beruhen (siehe z.B. [77, 12, 42, 126] oder [5]) werden in dieser Arbeit aus Griinden
der Beschrankung des Umfangs nicht untersucht. Diese Verfahren hdngen zum Teil stark
von den Elementtypen ab und der Aufwand zur Umsetzung in ein FE-Programm ist deut-
lich groRer als flr die hier betrachteten cg-Verfahren. Insbesondere die Restriktions- bzw.
Prolongationsoperationen mussen auf die jeweiligen Elemente abgestimmt werden. Treten
gar innere Elementvariable auf, wie z.B. EAS-Parameter oder geschichtsabhangige Ma-
terialgrofien wie bei Plastizitat, so missen auch diese auf die Netzhierarchien (ibertragen
werden. Es sei aber bemerkt, dafl Mehrgitter-Techniken ein enormes Potential besitzen
[6, 76, 147].

4.2.2.1 Jacobi-Vorkonditionierung

Eine der einfachsten Strategien zur Vorkonditionierung besteht in der Skalierung mit der
Diagonalen der Koeffizientenmatrix:

M =diag(A), (4.45)

die als Jacobi-Vorkonditionierung oder als Diagonalskalierung bezeichnet wird. Theore-
tisch 1aBt sich diese Vorkonditionierung ohne jeden zusatzlichen Speicheraufwand reali-
sieren. Da jedoch Divisionen numerisch aufwendig sind, wird meist M ~" berechnet und
abgespeichert, d.h. es wird ein zusétzlicher Vektor der Lange n bendtigt.

Diese Vorkonditionierung ist sehr einfach zu implementieren und reduziert die Anzahl der
bendtigten Iterationen bei einigen Problemklassen erheblich, wie numerische Ergebnisse
in nachfolgenden Abschnitten belegen. Fir schlecht konditionierte Probleme sind jedoch
andere Verfahren erforderlich.

4.2.2.2 SSOR-Vorkonditionierung

Wie schon bei der Jacobi-Vorkonditionierung muf3 auch fiir die SSOR-Vorkonditionierung
die Matrix M nicht vorab berechnet werden, sondern wird unmittelbar aus Teilen von A
zusammengesetzt:

M(w) = ( b+i> (—D )( D+i>T. (4.46)
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A=L+D+ L" wird dazu additiv in den unteren Dreiecksanteil L, den Diagonalanteil

D = diag(A) und den oberen Dreiecksanteil L aufgespalten. Die SSOR-Vorkonditio-
nierung ist wie in Gleichung (4.46) angegeben von dem Parameter 0 < w < 2 abhangig.
Durch eine gunstige Wahl kann die Iterationszahl deutlich gesenkt werden, wie numerische
Studien [93] zeigen. Fir allgemeine Problemklassen ist aber a priori kein vorteilhafter Wert
bekannt und es wird w = 1 benutzt.

Wie bereits bei der Jacobi-Vorkonditionierung ist es auch hier aus denselben Griinden vor-
teilhaft, die Werte fur 1/w D" vorab zu berechnen und zu speichern.

\Von E1sENSTAT [35] liegt ein Vorschlag fir eine effiziente Implementierung vor, wobel
zuvor eine explizite Skalierung der Koeffizientenmatrix ben6tigt wird, pro Iteration dann
aber Operationen gespart werden, sodal} letztlich mit dieser Implementierung kiirzere Re-
chenzeiten erreicht werden.

4.2.2.3 Unvollstindige LDL”-Zerlegungen

Eine sehr effiziente Art der Vorkonditionierung ist die unvollstandige LD L"-Zerlegung.
Hierzu wird eine Zerlegung

M=LDL ~LDL" = A (4.47)

vorgenommen, die mdglichst gut die vollstandige LD L™ -Zerlegung approximiert, dabei
aber leicht bestimmbar und einfach Iésbar ist. Da bei der vollstandigen LD L* -Zerlegung
sogenannter fill-in entsteht, ist der Faktor L im Allgemeinen sehr viel dichter besetzt als die
Koeffizientenmatrix A, d.h. dies gilt es zur effizienten Vorkonditionierung zu vermeiden.

Da durch das Vernachlassigen von fill-in der nachfolgende numerische Ablauf der Faktori-
sierung beeinfluldt wird, ist oft die Reihenfolge der Abarbeitung der Gleichungen wesent-
lich. Als Folge einer Permutation der Koeffizientenmatrix wird demnach auch eine andere
Vorkonditionierungsmatrix berechnet, die nicht nur durch eine Permutation der mit der un-
permutierten Koeffizientenmatrix berechneten unvollstdndigen Zerlegung erreicht werden
kann. Mittels geschickter Permutation der Koeffizientenmatrix kann somit auch eine wei-
tere Verbesserung der Vorkonditionierung erzielt werden, wie in Abschnitt 4.3.2 gezeigt
wird.

4.2.2.4 Unvollstindige LDLT-Zerlegung auf dem Speicherplatz von A
(MPILU)

Eine Mdglichkeit, eine unvollstandige Faktorisierung zu generieren, besteht darin, allen
entstehenden fill-in zu vernachlassigen (ILU3), der Faktor L hat dann die gleiche Beset-
zungsstruktur wie die Koeffizientenmatrix A. Die Vorkonditionierung muf3 vor dem Start
des Iterationsverfahrens bestimmt werden, das Losen des Vorkonditionierungssystems er-
folgt durch Ruckwarts- und Vorwartseinsetzen, wozu etwa so viele Operationen bendtigt
werden wie flr das Matrix-Vektor Produkt.

3Von Incomplete LU.
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Es ist aber nicht sichergestellt, da® die so generierte unvollstandige LD L -Zerlegung exi-
stiert, bzw. positiv definit ist. Deshalb mul} bei der Durchfiihrung sichergestellt werden,
dal dies der Fall ist, andernfalls ist die Zerlegung mit einer modifizierten, diagonaldomi-
nanteren Koeffizientenmatrix

A=A +wdiagA (4.48)

erneut durchzufithren (MPILU?). Fir die Wahl von w in (4.48) gibt es keine allgemeine
Aussage. w soll so klein wie mdglich sein, damit M die Koeffizientenmatrix A gut ap-
proximiert, aber doch grol3 genug, damit die unvollstandige Zerlegung positiv definit wird.
Weitere Verfahren, um die Existenz und positive Definitheit zu sichern, werden z.B. in [4]
mit weiteren Literaturhinweisen diskutiert. In der Praxis hat sich das eben beschriebene
Verfahren als robust und praktikabel erwiesen, wobei w fiir die im Rahmen dieser Arbeit
betrachteten Problemklassen fest mit 1/64 vorgegeben wurde. So sind nur einige wenige
Wiederholungen der unvollstdndigen Faktorisierung erforderlich.

4.2.2.5 Blockweise unvollstindige LDL"-Zerlegung (Block-MPILU)

\Von RAsHID [115] wurde in anderem Zusammenhang zur Lésung dreidimensionaler Pro-
bleme vorgeschlagen, die Steifigkeitsmatrix zu permutieren, sodal} die Blocke mit Frei-
heitsgraden gleicher Richtung entsprechen. Dieser Grundgedanke soll hier zur Konstrukti-
on einer Variante der MPILU-Vorkonditionierung genutzt werden, die zwar die Herkunft
der Koeffizientenmatrix aus der Finiten Element Methode ausnutzt, aber dennoch unab-
hangig von den Elementformulierungen ist.

Bei Volumenelementen besitzt jeder Knoten drei Verschiebungsfreiheitsgrade, jeweils einen
in den drei Raumrichtungen x, y und z. Nach Durchfuhrung obiger Permutation hat die Ko-
effizientenmatrix A die folgende Gestalt

A=| A, A, A, |. (4.49)

Die Diagonal-Blockmatrix

Ay, 0 0
M=| 0 A, 0 (4.50)
0 0 A.

kann als Naherung fur A zur Vorkonditionierung verwendet werden, was insbesondere bei
dreidimensionalen Problemen sehr gute Resultate verspricht, da dort die Diagonale sehr
dominant ist.

4Modified Pivot ILU.
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Fur Schalenprobleme kann diese Vorkonditionierung ebenfalls eingesetzt werden, jedoch
mul es nicht immer gunstig sein, dabei im Sinne von Gleichung (4.50) alle Freiheitsgrade
voneinander zu entkoppeln, sondern gegebenfalls mehrere unterschiedliche Freiheitsgrade
in einem Block zu belassen. Zum Beispiel kénnte fur ein Schalenelement mit funf Frei-
heitsgraden (drei Verschiebungs- und zwei Rotationsfreiheitsgraden) die Struktur

A, A,y 0 0 0O
A, A, 0 0 0
M=| 0 0 A, 0 O (4.51)
0 0 0 ¢, O
0 0 0 0 ¢

gewdhlt werden, was insbesondere dann sinnvoll sein kann, wenn in der xy-Ebene z.B. der
Membrananteil und in z-Richtung der Biegeanteil fur die Verschiebungen dominierend ist.

Da die Vorkonditionierungsmatrix (4.50) bzw. (4.51) noch dunner besetzt ist als die Ko-
effizientenmatrix A, kann sowohl die unvollstdndige Zerlegung, als auch das Ruckwaérts-
und Vorwartseinsetzen effizienter erfolgen als bei der vorher beschriebenen unvollstan-
digen Zerlegung auf dem Speicherplatz von A. Da die Qualitat der Vorkonditionierung
gegentber der unvollstandigen Faktorisierung auf dem Speicherplatz von A durch weitere
Vernachlassigungen sinkt, sind meist mehr Iterationen zu erwarten. Die gesamte Speicher-
ersparnis gegentber der MPILU-Version ist allerdings unbedeutend, da fir die Vorkondi-
tionierungsmatrix nun ein neuer Satz von Zeigern fir die neue Matrixstruktur generiert
werden muB.

Ein Nachteil dieser Strategie liegt auch darin, dal3 die Koeffizientenmatrix zunachst permu-
tiert werden muf. Der Permutationsvorgang selbst ist zwar wenig aufwendig, da vor dem
ersten Erstellen der Matrix ein Permutationsvektor berechnet und so die Matrix direkt in
der gewiinschten Form assembliert werden kann, jedoch ist die Bandbreite der permutier-
ten Matrix sehr viel gréRer, als die der unpermutierten. Bei der iterativen Losung hat dies
den Effekt, dal die Rechenzeit eines Matrix-Vektor Produktes erhoht werden kann, da auf-
einanderfolgend bendtigte Vektorkomponenten sich seltener im cache befinden und nach-
geladen werden mussen®. Als glnstiger erweist es sich, die Koeffizientenmatrix nicht zu
permutieren, sondern zur Vorkonditionierung die unerwiinschten Eintrdge herauszufiltern.
Die Berechnung des Matrix-Vektor Produktes bleibt so unbeeinfluf3t, allerdings wird eine
andere unvollstandige Zerlegung berechnet. Letztere hat sich aber gegentiber der permu-
tierten Matrix als gleichwertig erwiesen, siehe Abschnitt 4.3.3. Insgesamt wird die LAsung
des linearen Gleichungssystem damit beschleunigt.

4.2.2.6 Unvollstindige LDL"-Zerlegung mit fill-in erster Stufe (FLILU)

Eine bessere Approximation der vollstandigen LD L"-Zerlegung kann durch die Bertick-
sichtigung von fill-in erzielt werden. Zum Beispiel kann der fill-in, der direkt durch Matrix-
eintrage erzeugt wird, beriicksichtigt werden; fill-in, der in der Folge dieses fill-ins erzeugt

"Dieser Effekt heifit cachefault und ist von der verwendeten Rechnerarchitektur und den pro-
blembezogenen Vektorldngen abhingig.
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wird, jedoch vernachlassigt werden. Dieses Vorgehen wird als First Level ILU (FLILU)
bezeichnet, im Schrifttum findet sich ebenso die Bezeichnung ILU(1).

4.2.2.7 Unvollstindige LDL"-Zerlegung mit numerical dropping (ND-
ILU)

Bei den bislang beschriebenen unvollstandigen LD L"-Zerlegungen wurde vorab die Be-
setzungsstruktur der Vorkonditionierungsmatrix unabhangig von den numerischen Eintra-
gen festgelegt. Eine andere Vorgehensweise wird z.B. in [69, 105] oder [107] diskutiert, wo
die Vernachlassigung von Eintragen in L von ihrer numerischen GroBe abhéangt. Es beste-
hen zwischen diesen Ansétzen aber Unterschiede darin, wie die Entscheidung gefallt wird,
ob ein Eintrag klein ist, oder nicht. Durch einen vom Benutzer vorzugebenden Parameter
1 kann die GroRe der Vorkonditionierungsmatrix damit beeinflult, nicht jedoch exakt vor-
bestimmt werden. Der grofite Nachteil dieser Implementierung trotz der oft erreichbaren
hohen Qualitat der Vorkonditionierung liegt darin, dal zum Teil aufwendige Indexopera-
tionen erforderlich sind, um die Struktur der Vorkonditionierungsmatrix zu ermitteln. Die
Rechenzeit zur Erstellung des Vorkonditionierers kann dementsprechend sehr hoch sein
und ein Mehrfaches des Aufwandes zur Lésung des linearen Gleichungssystems betragen.
In [30] wird diese Vorkonditionierung insbesondere fiir 3D-Kontinuumsprobleme mit stark
verzerrten Tetraederelementen empfohlen.

4.2.2.8 Element-by-Element (EBE) Vorkonditionierung

Von HuGHES wurde in [67] die sogenannte el ement-by-element Methode eingefuhrt. Die
Vorkonditionierungsmatrix ist durch

Nel Nel 1
M = diagA? [] L¢ [] diagD* ] L*"diagA> (4.52)
e=1 e=1 e=Ng
mit
K =L°D°L" = I + diagA ?(K* — diagK*®)diagA 2 (4.53)

gegeben, siehe z.B. [66]. Dabei ist K¢ die Elementsteifigkeitsmatrix des e-ten Elements,
e=1,2...,n.. Die Regularisierung (4.53) ist erforderlich, da die Elementsteifigkeitsma-
trizen K singular sind, sofern sie nicht durch Randbedingungen in ihren Freiheitsgraden
eingeschrankt werden und ihre LD L"-Zerlegung deshalb nicht existiert.

Die EBE-Vorkonditionierung zeichnet sich dadurch aus, daR sie vollstdndig auf der Ele-
mentebene durchgefiihrt werden kann; die Vorkonditionierungsmatrix M (4.52) muf3 nie
assembliert werden. Im vorkonditionierten cg-Algorithmus in Tabelle 4.4 wird zur Vorkon-
ditionierung das lineare Gleichungssystem M z = r gel6st, hier mit der Vorkonditionie-
rungsmatrix aus (4.52). Diese Losung erhalt man mit

Nel Nel 1
M~ = diagA™? [[ L¢ ' [] diagD® " ] L°7 'diagA~?. (4.54)

e=1 e=1 e=nNg|
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aus den faktorisierten, regularisierten Elementsteifigkeitsmatrizen durch sukzessive Multi-
plikation:

Z = diagA or (4.55)

Z' = ﬁ LTy (4.56)
e=ng|

2" = ﬁdiagDe*Iz" (4.57)
e=1

2" = ﬁLe_lz’” und (4.58)
e=1

2" = diagA 72" (4.59)

Grundsétzlich bedarf es flr diese Vorgehensweise nur Speicher fur eine Elementsteifig-
keitsmatrix, da alle Operationen sukzessive ausgefiihrt werden kdnnen. Dann miissen aber
alle Elementsteifigkeitsmatrizen und deren LDL"-Zerlegung fiir jede lteration doppelt
berechnet werden, was aus Effizienzgrinden nicht empfehlenswert ist, zumal bei moder-
nen Finiten Elementen der Aufwand zur Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrizen nicht
unerheblich ist. Deutlich effizienter ist es, alle regularisierten, faktorisierten Elementstei-
figkeitsmatrizen abzuspeichern.

Ergebnisse in [66] zeigen, dal mit dieser Vorkonditionierung bessere Konvergenzeigen-
schaften erzielt werden, als mit der Jacobi-Vorkonditionierung. WATHEN vermutet in [151]
fur die Poissongleichung auf dem Einheitsquadrat, dal? die EBE-Vorkonditionierung spek-
tral aquivalent zur Jacobi-Vorkonditionierung, fur grolRe Anzahlen von Freiheitsgraden
letzterer jedoch berlegen ist. Insgesamt wird aber nicht die Qualitat der MPILU-Vorkondi-
tionierung erreicht. Da dariber hinaus durch das Abspeichern der faktorisierten Element-
steifigkeitsmatrizen sich auch der Speicherbedarf als nicht unerheblich erweist, ist diese
Vorkonditionierung nicht sehr effizient.

4.2.3 Das Lanczos Verfahren

Von LANCzos wurde 1950 in [90] ein Verfahren vorgeschlagen, das eine (n x n) Matrix
A mittels einer Ahnlichkeitstransformation in eine Tridiagonalmatrix T transformiert:

T=Q"AQ bzw. AQ=QT. (4.60)
Die Matrix Q = [q,, g5, - . -, g,,] ist dabei orthogonal

QA" =1, (4.61)
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Phase | (Initialisierung) Phase Il (Iterationen)
™o = q1 firj=1,2,...,n
fo=1 oy = q;—‘qu
q,=0 rj= qu —aqg; — 5]'71‘1]'71
wihle g, B =l 7l
dj+1 — /5

Tabelle 4.5: Tridiagonalisierung der Matrix A

und die Vektoren q,, q,, - . ., g,, Spannen einen sogenannten Krylov-Unterraum iC auf. Mit

631 51

r—| M e (4.62)
B ﬂnfl

Bn—l Oy

und (4.60) 1Rt sich durch Betrachtung der j-ten Spalte die Gleichung

Aq; = B0 + 4 + B4 (4.63)

ablesen. In den obigen Gleichungen wurde die Symmetrie von A eingearbeitet, da sich
andernfalls eine unsymmetrische Tridiagonalmatrix ergébe, was aber allgemein durchaus
zulassig ist. Aufgrund der Orthogonalitat der Vektoren g; und mit (4.62) gilt demnach

a; = q; Ag;. (4.64)
Setzt man zudem g, , = r;/[3;, so erhalt man aus (4.63)
ri=(A—-o;I)q; — Bj-1q; ;- (4.65)

Hiermit kann ein Algorithmus formuliert werden, der die Tridiagonalisierung im Krylov-
Raum durchfihrt, siehe Tabelle 4.5 und z.B. [53]. Die Transformation erfolgt vollstandig
iterativ, wie Tabelle 4.5 entnommen werden kann, die Eintrage o; und 3; der Tridiagonal-
matrix T in (4.62) werden sukzessive bestimmt. Nach n Iterationen ist die Transformation
abgeschlossen. Die Tridiagonalmatrix T kann anschlieBend auch zur Bestimmung der Ei-
genwerte von A verwendet werden, oder sie kann zwecks der Ldsung eines linearen Glei-
chungssystem mit der Koeffizientenmatrix A faktorisiert werden. Letztes wurde 1952 von
LANCzos in [91] vorgeschlagen und wird hier im Folgenden beschrieben. Im Unterschied
zum Verfahren der konjugierten Gradienten (vgl. Abschnitt 4.2.1), das etwa zeitgleich von
HESTENES und STIEFEL entwickelt wurde, werden dazu keine Einschrankungen bezlig-
lich der Definitheit der Koeffizientenmatrix gemacht.
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In der j-ten Iteration stellt sich die Gleichung (4.60) wie folgt dar:
Dabei ist e; der j-te Einheitsvektor. Die Tridiagonalmatrix T'; hat die Gestalt

ar
T,-QTAQ,= | " . (4.67)

Die Losung des linearen Gleichungssystems im Krylov Unterraum /C erfolgt dann wie folgt
(siehe z.B. [108] oder [109]). Fur eine gegebene Anfangsnaherung = gilt dabei

Az =7y mit ro=b— Az’ (4.68)

wobei die Summe aus x* und x° die wahre Losung x* des linearen Gleichungssystems
darstellt und r, das Anfangsresiduum bezeichnet. Mit der Lésung von (4.68) ist dann auch
die Lésung von (4.1) bekannt. Unter Anwendung der Transformation

folgt aus (4.68)

ro = AQ;y; (4.70)
Q]TTO = Q]TAijj

und mit Gleichung (4.67)

Qlry=T;y,. (4.71)
Die LD L"-Zerlegung der Tridiagonalmatrix T; in (4.71) liefert dann

L;D;L} -y; = Qlro. (4.72)
Mit L7y, = z; und (4.69):

z; =L Q;x; (4.73)
wird (4.72) zu

L;D;z; = Qlry. (4.74)
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Setzt man weiterhin
LjC]' - Q?,
fuhrt dies mit (4.69) auf
_ T, _
il?j = Cij yj = Cij,

und man kann dann die Gleichungen (4.74) und (4.75) in der Form

1
5 1 dy G1 qr{
_ g | = : | 7o
53,. 1 dj C]' Q?
o -
5 1 ci af
L= o
T T
5] 1 Cj q;

ausschreiben. Aus der ersten dieser beiden Gleichungen (4.77) folgt nun
d;C; + dj—1(j-10; = q 7o,

und daraus wiederum

G = dij(q]r"“o — dj-1Gj-16;).

Aus der zweiten Gleichung (4.78) kann man direkt
Cglléj + c]T = q]T

und damit
¢ =4q, —dc_,

ablesen. Nun I3t sich die gewtinschte Korrektur ¢ aus (4.76) als

r;=Cjz; = Cjazj1 +¢i(; = Tj1 + ¢

(4.75)

(4.76)

(4.77)

(4.78)

(4.79)

(4.80)

(4.81)

(4.82)

(4.83)
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angeben und so die Losung des linearen Gleichungssystems vollstandig rekursiv formulie-
ren, ohne dald alle Lanczos-Vektoren gespeichert werden massen.

Analog zum cg-Algorithmus kann auch beim Lanczos Algorithmus die Anzahl der Iteratio-
nen, die notwendig sind, um eine ausreichend genaue Losung des linearen Gleichungssy-
stems zu berechnen, mit Hilfe von Vorkonditionierungsstrategien reduziert werden. Dann
wird nicht das Gleichungssystem (4.1), sondern

Az =b (4.84)
mit

A=W'TAW™, =Wz und b=W'b (4.85)
geldst. Es ergibt sich dann mit

M=ww?’ (4.86)

der Algorithmus in Tabelle 4.6, siehe auch [108]. Aufgrund der Wurzel zur Berechnung
von 5 muB die Vorkonditionierungsmatrix positiv definit sein; KLAAS, NIEKAMP und
STEIN haben in [78] den Algorithmus auch fir indefinite Vorkonditionierungsmatrizen
unter Verwendung komplexer Vektoren umformuliert. Im Allgemeinen haben sich die in
Abschnitt 4.2.2 beschriebenen Verfahren zur Losung der angestrebten Problemklassen aus

Phase | (Initialisierung) Phase Il (LD L” -Faktorisierung von T)
Lo, "1 = b— A:L'(), tl = M_l’l"l, dj = — (szd]’_l
B =/rTt, q =0 5oy = IHL
PR g A
G =cy=dy=0,0=0 Phase IV (Riickwirts/Vorwartselimination)
Phase Il (Tridiagonalmatrix T';) 8;d;_y
fir j=1,2,...,n G=—"g
i = 4 (G = &)
B d;
zj = Au Cj = Uj — 0;Cj
aj = U; Z; Tj = Tj1+ (e,
Tit1 = Zj —1 o;q; — 5]'(1]'_1 Phase V
A T I stop, falls Fri1Gy <e
5j+1 = "°j+1tj+1 ||b||
J+1
q. = —
T B

Tabelle 4.6: Vorkonditionierter Lanczos-Algorithmus
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der Strukturmechanik jedoch als ausreichend erwiesen, sodal3 Gblicherweise nicht die Not-
wendigkeit des Einsatzes des in [78] beschriebenen Algorithmus besteht. Dariiber hinaus
kann auch der QMR-Algorithmus (Abschnitt 4.2.4) genutzt werden, falls indefinite Matri-
zen zur Vorkonditionierung eingesetzt werden sollen.

Ein von PAIGE und SAUNDERS in [104] behandeltes Problem des Lanczos-Algorithmus
in Tabelle 4.6 fiir indefinite Matrizen stellt die LD L”-Zerlegung dar, die nicht notwen-
digerweise existiert. Sie schlagen daher den Einsatz der stabileren LQ-Zerlegung vor, die
etwas aufwendiger ist. Bei Berechnungen mit dem hier beschriebenen Algorithmus wurden
solche Probleme jedoch bei allen betrachteten Beispielen sehr unterschiedlichen Aufbaus
nicht beobachtet, sodaB aus Effizienzgriinden der Einsatz der LD L"-Zerlegung vorgezo-
gen wurde.

4.2.4 Das QMR-Verfahren

Von FREUND und NACHTIGAL [44] wurde das QMR-Verfahren (Quasi minimal residual)
far nicht-hermitische Systeme entwickelt und in [43] bzw. [45] fur symmetrische, stark
indefinite Matrizen formuliert. Dieses Verfahren lait — im Gegensatz zu anderen Krylov-
Unterraumverfahren — auch indefinite Vorkonditionierungsmatrizen zu, was insbesondere
bei indefiniten Koeffizientenmatrizen sinnvoll erscheint, da dann eine indefinite Matrix
wiederum durch eine indefinite Matrix approximiert wird. Diese Eigenschaft macht das
Verfahren auch fir die hier betrachteten Probleme interessant, obwohl die bei nichtlinea-
ren Finiten Element Berechnung auftretenden Steifigkeitsmatrizen nur wenige negative Ei-
genwerte aufweisen. Wie in Abschnitt 4.4.3 jedoch noch beschrieben wird, sind indefinite
Vorkonditionierungsmatrizen in besonderen Féllen aus Effizienzgriinden wiinschenswert.

Beim QMR-Verfahren handelt es sich wiederum um ein Krylov-Unterraumverfahren, d.h.
die N&herung in der j-ten Iteration 4Rt sich wie folgt darstellen:

z;=wo+ Ki(A ), =12 (4.87)

Die Lanczos-Vektoren v;, i = 1. .. j spannen dabei den Krylov-Unterraum /C;(A, ) auf,
und es gilt

x; =V,zj, (4.88)
wobei z; ein freier Parametervektor ist. Beim QMR-Verfahren wird er als Lésung von

I f;=Tizjlle=min || f; = Tjz [l mit fi=[lrol2 0...0" (489
gewdhlt. In der j-ten QMR-Iteration kann das Residuum dann als

b-— ACL']' = Vj+1(fj - T]'Z]') (490)
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Phase | (Initialisierung) 4= i
J

Ty, Ty = b— Amo, t= WIITOv To — ||t||2
q, = W;lt, o =0, po =r{q

T = TijIQHjCj )

Phase Il (Lanczos Tridiagonalisierung) Phase IV (I\]IeZ/ ;1 Iterierte)
t= qj}l falls p;_; = 0 stop
j-1 =gt u; = W't
falls o;_1 = 0, sto

_ 7 5;‘—1 P Pj = T?uj
’l"j = ’l"j_l - Oéj_1t — ].71 .
q; = u; +5;q;_

Phase 1l (QI}—Zerlegung) Phase]V (Atj)brucz)J !
t=W,r, stop falls p; < ¢
0; = L1l

Tj—1

Tabelle 4.7: Vorkonditionierter QMR-Algorithmus

angegeben werden, d.h. die QMR-Iteration wird als Minimierung des zweiten Faktors in
(4.90) charakterisiert, was die Namensgebung des Verfahrens motiviert.

Die Vorkonditionierung erfolgt mit der symmetrischen Vorkonditionierungsmatrix
M=W W,=WIwl=mM" (4.91)

und es kann der Algorithmus in Tabelle 4.7 formuliert werden (siehe [43]).

4.2.5 Abbruchkriterium

Iterative Methoden erstellen eine Sequenz von Naherungslosungen <, «, . . ., z;, die zum
Losungsvektor «* konvergiert. Im Laufe dieses Losungsprozesses muf} entschieden wer-
den, wann abgebrochen werden kann, d.h. wann die Losung als ausreichend genau betrach-
tet wird. Dazu sollte primar der Fehler

e=x;,—x (4.92)

klein gegeniiber den Eintrédgen in x* sein.

Desweiteren sollte auch nach einer — vorgegebenen — groRen Anzahl von Iterationen (z.B.
nach n Iterationen) abgebrochen werden, da dann das Iterationsverfahren entweder ver-
sagt hat (Grunde hierftr liegen i.a. in einer falschen mechanischen Modellierung) oder die
Ldsung bereits mit hoher Genauigkeit erreicht wurde (letzteres im Fall eines zu streng vor-
gegebenen Abbruchkriteriums). Da der Fehler e nicht explizit vorliegt — in diesem Fall
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ware die exakte Losung bekannt — muB eine GrélRe gefunden werden, die diesen Fehler gut
approximiert und einfach zu ermitteln ist. Wegen

I = [lo=l| A7 — A7 (b — 7)) [lo=]| A7 [o<| A7 2+ | 75 [l (4.93)

ist die Residuumsnorm || r; ||, ein sinnvolles MaB, wenngleich bei groRem || A" ||, auch
eine groRe Fehlernorm bei kleiner Residuumsnorm auftreten kann. Ein ahnlicher Zusam-
menhang wird in [74] fur die relative Fehler- und Residuumsnorm angegeben.

Dariber hinaus ist es sinnvoll, die Grél3enordnung der Werte der rechten Seite b zu bertick-
sichtigen um so z.B. Einflisse der Wahl von Einheiten bei der mechanischen Modellierung
auf die Genauigkeit der Losung auszuschliel3en, indem als Abbruchkriterium gefordert
wird:

[l
<e. (4.94)

1ol
Dabei ist || ... || eine geeignete Norm der rechten Seite, z.B. die euklidische Norm || ... ||
oder die M ~"'-Norm || ... ||p;—:. Der Parameter « ist vom Anwender problemangepalt

vorzugeben. Werte in der GréBenordnung zwischen 10~ < & < 108 haben sich in der
Berechnungspraxis bewéhrt.

Damit kann fur das cg-Verfahren das Abbruchkriterium

VL g, VT (4.95)
16 [lar- Y

angegeben werden. Wird als Startndherung x, = 0 verwendet, sind beide Kriterien iden-
tisch.

Analog erhalt man fir das Lanczos Verfahren

TG <e bzw. Tit1bi <e (4.96)
16 lar— 7o

und fur das symmetrische QMR-Verfahren

TjToS1 -+ - Sj—1 TjS1-.-5j-1

<& bzw, LSl (4.97)
% bl Y

siehe hierzu auch [93].

4.3 Vergleichsberechnungen fiir lineare Probleme

In dem folgenden Abschnitt werden die bereitgestellten Verfahren zur Losung linearer
Gleichungssysteme miteinander verglichen. Dabei werden zuné&chst lineare Probleme aus
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Abbildung 4.3: Speicherbedarf direkter Loser fiir Torus Beispiel

der Strukturmechanik betrachtet. Bei den in Abschnitt 3 eingefiihrten nichtlinearen Pro-
blemen wird hier lediglich das entsprechende lineare Problem geltst. Anhand der hieraus
gewonnenen Erkenntnisse kann eine Beschrdnkung der nachfolgenden nichtlinearen Be-
rechnungen auf die effizienteren Verfahren erfolgen.

Als Toleranz beim Abbruchkriterium der iterativen Verfahren wird ¢ = 1.0 - 10~ verwen-
det. Bei der SSOR-Vorkonditionierung wird stets mit w = 1.0 gerechnet, siehe Abschnitt
4.2.2.2. Fur die NDILU-Vorkonditionierung wird zur Steuerung des fill-in+) = 1.0 - 10°
benutzt, was bei den betrachteten Beispielen zu einer Vorkonditionierungsmatrix flhrt, die
etwa doppelt so viele Eintrage enthélt wie die Koeffizientenmatrix, wodurch eine gute Ab-
stufung der Vorkonditionierung gegeniiber den Verfahren mit konstantem fill-in gegeben
ist. Fur Untersuchungen mit variierendem ¢ siehe [93].

4.3.1 Numerischer Vergleich direkter Losungsstrategien bei wachsender
Anzahl der Gleichungen

Das in Abschnitt 4.1 erlduterte Verfahren zur direkten Gleichungsldsung soll in diesem Ab-
schnitt anhand eines konkreten Problems mit anderen Verfahren zur direkten Gleichungslo-
sung verglichen werden. Im Vergleich wird ein Profilloser [156] und ein Multifrontalldser
[56, 33] sowie ein iterativer cg-Loser verwendet, um wesentliche Unterschiede aufzuzei-
gen. Besondere Berucksichtigung soll dabei der Einflul3 der Hardwarearchitektur auf die
Effizienz der jeweiligen Loser finden.

Fir das Torus Beispiel aus Abschnitt 3.3 mit regelmaRigem Netz aber — im Gegensatz
zu der dort angegebenen Diskretisierung — unterschiedlich feiner Diskretisierung ist in
Abbildung 4.3 zuerst der Speicherbedarf zur Losung des linearen Problems dargestellt.
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Abbildung 4.4: Rechenzeit auf SNI VPP 300 fiir Torus Beispiel (lineares Problem)

Deutlich sichtbar ist der hohe Speicherbedarf des Profillésers, der nicht zuletzt durch die
Matrixstruktur mit Eintrdgen, weit von der Diagonalen entfernt, verursacht wird, siehe
Abbildung 3.7 (rechts). Fur feinere Diskretisierungen ist ein weiteres nichtlineares An-
steigen des Speicherbedarfes zu erwarten. Im Gegensatz hierzu zeigen die auf der spar-
se-Speicherstruktur beruhenden SMPAKS-Loser [36] und das Multifrontalverfahren” [33]
einen geringeren Speicherbedarf, der auch fur steigende Anzahlen von Unbekannten eher
linear anwadchst. Der Speicherbedarf des Multifrontallosers ist aber deutlich groier als der
des SMPAK-Losers, was durch das Abspeichern von dicht besetzten Untermatrizen beli
der Faktorisierung verursacht wird, allerdings eine gute Vektorisierung ermdglicht. Auch
ist am Speicherbedarf die Qualitét der fill-in reduzierenden Heuristiken minimum degree
(md) und nested dissection (nd) zu erkennen. Fir das regelméaRige Netz des Torus ist hier-
bei ein Vorteil fur die nested dissection Strategie zu beobachten. Fir unregelméflige Netze
ist dieser Sachverhalt oft umgekehrt. Auffallend ist ein hoher Speicherbedarf bei der mi-
nimum degree Permutation fr das Problem mit ca. 70.000 Gleichungen; sowohl fiir den
Multifrontalléser als auch fur den SMPAK-L6ser wird hier ungewohnlich viel Speicher
bendtigt, was offenbar die Folge einer in diesem Falle schlechten tie-breaking Strategie
ist. Den mit Abstand geringsten Speicherbedarf weist der iterative cg-Loser auf, hier wur-
de die MPILU-Vorkonditionierung gewahlt, wobei der zweifache Speicherbedarf fur die
Steifigkeitsmatrix entsteht.

In Abbildung 4.4 ist die Gesamtrechenzeit fur das lineare Torus Problem auf einem SNI
VPP 300 Vektorrechner dargestellt. Die schnellste Losung wird mit dem Multifrontalver-
fahren erzielt. Der Unterschied als Folge der fill-in Minimierung ist dabei nicht ausgepragt.
Auch mit dem Profilloser wird eine kurze Rechenzeit erreicht. In beiden Féllen ist dies

6Sparse Matrix PAcKage.
"Symmetrisches MultiFrontal Verfahren.
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Abbildung 4.5: Rechenzeit auf IBM RS6000 fiir Torus Beispiel (lineares Problem)

eine Folge der guten Vektorisierbarkeit des Faktorisierungsvorganges, beim Multifrontal-
I6ser durch das Bearbeiten der dichtbesetzten Untermatrizen und beim Profilléser durch
das Bearbeiten der Spaltenvektoren. Die Effizienz dieser Verfahren wird allerdings mit
hohem Speicherbedarf erkauft. Deutlich langsamer erfolgt die Lésung durch den direkten
SMPAK-Loser, da die dort erforderliche indirekte Adressierung nur schlecht vektorisierbar
ist. Bei wachsender Grolie des Gleichungssystems wird dieses Verfahren auf Vektorrech-
nern immer ineffizienter. Hier ist ein deutlicher Vorteil der nested dissection Permutati-
onsstrategie gegenuber der minimum degree Permutation fur dieses Beispiel zu bemerken.
Gut zu erkennen ist auch in dieser Abbildung die schlechte minimum degree Permutation
flr ca. 70.000 Gleichungen, die nicht nur einen erhohten Speicherbedarf sondern damit
einhergehend eine erhdhte Rechenzeit zur Folge hat. Eine effizientere Losung als mit dem
direkten SMPAK-L&ser wird auf dem Vektorrechner mit dem iterativen Loser erreicht. Da
aber auch dieser mit indirekter Adressierung arbeitet, ist die Losungszeit deutlich groier
als fur den Multifrontal- und ProfillOser.

Im Gegensatz zu Vektorrechnern wirkt sich die indirekte Adressierung bei RISC-Prozesso-
ren nicht so nachteilig aus, weshalb bei den Rechenzeiten auf einer IBM RS6000 Worksta-
tion keine Uberlegenheit der Multifrontal- und Profilléser zu erwarten ist. Die bekannten
Nachteile des hohen Speicherbedarfs bleiben natiirlich bestehen. Flr diesen Rechnertyp
sind die Rechenzeiten flr das gleiche Beispiel in Abbildung 4.5 angegeben. Der Profillo-
ser ist dort das ineffizienteste Verfahren und wegen des hohen Speicherbedarfes kann da-
mit das Problem nur mit maximal 70.000 Unbekannten geltst werden, da auf dem Rechner
nur bis zu 250 Megabyte Hauptspeicher zur Verfugung stehen. Die effizienteste Losung
wird mit dem Multifrontalléser bzw. dem SMPAK-L6ser unter Verwendung der nested
dissection Permutationsstrategie erzielt. Mit der minimum degree Permutation ist dagegen
eine deutlich hohere Rechenzeit zur Losung des Problems erforderlich. Wegen des rela-
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tiv hohen Speicherbedarfs des Multifrontalldsers konnen auch hier nur Lésungen flr bis
zu 80.000 (minimum degree) bzw. 90.000 (nested dissection) Gleichungen berechnet wer-
den. Mit dem SMPAK-LGser hingegen ist eine Losung auch flr tber 100.000 Gleichungen
mit dieser Hardware moéglich und die erreichten Rechenzeiten sind gegentber dem Mul-
tifrontalverfahren nicht wesentlich héher. Auch auf diesem Rechner zeigt sich die schlechte
Qualitéat der minimumdegree Permutation des Gleichungssystems mit 70.000 Gleichungen,
nun auch beim Multifrontalldser. Es sei bemerkt, dal? bei anderen Problemen der SMPAK-
Loser zum Teil auch effizienter in Bezug auf die Rechenzeit sein kann. Der iterative Loser
zeigt fur das Torus Beispiel auch eine gute Effizienz bei minimalem Speicherbedarf. Auf-
fallend in Abbildung 4.5 sind bermaRig hohe Rechenzeiten bei dem Problem, das mit ca.
90.000 Gleichungen diskretisiert wurde — unabhangig vom Typ des Losers. Da diese Zei-
ten reproduzierbar sind, liegt die Vermutung nahe, dal3 hier eine ungunstige Vektorlange
vorliegt und die hohe Rechenzeit (h6her als fiir das ndchstgroRRere Problem!) durch haufige
cachefaults verursacht wird.

Zusammenfassend &Rt sich (auch unter Berlcksichtigung von hier nicht dokumentierten
Beispielen) sagen, dal3 die Multifrontal- und Profilldser auf Vektorrechnern am effiziente-
sten sind, sofern geniigend Hauptspeicher verfuigbar ist. Dies ist eine direkte Folge der je-
weiligen Algorithmen, die auf der Bearbeitung dicht abgespeicherter Vektoren bzw. Matri-
zen beruhen und dadurch auf diesen Rechnertyp abgestimmt sind. Auf RISC-Prozessoren
sind sparse-Loser effizient insbesondere wegen des stark reduzierten Speicherbedarfs. Die
Permutationsstrategie hat bei den sparse Losern einen grof3en Einfluf3 auf den Speicherbe-
darf und die Rechenzeit; im Allgemeinen ist bei regelmaRigen Netzen die nested dissection
Permutation vorteilhafter, bei unregelméfigen Netzen, die durch Adaptivitat oder automa-
tische Netzgeneratoren entstehen, oft die minimum degree Strategie. Iterative Loser sind
vor allem wegen des sehr geringen Speicherbedarfs attraktiv, da selbst grofite Probleme
auf Rechnern mit nur wenig Hauptspeicher gelst werden kdnnen.

4.3.2 Permutationsstrategien zur Verbesserung der Qualitit von unvoll-
stdndigen Faktorisierungen

Bei den in Abschnitt 4.2.2.3 beschriebenen unvollstandigen Faktorisierungen wird fill-in
vernachléssigt. Denkt man sich einen vollstdndigen Faktorisierungsvorgang, so hat der beli
einem ersten Durchgang der duRersten Schleife in Tabelle 4.1 vernachléssigte fill-in Ein-
fluR auf die numerischen Resultate der nachfolgenden Schleifendurchliaufe. Andert man
die Reihenfolge der abgearbeiteten Gleichungen, permutiert man also die Koeffizienten-
matrix, so werden numerisch unterschiedliche Vorkonditionierungsmatrizen berechnet. Es
stellt sich die Frage, wie eine Matrix permutiert werden muf3, um die Qualitat der Vorkon-
ditionierungsmatrix zu verbessern. Von direkten Losungsmethoden sind fir Band- bzw.
Profilléser Band- und Profilminimierungsstrategien, fir sparse-Ldser die minimum degree
und nested dissection Permutationsstrategien bekannt. Bei den Band- und Profilminimie-
rungsstrategien wird die Matrix “dichter” gepackt. Da fill-in nur innerhalb des Profils einer
Matrix entsteht, wird die Menge des fill-in reduziert. Bei der unvollstandigen Zerlegung
wird also weniger fill-in vernachl&ssigt, was sich positiv auf die Vorkonditionierungsmatrix
auswirken konnte. Mit derselben Argumentation kdnnte eine Verbesserung der Vorkondi-
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Abbildung 4.6: Matrixstrukturen fiir verschiedene Permutationen beim Rohrkreuz-
Beispiel

tionierungsmatrix durch eine minimum degree oder nested dissection Permutation erwartet
werden, da auch hier die Menge des fill-in bei einer vollstandigen Faktorisierung reduziert
wird. Jedoch stellt sich in beiden Fallen die Frage, ob der vernachlé&ssigte fill-in dann nicht
von groRerem Einfluf? ist.

Fir das Rohrkreuz Beispiel sind in Abbildung 4.6 die Matrixstrukturen fir die erwahn-
ten Permutationen dargestellt. Das Finite Element Netz wurde automatisch generiert, wes-
halb eine unregelméaRige Matrixstruktur entsteht, deren Bandbreite mit einem Bandopti-
mierungsalgorithmus stark reduziert werden kann.

Permutation # der lterationen Losungszeit [s]
Original-Numerierung 593 252.4
Bandoptimiert 494 212.9
minimum degree 705 306.5
nested dissection 660 280.6

Tabelle 4.8: Iterationszahlen und Losungszeit fiir das lineare Problem (CG-MPILU)

Fur diese Permutationen sind die Iterationszahlen und die Rechenzeit fiir das lineare Pro-
blem mit der MPILU-Vorkonditionierung in Tabelle 4.8 angegeben. Die effizienteste L6-
sung wird mit der bandoptimierten Matrixstruktur erzielt. Minimum degree oder nested
dissection haben keinen positiven Einflull auf die Iterationszahlen. Hier wird zwar eben-
falls die Anzahl der vernachléssigten fill-in Eintrage reduziert, aber offensichtlich ist diese
Vernachldssigung von einer anderen Qualitat.

Untersuchungen an anderen Problemen haben gezeigt, daR bei einer sorgfaltigen, das Ma-
trixprofil minimierenden Numerierung des Netzes keine Permutation notwendig ist, bei
automatisch generierten bzw. adaptiven Netzen jedoch eine Band- oder Profiloptimierung
auch fur unvollstandige Faktorisierungen sehr ratsam sein kann.
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Speicher unpermutiert permutiert
Blocke . .

[MByte] | # lterationen t s [s] | # Iterationen t s [s]
|z|y|z]p1|@2| 1.9 422 25.0 422 25.7
|z, y| 2] @1 | 2.0 422 27.1 422 27.5
||y, 2| @1 | 2.0 422 27.2 422 27.8
|z|y|2] 1, po 2.0 420 27.2 420 27.7
|z, y, 2| @1, @o| 2.7 420 33.1 420 33.4
|z, y, 2, 01, P 2.8 159 16.9 159 17.2

Tabelle 4.9: Tterationszahlen und Rechenzeit fiir die flache Zylinderschale

4.3.3 CG-Verfahren mit blockweiser unvollstéindiger LDL"-Zerlegung
(Block-MPILU)

Die Vorkonditionierung mit der blockweisen unvollstandigen LD L”-Zerlegung erlaubt
eine problemangepalite Wahl der Blocke. Wie auch schon in [115] beschrieben, bietet
sich fur Volumenelemente eine Wahl wie in Gleichung (4.50) angegeben an. Bei Scha-
lenproblemen unter Verwendung des degenerierten Schalenkonzeptes ist eine Trennung
von Verschiebungs- und Verdrehungsfreiheitsgraden naheliegend. Auch das Trennen von
\orzugsrichtungen, die eventuell im mechanischen Modell vorhanden sind, stellt eine még-
licherweise sinnvolle Wahl dar.

In Abbildung 4.7 sind die sich ergebenden Matrixstrukturen fir die flache Zylinderschale
mit der Blockaufteilung |z, y|z|¢1 |p2| nach Gleichung (4.51) dargestellt. Die Blockauftei-
lung ist bei der permutierten Steifigkeitsmatrix deutlich zu erkennen, ebenso bei der Vor-
konditionierungsmatrix; die unpermutierte, gefilterte Vorkonditionierungsmatrix behélt die
Struktur der Steifigkeitsmatrix bei, ist aber erkennbar diinner besetzt.

Fur das Durchschlagproblem der flachen Zylinderschale sind in Tabelle 4.9 die gewéhlte
Blockaufteilung, der benétigte Speicher, die Iterationsanzahl und die Rechenzeit zur L6-
sung des linearen Gleichungssystems angegeben. Es wurde sowohl mit der permutierten
Matrix als auch mit der unpermutierten Steifigkeitsmatrix und der gefilterten Vorkondi-

Steifigkeitsmatrix Vorkonditionierungsmatrix

Abbildung 4.7: Matrixstrukturen der unpermutierten/permutierten Steifigkeitsmatrix
und der zugehorigen Vorkonditionierungsmatrizen fiir die symmetri-
sche flache Zylinderschale
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Speicher unpermutiert permutiert
Blocke . .

[MByte] | # lterationen t s [s] | # Iterationen t ¢s [s]
Zalyalzal@olyolze] | 4.3 1227 109.1 1229 111.6
1T, Zo|Yu, Yol2us 2ol 4.6 135 13.7 135 13.7
1T, Toy Yus Yol Zu, Zol 4.9 133 16.0 133 16.0
1T, Zo|Yu, Yor Zu, Zol 4.9 138 16.7 138 16.8
1T, Yus Zus Tos Yo, Zo| 5.6 136 22.4 136 22.3

Tabelle 4.10: Iterationszahlen und Rechenzeit fiir das Rohrkreuz

tionierungsmatrix gerechnet. Der bendtigte Speicher ist fur beide Varianten gleich, die
gefilterte Variante fiihrt zu einer unwesentlich schnelleren Losung, die Zeitersparnis beli
der gesamten Berechnung ist etwas groRer, da zur Permutation ein groRerer Aufwand zur
Indexberechnung erforderlich ist. Die Qualitat der Vorkonditionierung ist aber von der Per-
mutation unbeeinfluf3t, die Iterationszahlen sind gleich. Bei den gewéahlten Blockeinteilun-
gen sind kaum Unterschiede in den bendtigten Iterationen zu beobachten. Eine Ausnah-
me stellt die Einteilung aller Freiheitsgrade in einen Block dar, die der unvollstandigen
LDL"-Zerlegung entspricht, mit der deutlich weniger Iterationen benétigt werden. Die
geringste Speicheranforderung wird bei der Entkopplung aller Freiheitsgrade erreicht, die
benotigte Zeit pro Iteration ist ebenso minimal, wodurch die effizienteste Losung erzielt
wird. Aus Vorzugsrichtungen der mechanischen Struktur — Membrananteil in zy-Ebene,
Biegeanteil in z-Richtung — ist bei einer entsprechenden Blockeinteilung kein Vorteil zu
ziehen, erst durch die Bildung eines Blockes, der alle Freiheitsgrade enthélt, kann eine
effizientere LOsung erzielt werden.

In Tabelle 4.10 sind die Resultate fur das Rohrkreuz Beispiel aus Abschnitt 3.4 unter Ver-
wendung von “Solid-Shell” Elementen aus [60], die unter ausschlieRlicher Verwendung
von Verschiebungsfreiheitsgraden der Schalenoberseite und -unterseite formuliert sind,
dargestellt. Bei der Separation aller Freiheitsgrade ergibt sich eine 10 mal hohere Itera-
tionszahl, als bei den anderen Varianten, bei denen jeweils zu einer Verschiebungsrichtung
gehdrende Freiheitsgrade in einem Block belassen wurden. Bei den letzteren Varianten
ist kein signifikanter Unterschied zu beobachten, die Anzahl der bendtigten Iterationen
ist praktisch gleich, abweichend ist nur als Folge der unterschiedlichen BlockgroRe der
jeweils benétigte Speicher und damit die Rechenzeit zum Vorwarts- und Rickwaértseinset-
zen sowie zum Losen des Gleichungssystems. Die effizienteste Losung erfolgt demnach
mit der zweiten Variante. Auch die Bildung eines einzigen Blockes fur eine gewdhnliche
unvollstandige Zerlegung bewirkt hier keine weitere Reduktion der Iterationszahlen.

4.3.4 Vergleich zwischen direkten und iterativen Verfahren bei unter-
schiedlichen Problemklassen

In diesem Abschnitt sollen direkte und iterative Verfahren einander gegenubergestellt wer-
den. Von besonderem Interesse soll dabei das Verhalten dieser Lésertypen bei unterschied-
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lichen Problemklassen sein.

Zundchst wird ein Kontinuumsproblem, namlich der Gummiblock von Abschnitt 3.5 be-
trachtet. Es wird auf einer IBM RS6000 Workstation unter Verwendung des direkten SM-
PAK-L0sers und des iterativen cg-Losers gerechnet. In Abbildung 4.8 sind die bendétigten
Rechenzeiten und der Speicherbedarf dargestellt. Der direkte Loser bendtigt deutlich mehr
Speicher (bis zu Uber 10-facher Bedarf) als der iterative. Dabei wird fiir die nested dis-
section Permutation weniger Speicher benétigt als fir die minimum degree Permutation.
Fir die nested dissection Strategie ergibt sich dann auch eine deutlich geringere Rechen-
zeit zur Losung des Problems. Mit wenigen Ausnahmen wird zur iterativen Losung des
Problems nicht nur sehr viel weniger Speicher benétigt, sondern zudem auch drastisch
weniger Rechenzeit. Lediglich fir das NDILU-vorkonditionierte cg-Verfahren wird mehr
Rechenzeit bendtigt als fur die effizienteste direkte Losung. Hier ist die aufwendige Er-
stellung der Vorkonditionierung mit den dazu notwendigen Indexberechnungen Ursache
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Abbildung 4.8: Rechenzeit und Speicherbedarf auf IBM RS6000 fiir den Gummiblock
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Abbildung 4.9: Tterationszahlen fiir den Gummiblock
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der langen Berechnungsdauer. Die Anzahl der Iterationen ist hingegen gering, was die
Qualitat der NDILU-Vorkonditionierung verdeutlicht, siehe Abbildung 4.9. Die effizien-
testen Losungen werden jedoch mit den einfachen Jacobi-, SSOR- und Block-MPILU-
Vorkonditionierungen erzielt. Fir die Block-MPILU-Vorkonditionierung wurden alle drei
translatorischen Freiheitsgrade jedes Knotens voneinander entkoppelt. Bei diesem Pro-
blem lohnt sich der Einsatz einer aufwendigen Vorkonditionierung nicht, was insheson-
dere an der starken Verringerung der Iterationszahlen bei der Jacobi-Vorkonditionierung
gesehen werden kann. Diese kann zwar weiter reduziert werden, z.B. mit der MPILU-, FL-
ILU- oder NDILU-Vorkonditionierung; Letzteres hat jedoch eine nachteilige Wirkung auf
die Effizienz, zudem wird mehr Speicherplatz benétigt. Bei der EBE-Vorkonditionierung
liegen die Grinde flr die auffallend hohe Rechenzeit bei einer nicht optimalen Imple-
mentierung und in der Tatsache, dal3 bei diesem Beispiel mehr Iterationen als z.B. fur
die Jacobi-Vorkonditionierung notwendig sind. Der hohe Speicherbedarf erklart sich mit
der Abspeicherung der faktorisierten Elementsteifigkeitsmatrizen. Die beste Vorkonditio-
nierung, mit der die geringste Anzahl an Iterationen erreicht wird, ist in diesem Fall die
FLILU-Vorkonditionierung.

In Abbildung 4.10 sind die Rechenzeit und der Speicherbedarf fur das Rohrkreuz Beispiel
aufgetragen. Hier ist eine gednderte Situation verglichen mit dem vorigen Problem erkenn-
bar. Fur die direkten Loser wird zwar immer noch mehr Speicherplatz als fir die iterativen
benotigt, aber der Unterschied ist deutlich geringer, da bei den Schalenstrukturen die Stei-
figkeitsmatrix dunner besetzt ist als bei den Kontinuumsproblemen. Die Rechenzeit fiir
die direkten Loéser ist jedoch nicht mehr so deutlich groRer als flr die iterativen Loser.
Fir die beiden fill-in minimierenden Strategien verhélt sich der Loser fast gleich. Ohne
Vorkonditionierung dauerte die iterative Losung sogar langer als flr die direkten Loser.
Die langsten Zeiten bendtigen hier die EBE- und NDILU-vorkonditionierten cg-Loser aus
den oben geschilderten Griinden. Die Iterationszahl fur die EBE-Vorkonditionierung ist
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Abbildung 4.11: Iterationszahlen fiir das Rohrkreuz

hier aber geringer als fiir die Jacobi-Vorkonditionierung, siehe Abbildung 4.11. Dieser Ab-
bildung kann auch entnommen werden, dal? die Iterationszahlen mit wachsender Qualitat
der Vorkonditionierung abnehmen. Dieses Verhalten kann jedoch nicht auf die Rechenzeit
Ubertragen werden, diese sind &hnlich fir Jacobi, SSOR, Block-MPILU, MPILU und FLI-
LU, wobei die schnellste Losung flr dieses Problem mit der FLILU Vorkonditionierung
erzielt wird.

Insgesamt 1aBt sich feststellen, daR bei Kontinuumsproblemen iterative Loser den direk-
ten Verfahren deutlich Gberlegen sind, was sowohl den Speicherbedarf als auch die Re-
chenzeit betrifft. Dies ist fur schlechter konditionierten Schalenprobleme nicht immer der
Fall, wie auch den Abbildungen 4.4 und 4.5 entnommen werden kann. Trotz ihres hohen
Speicherbedarfes sind hier direkte Verfahren konkurrenzfahig und in vielen Féllen auch
vorteilhaft. Bei regelmaliigen Netzen zeigt sich meist ein Vorteil der nested dissection Per-
mutationsstrategie, bei unregelmafigen Netzen wird oft mit der minimum degree Permuta-
tion die effizientere Losung erzielt. Bei den iterativen Ldsern geht mit einer aufwendige-
ren Vorkonditionierung eine Senkung der Iterationszahl einher, was sich aber nicht immer
in der Rechenzeit widerspiegelt, da der Aufwand zur Erstellung des Vorkonditionierers
nicht immer durch die Einsparung bei den Iterationen aufgewogen wird. Insbesondere bei
Kontinuumsproblemen ist eine einfache Vorkonditionierung, wie z.B. Jacobi- oder SSOR-
Vorkonditionierung durchaus ausreichend, um eine effiziente L6sung bei minimalem Spei-
cheraufwand zu erhalten. Die Wahl des Vorkonditionierers bei Schalenproblemen wird in
erster Linie durch den verfugbaren Speicher bestimmt. Die MPILU- oder Block-MPILU-
\Vorkonditionierung hat sich hier als sehr robust gezeigt; die FLILU-Vorkonditionierung ist
letzteren auch bei Schalenproblemen nicht immer tberlegen, sodal? im Einzelfall die beste
Vorkonditionierung mittels Testrechnungen bestimmt werden muR.

4.4 Vergleichsuntersuchungen nichtlinearer Probleme

Bei den hier gezeigten Vergleichsuntersuchungen nichtlinearer Probleme kénnen Folge-
rungen aus den Vergleichsberechnungen linearer Probleme bereits berticksichtigt werden.
So wird z.B. nicht mehr ohne Vorkonditionierung gerechnet, da sich dies in keinem Falle
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als vorteilhaft erwiesen hat. Ebenso wird die EBE-Vorkonditionierung nicht weiter betrach-
tet. Bei der Block-MPILU-Vorkonditionierung werden immer alle Freiheitsgrade separiert,
auller bei Verwendung von “Solid Shell” Elementen. Dort werden die Freiheitsgrade der
Schalenober- und Unterseite jeweils in einem Block belassen. Bei nicht von vornherein
sorgfaltig numerierten Netzen wird ein Profilminimierungsalgorithmus vorgeschaltet. An-
sonsten gelten weiterhin bezliglich der Parameterwahl die in Abschnitt 4.3 gemachten An-
gaben.

4.4.1 Vorkonditionierungsstrategien bei nichtlinearen Berechnungen

In diesem Abschnitt soll die Frage des Aufdatierens der Vorkonditionierungsmatrix bei
nichtlinearen Berechnungen diskutiert werden. Es werden drei Varianten erortert:

(a) Fur jede Steifigkeitsmatrix wird eine neue Vorkonditionierungsmatrix berechnet.
(b) In jedem Newton Schritt wird eine neue Vorkonditionierungsmatrix berechnet.

(c) Es wird immer die zu Beginn der Berechnung aufgestellte Vorkonditionierungsma-
trix genutzt.

Bei einfachen Vorkonditionierungsstrategien wie Jacobi- und SSOR-Vorkonditionierung
gibt es keinen Grund, nicht fur jede Steifigkeitsmatrix eine neue Vorkonditionierungsma-
trix zu berechnen. Fir SSOR mit dem Eisenstat-Trick ist die Neuberechnung sogar erfor-
derlich, da die Steifigkeitsmatrix explizit skaliert werden mufR.

Fir andere, aufwendigere Vorkonditionierungsstrategien kann es aber sinnvoll sein, eine
bereits berechnete Vorkonditionierungsmatrix wiederzuverwenden. Dies ist insbesondere
dann erfolgreich, wenn sich die Steifigkeitsmatrix nicht zu stark verandert, d.h. bei nur
maéliger Nichtlinearitat im Lastschritt bzw. bei kleinen Schrittweiten. Dabei sind einige
Varianten denkbar. So konnte eine Vorkonditionierungsmatrix fir & lineare Gleichungssy-
steme verwendet werden, wobei k fest gewahlt wird oder wie (b) eine neue Vorkonditio-
nierungsmatrix nur ein Mal pro Lastschritt (im Gleichgewicht) berechnet wird und dann
fir alle Newton Iterationen verwendet wird. Letzteres ist eine allgemeinere Strategie und
zeigte sich als sehr effizient fir die damit berechneten Probleme.

Bei nur schwach nichtlinearen Systemen ist es sogar maoglich, eine konstante Vorkonditio-
nierung fir die Berechnung des gesamten Last-Verformungsverhaltens zu benutzen, d.h.
die dem linearen Problem entsprechende Vorkonditionierung (c).

Es hat sich gezeigt, daR bei den berechneten Problemen fir Jacobi- und SSOR- Vorkondi-
tionierung (a) die beste Mdglichkeit darstellt, wogegen bei den Varianten der unvollstén-
digen Faktorisierung (b) bevorzugt werden sollte. In manchen Fallen flhrt (a) nicht zur
Konvergenz des Newton Verfahrens, wenn aus Steifigkeitsmatrizen, die keinen Gleichge-
wichtslagen entsprechen, Vorkonditionierungsmatrizen berechnet werden. Methode (c) ist
nur bei sehr “teuren” Vorkonditionierungen, wie z.B. NDILU oder der vollstandigen Fak-
torisierung (siehe hierzu Abschnitt 4.4.3) zu empfehlen. Insbesondere in Féllen mit einer
Versteifung des Systems fiihrt dieses Verfahren nicht zu effizienten Losungen.
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Abbildung 4.12: Rechenzeit fiir unterschiedliche Aufdatierungsintervalle der Vorkon-
ditionierungsmatrix

In Abbildung 4.12 ist die Gesamtrechenzeit auf einem PC fur das nichtlineare Rohrkreuz
Problem fur die oben beschriebenen Félle (a) bis (c) fur die MPILU-Vorkonditionierung
dargestellt. Bei diesem Beispiel ist die Losungszeit fiir die Variante (b) fast vollig identisch
zu Variante (a). Variante (c) ist nur bis zum Durchschlagspunkt gut funktionsfahig. Danach
ist die Abweichung der Vorkonditionierungsmatrix von der aktuellen Steifigkeitsmatrix zu
groR, und diese einfache Vorkonditionierung wird deutlich ineffizienter.

4.4.2 Abbruchkriterium bei nichtlinearen Berechnungen

Als Abbruchkriterium fir die iterative lineare Gleichungslésung wird eine Grofe verwen-
det, die auf die Norm der rechten Seite bezogen ist (siehe Abschnitt 4.2.5). Dies hat den
\orteil, dal3 der Abbruch der linearen Gleichungsldsung unabhangig von den zur Beschrei-
bung des mechanischen Modells verwendeten Dimensionen ist. So ist es z.B. nicht sinnvoll,
bei einem Problem gleicher Steifigkeit mit groRer Last b, bis zu der selben absoluten Resi-
duumsnorm zu iterieren wie bei einem Problem mit kleiner Last by, wobei ||bs|| < ||by]].
Die Wahl der Toleranz wird dadurch problemunabhéngig.

Bei nichtlinearen Problemen flihrt dies jedoch zu einer Verscharfung des Abbruchkriteri-
ums zur iterativen linearen Gleichungslosung bei der Ann&herung an eine Gleichgewichts-
lage. Die inneren Knotenkréfte stehen dann mit der duf3eren Last nahezu im Gleichgewicht
und damit sinkt die Norm der rechten Seite, wodurch das auf diese Norm bezogene Ab-
bruchkriterium des iterativen Gleichungslosers strenger wird. Dies ist aber ein gew(inschtes
Verhalten, da die linearen Gleichungssysteme zur Bestimmung der Verschiebungsinkre-
mente innerhalb des Newton Verfahrens vor allem in der N&he der Gleichgewichtslage mit
hoher Genauigkeit gelost werden missen. Um dieses Verhalten zu verstarken, wurden in
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der Literatur sogenannte truncated Newton Methoden vorgeschlagen (siehe z.B. [27] oder
[106]), die das Abbruchkriterium ¢ in Abh&ngigkeit des Fortschritts der Newton Iteration
steuern. Auf diese Weise wird der Aufwand zur Gleichungslésung verringert, solange sich
das System nicht in der N&he einer Gleichgewichtslage befindet. Diesen Methoden ist ge-
meinsam, dal} die aktuelle Toleranz ¢ von dem aktuelle Residuum abhéngt. In [27] wird
z.B.

e, = min(1/4,||G||") (4.98)

vorgeschlagen, wobei ¢ die Newton Iterationen zahlt, G das nichtlineare Residuum ist und
0 < t < 1 einen zu wahlenden Parameter darstellt.

Allerdings wurde hierbei im Zusammenhang mit Bogenlangenverfahren, wie auch in [84],
ein negativer Einflul} auf das Konvergenzverhalten des Newton-Raphson Verfahrens beob-
achtet. Da aber zusétzliche Newton-Raphson Iterationen aufwendiger sind als zusatzliche
Iterationen zur LOsung der linearen Gleichungssysteme, wurde vom Einsatz solcher trun-
cated Newton Methoden abgesehen.

4.4.3 Vergleich zwischen iterativen und direkten Verfahren

Die in Abschnitt 4.4.1 erzielten Ergebnisse zeigen, daR eine Vorkonditionierungsmatrix
zur Losung mehrerer aufeinanderfolgender Gleichungssysteme effizient verwendet werden
kann. Daher kénnen bei nichtlinearen Berechnungen auch Vorkonditionierungsmatrizen
vorteilhaft sein, deren Erstellung mit hohem Aufwand verbunden ist, sofern sie anschlie-
Rend zur Losung mehrerer Gleichungssysteme herangezogen werden.

So konnte die NDILU-Vorkonditionierung, die sich bei linearen Problemen als nicht effizi-
ent erwiesen hatte, dadurch attraktiver werden, dal} die aufwendigen Indexoperationen zur
Berechnung der Struktur der Vorkonditionierungsmatrix nur einmal durchgefuhrt werden
und diese Matrixstruktur zur Berechnung aller weiteren Vorkonditionierungen beibehalten
wird. D.h. auf dieser Matrixstruktur wird eine unvollstandige Faktorisierung mit der ak-
tuellen Steifigkeitsmatrix durchgefihrt. Diese Vorkonditionierungsmatrix kann dann auch
wiederum nur in jedem Lastschritt aufdatiert werden.

Weiterhin kann auch als beste Vorkonditionierung die vollstandige Faktorisierung (LU)
eingesetzt werden. Nach der ersten Berechnung der Faktoren der Steifigkeitsmatrix kdnnen
sie zur direkten Lésung genutzt werden. Die nachfolgenden linearen Gleichungssysteme
konnen dann iterativ geldst werden, wobei die zuvor faktorisierte Matrix zur Vorkonditio-
nierung verwendet werden kann. Zu dieser Vorgehensweise wird allerdings mehr Speicher
bendtigt als zur rein direkten Gleichungslosung, da zusatzlich Vektoren fur das iterative
Verfahren notwendig sind. Wegen der hohen Qualitat der Vorkonditionierung sind dann nur
wenige lterationen zur Losung der nachfolgenden Gleichungssysteme zu erwarten. Auch
hier kann von der Variante (b) in Abschnitt 4.4.1, d.h. Aufdatieren der Vorkonditionierung
in jedem Newton Schritt, Gebrauch gemacht werden. Allerdings wird fir das cg und das
Lanczos Verfahren eine positiv definite Vorkonditionierung gefordert, was in diesem Fall



68 4. DIREKTE UND ITERATIVE VERFAHREN

nicht ohne hohen Rechenaufwand realisierbar ist, da die Steifigkeitsmatrix und damit auch
ihre Faktorisierung bei nichtlinearen Problemen indefinit werden kann. Deshalb ist es bei
nichtlinearen Fragestellungen, bei denen vorab nicht bekannt ist, ob die Steifigkeitsmatrix
stets positiv definit ist, gunstig, das QMR Verfahren aus Abschnitt 4.2.4 zu verwenden, das
auch indefinite Vorkonditionierungsmatrizen zul&ft.
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Abbildung 4.13: Rechenzeit und Speicherbedarf auf IBM RS6000 fiir den Torus (adap-
tives Netz)

Fir den Torus mit dem adaptiven Netz ist in Abbildung 4.13 der Speicherplatzbedarf und
die zur Berechnung des gesamten nichtlinearen Last-Verformungsverhaltens benétigte Re-
chenzeit dargestellt. Auch hier — analog zu den linearen Vergleichen — ist der Speicher-
platzbedarf der direkten Verfahren deutlich hoéher als der der iterativen Verfahren. Die
hdchsten Speicherplatzanforderungen stellt die eben eingefiihrte gemischte direkt-iterative
Variante SQMR-LU. Beim Vergleich der Rechenzeit mu nun aber wegen der Verwen-
dung des Bogenlangenverfahrens beachtet werden, da® pro Newton Schritt zwei lineare
Gleichungssysteme mit derselben Koeffizientenmatrix geldst werden missen, was einen
Vorteil fir direkte Loser darstellt, da die Matrix nur einmal faktorisiert werden muf. Bei
der iterativen LAsung hingegen muf immer erneut iteriert werden und lediglich die vorher
berechnete Vorkonditionierung kann weiterverwendet werden. Die Rechenzeiten, die mit
den iterativen Verfahren erzielt wurden, sind ahnlich wie die der direkten Verfahren. Mit
der Block-MPILU- und FLILU-Vorkonditionierung wurde sogar eine merklich geringere
Rechenzeit erzielt. Die NDILU-Vorkonditionierung liefert bei nichtlinearen Aufgaben ei-
ne durchaus akzeptable Effizienz. Eine deutliche Reduktion der Rechenzeit wurde aber erst
mit der Verwendung der Kombination aus direktem und iterativem Verfahren SQMR-LU
erreicht. Mit letzterem wurde die bendtigte Rechenzeit fiir dieses Problem um ein Drittel
reduziert.

Noch deutlicher fallen die Ergebnisse beim Rohrkreuz aus (siehe Abbildung 4.14). Hier
wird die Rechenzeit infolge des gemischt direkt-iterativen Verfahrens verglichen mit dem
direkten Verfahren um mehr als die Hélfte reduziert. Mit iterativen Losern allein wird fur



4.5 RICHTLINIEN ZUR WAHL EINES LOSERS 69
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Abbildung 4.14: Rechenzeit und Speicherbedarf auf NEC SX4 fiir das Rohrkreuz

dieses Beispiel kein Vorteil gegenlber direkten Ldsern erzielt, wenngleich die Rechenzei-
ten durchaus vergleichbar sind. Die effizientesten Vorkonditionierer sind auch fir dieses
Beispiel wiederum Block-MPILU und FLILU. Die einfachen Vorkonditionierungsstrategi-
en wie Jacobi und SSOR, die bei linearen Problemen auch fur Schalenprobleme effiziente
Losungen ermdglichten, erweisen sich bei nichtlinearen Problemen als schlechter. Grund
hierflr ist die bei fortschreitender Nichtlinearitat sich verschlechternde Kondition der Stei-
figkeitsmatrizen, die eine bessere Vorkonditionierung erfordert, siehe hierzu Tabelle 3.3.

4.5 Richtlinien zur Wahl eines Losers

Aus den gezeigten linearen und nichtlinearen Beispielen lassen sich nun einige Richtlinien
zur Wahl eines Losers angeben. Da es sich dabei um Folgerungen und Verallgemeinerun-
gen aus den vorgestellten Ergebnissen handelt, ist dabei zu beachten, daR die Gltigkeit
begrenzt ist. So handelt es sich ausschlieBlich um dinn besetzten Matrizen, die meist po-
sitiv definit sind oder nur einige wenige negative Eigenwerte besitzen. Da fur nichtlineare
Probleme keine geschlossene Theorie vorliegt, kénnen aber auch keine allgemeingultigen
Aussagen getroffen werden. Dennoch erlaubt die breit angelegte Wahl der Benchmark Pro-
bleme mit unterschiedlichen mechanischen und damit auch mathematischen Eigenschaften
einige Schlusse, die fur &hnliche Probleme die Wahl eines geeigneten Ldsers ermoglicht.

Selbstverstandlich kann Uber Lésungsverfahren, die nicht in den Vergleich einbezogen
wurden keine Aussage getroffen werden. Ebenso sind die erzielten Rechenzeiten nicht auf
andere Hardwareplattformen Ubertragbar — das grundsatzlich Verhalten unterschiedlicher
Rechnerarchitekturen wird aber ahnlich bleiben.

Unter diesen Voraussetzungen werden folgende Richtlinien angegeben:

e Steht nur wenig Hauptspeicher zu Verfligung oder ist das Problem sehr grol, ist ein
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iterativer Loser vorteilhaft.

Auf Vektorrechnern sind die direkten Multifrontal- und Profilléser den anderen \er-
fahren in Bezug auf die benotigte Rechenzeit Gberlegen.

Bei Kontinuumsproblemen liefern iterative Loser mit einem einfachen Vorkonditio-
nierer wie z.B. Jacobi, SSOR oder Block-MPILU sehr effiziente Ergebnisse. Hier
sind direkte Loser deutlich unterlegen.

Bei nichtlinearen Problemen wird fir direkte sparse-Ldser zwar mehr Speicher be-
notigt, letztere sind aber oft effizienter die Rechenzeit betreffend als iterative Verfah-
ren. Dies gilt insbesondere bei Verwendung von Bogenlangenverfahren.

Fir nichtlineare Schalenprobleme ist die Wahl der Block-MPILU, MPILU oder FL-
ILU-Vorkonditionierung am vorteilhaftesten; dabei sollte die Vorkonditionierungs-
matrix nur ein Mal pro Newton Schritt aufdatiert werden.

Ist das Finite Elemente Netz nicht sorgféltig numeriert, sollte unbedingt eine Band-
oder Profilminimierung vor der Berechnung einer unvollstandigen Faktorisierung er-
folgen.

Fur nichtlineare Probleme stellt die Kombination aus direktem und iterativem Ver-
fahren die mit Abstand effizienteste Moglichkeit dar, sofern ausreichend Speicher-
platz zu Verfugung steht.
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5 Parallelverarbeitung

Den wachsenden Anforderungen der Anwender numerischer Simulationsprogramme an
Rechenleistung stand bislang ein etwa &quivalenter Fortschritt in der Hard- und Software-
technologie gegentiber. Die Herstellbarkeit leistungsfahiger Prozessoren ist aber wirtschaft-
lich und technisch eingeschréankt, da die Entwicklung neuer Technologien hohe Investi-
tionen erfordert und der voranschreitenden Miniaturisierung der Prozessoren und Spei-
chereinheiten physikalische Grenzen gesetzt sind (die Informationen im Prozessor konnen
nicht schneller als mit Lichtgeschwindigkeit flieRen, die Leiterbahnbreite ist nicht beliebig
reduzierbar usw.).

Eine Mdglichkeit, diese Probleme zu umgehen, liegt in der Erhéhung der Rechenleistung
durch den gleichzeitigen, parallelen Einsatz mehrerer Prozessoren, d.h. dem Ubergang vom
sequentiellen zum parallelen Rechner. Dazu ist das Gesamtproblem in kleinere Teilproble-
me zu zerlegen, die dann parallel von verschiedenen Prozessoren bearbeitet werden. Al-
lerdings ist in den meisten Fllen eine aufwendige Uberarbeitung (“Parallelisierung™) der
Software notwendig. Aus diesem Grunde stehen bislang nur wenige kommerzielle Simu-
lationsprogramme in einer parallelen Version zur Verfligung.

Nach einer kurzen Einflihrung in die Begriffswelt der Parallelverarbeitung wird die im
Rahmen dieser Abhandlung durchgefiihrten Parallelisierung eines nichtlinearen, statischen
und dynamischen, impliziten Finite Element Programmes beschrieben. Die gewéahlte Par-
allelisierungsstrategie beruht auf einer geometrischen Zerlegung des bereits diskretisierten
Finite Element Modells durch allgemein verfligbare Algorithmen. Die Funktionsweise die-
ser Algorithmen zur Gebietszerlegung wird kurz erldutert und an einem Beispiel illustriert.
Besondere Beachtung wird dann einigen Details zur Behandlung der durch die Gebiets-
zerlegung entstehenden inneren Randern geschenkt. Da die auf den Einzelprozessoren be-
rechnete Steifigkeitsmatrix sich an diesen inneren Randern von der Gesamtsteifigkeitsma-
trix unterscheidet, ist die Kenntnis der Gleichungen, die diesem inneren Rand entsprechen,
notwendig. Dieses ist jedoch abh&ngig von den jeweiligen Elementen bzw. den zugehori-
gen Knoten. Es wird eine Datenstruktur angegeben, die in einfacher Weise die Behandlung
aller Elementtypen zul&Rt. Auf die parallele Implementierung der iterativen Loser wird
nicht eingegangen, da dies bereits in [94, 93, 121] geschehen ist.

AbschlieRend werden einige wenige numerische Resultate gezeigt, die die Funktionalitat
und Effizienz der parallelen Programmversion belegen. Die Mehrzahl der in Abschnitt 8
durchgefuhrten transienten Untersuchungen wurden aus Effizienzgriinden ebenfalls mit der
parallelen Programmversion durchgefuhrt, ohne daf dies dort explizit diskutiert wird.

5.1 Klassifikation von Parallelrechnern

Die Klassifikation von Parallelrechnern erfolgt zunéchst aufgrund ihrer Speicherorganisa-
tion. Es wird im Wesentlichen zwischen shared memory und distributed memory Rechnern
unterschieden.
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Hauptspeicher

Kommunikationsnetzwerk

switch
M, M, My -+ M,
B P P, e Pp—l R P R et Pp—l

Abbildung 5.1: Schematische Darstellung einer shared memory Architektur (links)
und einer distributed memory Architektur (rechts)

Bei shared memory Rechnern steht ein gemeinsamer Hauptspeicher zur Verfiigung, der
uber einen switch von allen Prozessoren angesprochen werden kann, siehe Abbildung 5.1
(links). Die Zugriffszeit ist deshalb fur alle Prozessoren gleich lang, es kann aber immer
nur ein Prozessor auf einen Speicherbereich zugreifen. Bendtigen andere Prozessoren das
gleiche Speicherelement, so missen sie auf das Ende der Operation des ersten Prozessors
warten. Wegen dieser sequentiellen Nutzung entstehen Wartezeiten fiir Prozessoren, die
nur durch eine effiziente Nutzung des Busses minimiert werden kénnen. Eine solche Ent-
lastung des Datenbusses und des Switches wird im Allgemeinen iber groRRe lokale Daten-
caches erreicht. Die Organisation des Datenverkehrs tbernimmt das System. Die Effizienz
der Kommunikation wird deshalb auch maRgeblich durch das System und nicht durch die
Programmierung bestimmt. Typische shared memory Rechner sind z.B. Cray Y-MP, Cray
C90, NEC SX-3, SGI Origin; sie verfugen typischerweise tiber bis zu 16 Prozessoren.

Weitaus hohere Prozessoranzahlen sind bei distributed memory Rechnern ublich. Da hier,
wie aus Abbildung 5.1 (rechts) ersichtlich, jeder Prozessor tiber einen eigenen lokalen
Speicher verflgt, auf den er ohne Beteiligung des Netzwerkes zugreifen kann, ist diese
Architektur auch fir groRere Prozessoranzahlen geeignet. Allerdings kann ein Prozessor
nicht direkt auf Daten, die sich im lokalen Speicher eines anderen Prozessors befinden,
zugreifen. Werden solche Daten ben6tigt, mul} ein Datentransfer zwischen diesen beiden
Prozessoren stattfinden. Es ist die Aufgabe des Programmierers, die Daten und die Rechen-
last so auf die Prozessoren zu verteilen, dal? alle Prozessoren gleich viel zu tun haben und
maoglichst wenig Datenaustausch notwendig ist. Entsprechend aufwendig gestaltet sich die
Programmierung solcher distributed memory Rechner. Allerdings lassen sich durch eine ef-
fiziente Implementierung auch grolie Rechenzeitgewinne erzielen. Im Gegensatz zu shared
memory Rechnern spielt es bei distributed memory Rechnern sehr wohl eine Rolle, welche
Prozessoren miteinander kommunizieren. Wegen der vorhanden Netzwerktopologie, siehe
Abschnitt 5.4, unterscheidet sich die zur Kommunikation benétigte Zeit. Typische distribu-
ted memory Rechner sind z.B. INTEL PARAGON, NEC SX-4, DEC-ALPHA, CRAY-T3E
oder IBM SP2.

In der industriellen Berechnungspraxis ist es zur Zeit tiblich, auf shared memory Rechnern
das distributed memory Konzept zu simulieren, d.h. die einzelnen Prozessoren machen
keinen Gebrauch von dem gemeinsamen Hauptspeicher, aber die Kommunikation wird
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dabei deutlich reduziert und eine erhebliche Rechenzeitersparnis erreicht.

5.2 Programmiermodelle

Das Ziel einer jeden parallelen Bearbeitung liegt darin, das vorhandene Problem in még-
lichst gleichen Teilen auf die Prozessoren zu verteilen und dieselbe Losung zu erzielen wie
im seriellen Fall. Die Lastverteilung soll dabei gleichméaliig sein, damit kein Prozessor auf
das Teilergebnis anderer Prozessoren warten muf3. AuflRerdem soll wenig Kommunikation
bendtigt werden, da die Geschwindigkeit des Netzwerkes im Allgemeinen sehr gering im
\ergleich zur Rechengeschwindigkeit ist.

Es existieren grundsatzlich vier unterschiedliche Programmiermodelle, je nachdem ob das
gleiche Programm auf allen Prozessoren ablauft (single program) oder ob jeder Prozessor
ein eigenes Programm ausfiihrt (multiple program) und ob jedem Prozessor die selben
Daten vorliegen (single data) oder ob die Daten verteilt sind (multiple data).

Die Ublichste Variante fir distributed memory Rechner ist das SPMD Modell. Dabei l&uft
auf jedem Prozessor das identische Programm ab, jeder Prozessor wendet das Programm
aber auf andere Daten an.

Beim MPMD Modell werden von den Prozessoren unterschiedliche Programme geladen,
die auch auf unterschiedliche Daten angewendet werden. Hier ist vor allem das master/slave
Konzept zu erwahnen, bei dem ein Prozessor — der master — den Programmablauf steuert
und den anderen Prozessoren — den slaves — die auszuftihrenden Teilaufgaben zuweist.

Das klassische serielle Modell ist SPSD, das MPSD Modell erzeugt durch unterschiedliche
Anweisungen Ausgabedaten aus den Eingangsdaten und nutzt so den Pipelineeffekt.

5.3 Message Passing

Die einzige Mdglichkeit fir distributed memory Rechner, Daten auszutauschen, liegt im
expliziten message passing, also im Verschicken von Datenpaketen. Die Kontrolle, wel-
che Daten wann von welchem Prozessor wohin verschickt werden, liegt vollstandig beim
Programmierer. Dies macht zwar die Programmierung aufwendig (und zum Teil wenig
portabel), ermdglicht aber auch ein Maximum an Effizienz.

Das message passing kann sowohl synchron, als auch asynchron erfolgen. Beim synchro-
nen message passing sendet ein Prozessor, wéhrend der andere empféangt. Der Vorgang
der Kommunikation erfolgt gleichzeitig, synchron. Uber das Kommunikationsnetzwerk
werden die Prozessoren verbunden, die im Sendepuffer bereitstenenden Daten tbertragen
und in den Empfangspuffer geschrieben. Mit dieser Kommunikation wird das Programm
synchronisiert. Die an der Kommunikation beteiligten Prozessoren befinden sich im Pro-
grammablauf an der selben Stelle. Erreicht ein Prozessor diese Stelle aufgrund schlechter
Lastverteilung friher, so mu er im Programmablauf warten. Ein weiteres Problem der
synchronen Kommunikation liegt in der Gefahr des deadlocks. Dies soll an einem kleinen



74 5. PARALLELVERARBEITUNG

Beispiel kurz erldutert werden: Bei einer Berechnung mit zwei Prozessoren soll Prozessor
Null ein Zwischenergebnis an Prozessor Eins schicken und umgekehrt. Beide wollen zu-
néchst synchron senden und dann empfangen. Beim Senden wartet jeder Prozessor auf die
Empfangsbereitschaft des anderen, die nie eintritt — der Programmablauf ist gestoppt, was
bei komplizierteren, datenabhangigen Konfigurationen nicht ohne weiteres vorher abseh-
bar ist.

Nicht moglich ist eine solche Situation bei der asynchronen Kommunikation. Hier wird ein
Sende- bzw. Empfangsvorgang zunéchst durch die Bereitstellung entsprechender Puffer
initiiert, danach kann der Programmablauf, z.B. weitere Berechnungen, wieder aufgenom-
men werden. Der Zustand des Kommunikationsvorganges kann dann tber entsprechende
Funktionen tberprift und gegebenenfalls abgeschlossen werden. Wahrend dieser Zeit muf3
der Programmierer dafiir Sorge tragen, dal} weder der Sende- noch der Empfangspuffer
uberschrieben werden, bevor der Kommunikationsvorgang abgeschlossen ist. Durch eine
solche asynchrone Kommunikation ist ein sogenanntes latency hiding, ein Verstecken der
Kommunikation hinter der Berechnung maglich, zudem kann kein deadlock auftreten, da
nach initiiertem Sendevorgang auch ein Datenempfang moglich ist.

Ein groRes Problem bei der Programmierung mit explizitem message passing bestand lange
in der Portabilitat der Programme zwischen unterschiedlichen Rechnern, da die FORTRAN
bzw. C- Erweiterungen nicht genormt waren. Dieses Problem wurde durch die Einfuihrung
des Message-Passing Interface [134] und von Parallel Virtual Machine [47] behoben.

5.4 Netzwerktopologien

Die Topologie, d.h. der geometrische Aufbau eines Netzwerkes, ist fur die Kommunika-
tionsgeschwindigkeit mitverantwortlich. Entscheidend bei Kommunikation zwischen zwel
Prozessoren, der sogenannten der Punkt-zu-Punkt Kommunikation, ist die “Entfernung”
zweier Prozessoren im Netzwerk. Sind die Prozessoren direkt miteinander verbunden, er-
folgt die Kommunikation schneller, als wenn der Datenaustausch indirekt tiber andere Pro-
zessoren stattfinden mul}. Optimal fir den Kommunikationsvorgang ist es, wenn die beiden
kommunizierenden Prozessoren benachbart sind, da dann eine direkte Verbindung existiert.
Ist dies nicht der Fall, wird durch einem sogenannten routing-Algorithmus die gulnstigste
Verbindung vom System gewahlt. Bei bekannter Topologie ist es programmtechnisch még-
lich, den Datenaustausch effizient zu gestalten, indem z.B. die sogenannte nearest neighbor
Kommunikation mit benachbarten Prozessoren ausgenutzt wird.

In den folgenden Abschnitten werden einige Topologien und deren Vor- und Nachteile
vorgestellt.

5.4.1 Vollstindiges Netzwerk

Beim vollstandigen Netzwerk ist jeder Prozessor mit allen anderen Prozessoren verbunden,
siehe Abbildung 5.2 (links). Diese Topologie besitzt ideale Eigenschaften flr die Punkt-zu-



5.4 NETZWERKTOPOLOGIEN 75

Punkt Kommunikation, da jede Verbindung eine nearest neighbor Verbindung ist. Aller-
dings ist diese Topologie nur schwer erweiterbar, bei groBen Netzwerken ist der Aufwand
zur Herstellung erheblich.

Abbildung 5.2: Vollstindiges Netzwerk und Ringtopologie mit jeweils 8 Knoten

5.4.2 Ringtopologie

In der Ring-Topologie ist jeder Prozessor nur mit seinen topologisch ndchstgelegenen
Nachbarn direkt verbunden, siehe Abbildung 5.2 (rechts). Im ungunstigsten Fall ist ein
routing Uber p/2 Prozessoren notwendig, wenn p die Anzahl der Prozessoren ist. Die Hard-
warevoraussetzungen fur einen Ring sind verglichen mit dem vollstandigen Netzwerk sehr
gering.

5.4.3 Gitter- bzw. Torustopologie

In der Gitter- bzw. Torustopologie ist die Anzahl der direkten Verbindungen pro Prozessor
unabhdangig von der Gesamtanzahl p der Prozessoren. Ein Gitter der Ordnung 1 entspricht
einer einfachen Pipeline, ein Torus der Ordnung 1 ist identisch mit einem Ring. Gitter
und Tori der Ordnung 2 sind in Abbildung 5.3 dargestellt. Das routing erfolgt bei den
Gittertopologien entlang der “Zeilen” und “Spalten”, es existieren mehrere gleichwertige
Wege, von denen einer vom routing-Algorithmus ausgewahlt wird. Ein Beispiel fiir einen
Parallelrechner mit einem Rechteckgitter ist die INTEL PARAGON.

T s
T OO
S A

Abbildung 5.3: Gitter- und Torustopologie 2. Ordnung
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5.4.4 Mehrstufige Crossbar Switches

Ein crossbar switch ist ein vollstdndiges Netzwerk. Jeder Eingang ist mit jedem Ausgang
verbunden, siehe Abbildung 5.4 links. Dadurch ist jede Kommunikation der Prozessoren,
die mit einem crossbar switch verbunden sind, eine nearest neighbor Kommunikation.

Ein mehrstufiger crossbar switch wird aus mehreren einstufigen crossbar switches zusam-
mengesetzt. Ein Beispiel fur einen zweistufigen crossbar switch ist in Abbildung 5.4 rechts
abgebildet, er besteht aus acht einstufigen crossbars. Soll eine Nachricht von Prozessor P;
zu Prozessor P; gesendet werden, so ist dazu ein sogenannter hop notwendig. Das bedeu-
tet, dal’ die Nachricht im gleichen crossbar zugestellt werden kann, ein weiterer crossbar
wird zur Ubermittlung der Nachricht nicht benétigt. Eine Nachricht von Prozessor P; zu
Prozessor P;; bendtigt zwei hops, da nun zwei crossbarsan der Ubertragung beteiligt sein
mussen. Der Vorteil der crossbars liegt darin, daB selbst bei groRen Prozessoranzahlen nur
wenige hops bendtigt werden, bei 64 Prozessoren sind beispielsweise maximal vier hops
erforderlich. Es IaRt sich dann aber keine nearest neighbor Kommunikation mehr imple-
mentieren, da benachbarte Prozessoren nicht immer durch weniger hopserreichbar sind als
weit auseinanderliegende. In Abbildung 5.4 ist leicht zu sehen, dal’ eine Nachricht von Pro-
zessor P; zum benachbarten Prozessor P, zwei hops benétigt, ebenso wie eine Nachricht
zu dem weit entfernten Prozessor P4. Allerdings ist die Anzahl der gleichzeitig moglichen
Datentransfers von der Gesamtlast des Rechners abhdngig, da auch andere Applikationen
Kommunikation iber den crossbar haben kénnen und damit das Netzwerk belasten. Des-
halb ist die Zeit fir einen Kommunikationsvorgang nicht vorhersagbar. Einen typischen
Rechner dieser Netzwerktopologie stellt die IBM SP2 dar.
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Abbildung 5.4: Ein- und zweistufiger crossbar switch
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5.5 Speedup, Effizienz, Amdahl’s Gesetz

Die Beschleunigung einer parallelen Applikation im Vergleich zur seriellen Bearbeitung
wird als speedup bezeichnet. Er ist als Verhaltnis der Rechenzeit ¢, mit p Prozessoren und
der Rechenzeit ¢; mit einem Prozessor definiert:

5 =l (5.1)

Wird mit der Rechenzeit auf einem Prozessor verglichen, so sollte dies grundsétzlich mit
dem effizientesten seriellen Algorithmus geschehen. Dieser mu mit dem parallelen nicht
identisch sein, d.h. es kdnnen verschiedene Verfahren an der speedup Bestimmung betei-
ligt sein. Oft wird aber auch das parallele Programm auf einem Prozessor abgearbeitet, was
zu einem besseren speedup flhrt. Zur parallelen Verarbeitung notwendiger Mehraufwand
ist dann auch in der seriellen Vergleichszeit enthalten, und die Forderung nach dem effi-
zientesten sequentiellen Algorithmus ist nicht notwendigerweise erfullt. Ein ineffizienter
Algorithmus kann dann einen hervorragenden speedup liefern und dennoch keine effiziente
LOsung des Problems. Aus diesen Griinden ist ein gewisses Mif3trauen vor speedup Anga-
ben angebracht, soweit nicht offengelegt wird, was als serielles Referenzmal} verwendet
wurde.

Ein anderes Mal? zur Beurteilung der Beschleunigung eines Algorithmus ist die Effizienz

S
E, =2, 0<E, <1. (5.2)
p

Bei der vollstandigen Parallelisierung einer Applikation konnte ohne Berlicksichtigung des
Aufwandes zur Organisation des Datenaustausches bei der Verwendung von p Prozesso-
ren eine Verringerung der Rechenzeit mit dem Faktor p erwartet werden, d.h. ein linearer
speedup bzw. eine Effizienz der Grolie Eins. Bei einem Uberlinearen speedup bzw. einer
Effizienz groRer Eins, wie es gelegentlich in Veroffentlichungen zu sehen ist, wirken sich
andere Phdnomene wie beispielsweise die Ausnutzung des caches bei unterschiedlicher
Vektorlange aus. In der Regel wird ein unterlinearer speedup erzielt, da bei der parallelen
Bearbeitung eines Problems stets zusétzlicher Aufwand zur Organisation und Kommuni-
kation erforderlich wird, die Rechenlast praktisch nie exakt gleich auf die Prozessoren
verteilt werden kann, die Prozessoren meist eine fertigungsbedingt leicht unterschiedliche
Rechengeschwindigkeit besitzen, usw. Doch selbst wenn alle diese Einflisse unberick-
sichtigt bleiben, hat AMDAHL [2] gezeigt, dal im realitdtsnahen Fall, bei der Verwendung
vieler Prozessoren und nicht vollstandiger Parallelisierung (einige Teile von Programmen
sind oft nicht parallelisierbar bzw. der Aufwand zur Parallelisierung ist sehr hoch) ein deut-
lich unterlinearer speedup zu erwarten ist. Vorausgesetzt, alle N Operationen werden von
den Prozessoren gleich “schnell” in der Zeit T" ausgefuhrt und ein Anteil « aller Operatio-
nen wird vollstandig parallel ausgefihrt, so ist die fur den paralleln Anteil benétigte Zeit
NTa/p. Der verbleibende serielle Anteil der N Operationen wird in der Zeit NT'(1 — «)
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abgearbeitet. Die Gesamtrechenzeit mit Nutzung von p Prozessoren betragt demnach

NT 1—
ty = Ta +NT(1—a) = NTM > NT(1—a), (5.3)
und mit (5.1) ergibt sich
S P <1, S ! (5.4)
== (6%
a4+ (1—a)p’ R Y
32 :

2 Prozessoren
4 Prozessoren ---------
8 Prozessoren -
16 Prozessoren -
32 Prozessoren ---=--
64 Prozessoren -----
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Abbildung 5.5: Amdahl’s Gesetz — Zusammenhang zwischen dem Parallelisierungs-
grad und dem speedup Faktor

Dieser formelmélige Zusammenhang wird als Amdahl’ sches Gesetz bezeichnet und ist in
Abbildung 5.5 graphisch dargestellt. Dabei ist feststellbar, daR bei der Verwendung zweier
Prozessoren auch bei einem Parallelisierungsgrad von nur o« = 80% bereits ein speedup
von nahezu Zwei erreicht wird. Bei der Verwendung hoherer Prozessoranzahlen zeigt sich
jedoch schnell ein deutlich geringerer speedup, bei 16 Prozessoren und ebenfalls einem
Parallelisierungsgrad o = 80% kann nur ein speedup von etwa 4 erreicht werden. Erst
bei einer fast vollstandigen Parallelisierung (« &~ 100%) kann ein linearer speedup erzielt
werden.

Ein Nachteil des Modells der Messung der Rechenzeitverkiirzung bei der Nutzung paral-
leler Rechner mittels speedup besteht darin, da es in der praktischen Anwendung wenig
Sinn macht, ein Problem vorgegebener Grofe auf immer mehr Prozessoren zu verteilen, da
hierbei der Rechenanteil pro Prozessor wegen der kleineren Teilgebiete sinkt und gleich-
zeitig der Kommunikationsaufwand mit mehr Prozessoren entlang des zunehmenden Ran-
danteils steigt.
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Eine weitere Moglichkeit, die Qualitat einer parallelen Implementierung zu beurteilen, liegt
im sogenannten scaleup. Mit wachsender Prozessorenanzahl wéchst hierbei auch die Pro-
blemgroRe, sodal’ das von jedem Prozessor bearbeitete Teilproblem eine konstante Grolie
aufweist. Die insgesamt benotigte Rechenzeit soll dann auch mdoglichst konstant bleiben
und nicht anwachsen, der scaleup also Eins betragen. Diese Vorgehensweise kommt dem
eigentlichen Anwenderbedarf — immer “groRere” Simulationen in der moglichst gleichen
Zeit durchzufiihren — n&her als die Betrachtung des speedup. Jedoch ist hierzu anzumerken,
dal® der Aufwand zur Erstellung eines scaleup Vergleichs sehr hoch ist, da das Problem fiir
jede Prozessoranzahl neu diskretisiert werden mul, was meist nicht vollstdndig automa-
tisch durchgefiihrt werden kann.

5.6 Parallelisierung eines Finite Element Programmes

In den nachfolgenden Abschnitten wird die im Rahmen dieser Abhandlung durchgefiihrte
Parallelisierung des Finite Elemente Programms FEAP [131] beschrieben. Die Parallelisie-
rungsstrategie basiert auf einem geometrischen Ansatz zur Verteilung der Rechenlast, d.h.
der Menge der numerischen Berechnungen auf einzelne Prozessoren. Das gegebene Finite
Element Netz wird so zerteilt, dal jedem Prozessor ein méglichst gleich grofRer und zu-
sammenhangender Netzanteil zugewiesen wird, wie es in Abbildung 5.6 dargestellt ist. Die
Gebietszerlegung wird dabei in einem seriellen preprozessing Schritt auf einem Prozessor
durchgefthrt. Die dazu verwendeten Verfahren werden in Abschnitt 5.6.1 beschrieben und
an einem Beispiel illustriert. Derzeit wird eine statische Verteilung vorgenommen, d.h. es
findet wéahrend der Berechnung keine Repartitionierung statt, die Gebiete bleiben wéhrend
der gesamten nichtlinearen Berechnung gleich auf die Prozessoren verteilt.

Die aus der Gebietszerlegung resultierende Datenstruktur wird im Abschnitt 5.7 diskutiert;
der zur linearen Gleichungsldsung eingesetzte iterative parallele Léser im Abschnitt 5.8 er-
lautert. Weitere Aspekte der Parallelisierung fir nichtlineare Finite Element Berechnungen
werden anschlieBend im Abschnitt 5.9 besprochen.

Gebietszerlegung Berechnung
— —
seriell parallel

Abbildung 5.6: Schema des Parallelisierungskonzeptes
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5.6.1 Gebietszerlegungsverfahren

Zur parallelen Bearbeitung eines Problems muf3 dieses in Teilprobleme zerlegt werden, die
dann auf die einzelnen Prozessoren verteilt werden. Das Ziel dieser Partitionierung liegt
darin, moglichst gleich groRe Teilprobleme zu erhalten, um ein gutes load balancing, d.h.
eine gleichmaRige Verteilung der Rechenlast zu erreichen. Um die Kommunikation zu mi-
nimieren, soll gleichzeitig eine groRe Datenlokalitat gegeben sein. Es wird also angestrebt,
dal} jeder Prozessor die von ihm benétigten Daten in seinem Speicher hat. Daruber hin-
aus konnten weitere Kriterien beriicksichtigt werden, wie z.B. eine besondere Zuordnung
der Gebiete fir eine bestimmte Prozessortopologie, um damit bevorzugt nearest neighbor
Kommunikation zu erzielen. Letzteres wird jedoch oft nicht beachtet, da die Kommunikati-
onszeiten zunehmend von der Netzwerktopologie unabhéngig werden (siehe z.B. Abschnitt
5.4.4). Durch die Optimierung auf eine spezielle Topologie sinkt aulerdem die Portabilitat,
d.h. die Ubertragbarkeit der Aufteilung.

Im Kontext der Finiten Element Methode gibt es grundsétzlich zwei Moglichkeiten der
Verteilung des Problems auf die Prozessoren. Es kdnnen entweder die Elemente auf die
Prozessoren verteilt werden, die im Wesentlichen den Rechenaufwand beim Assemblie-
ren der Steifigkeitsmatrix bestimmen. Andererseits konnen die Knoten verteilt werden, die
hauptsachlich den Aufwand bei der Losung der linearen Gleichungssysteme beeinflussen.
Ublicherweise werden die Elemente auf die Prozessoren verteilt, womit ein vollstandig par-
alleles Assemblieren der Steifigkeitsmatrix ermdglicht wird. Diese Vorgehensweise wurde
im Rahmen dieser Abhandlung gewahlt. Die Forderung eines guten load balancingsbedeu-
tet daher: Die Anzahl der Elemente in jedem Teilgebiet soll moglichst gleich sein. Beim
Losen der linearen Gleichungssysteme kann es aber infolgedessen zu einem sogenann-
ten Lastungleichgewicht kommen, einzelne Prozessoren kdnnen hoheren Rechenaufwand
haben als andere. Knoten, deren Freiheitsgrade mit Randbedingungen versehen sind, lie-
fern n@mlich keine Gleichungen, weshalb manche lokale Gleichungssysteme kleiner sein
kénnen als andere. Dies hat wiederum Einfluf? auf die Rechenlast, z.B. beim Matrix Vek-
tor Produkt innerhalb eines iterativen Loésungsverfahrens. Dieser Tatsache konnte durch
eine entsprechende Vorabgewichtung entsprechender Elemente bei der Gebietszerlegung
begegnet werden. Die zweite Forderung nach grof3er Datenlokalitat fihrt unter mechani-
schen Gesichtspunkten zu der Forderung nach zusammenhangenden und kompakten Teil-
gebieten. Knoten — genauer deren Freiheitsgrade — die nicht durch ein Element miteinander
verbunden sind, liefern in der Steifigkeitsmatrix keine Koppeleintrage. Es ist daher unmit-
telbar einsichtig, dal} gerade die Knoten in einem Teilnetz vereinigt werden sollen, die
durch Elemente verbunden sind und Koppelterme in der Steifigkeitsmatrix verursachen.

Das Aufbrechen geschlossener mechanischer Strukturen durch die Gebietszerlegung kann
zu gednderten mechanischen Eigenschaften der Teilgebiete fihren. Angestrebt wird eine
Lokalitat des Losungsprozesses, der also durch die Eigenschaften der lokalen Probleme
beeinfluf3t wird. Damit hat also bereits die Gebietszerlegung einen EinfluR auf die Effi-
zienz der Gesamtldsung. In [121] wurde diese Eigenschaft an einem speziellen Beispiel
diskutiert. Im allgemeinen Fall werden solche Uberlegungen aber nicht in die Gebietszer-
legungsalgorithmen eingehen, da das Erkennen mechanischer Eigenschaften nur schwer in
numerische Algorithmen einzubringen ist.
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Im Schrifttum liegen bereits viele Veroffentlichungen zu Verfahren zur Gebietszerlegung
vor. Einige Verfahren arbeiten dabei mit geometrischen GréRRen, um eine Zerlegung zu
bestimmen, die weitaus groRere Zahl verwendet jedoch graphenorientierte Methoden, die
zum Teil lokalen oder auch globalen Charakter besitzen. Wahrend die \Verfahren mit lo-
kalem Charakter von einem gewéhlten Startpunkt aus mit unterschiedlichen Kriterien ver-
suchen ein Gebiet auszudehnen, bertcksichtigen Verfahren mit globalem Charakter die
Gesamtstruktur des Graphen.

In den folgenden Abschnitten sollen einige wesentliche der in Veréffentlichungen genann-
ten Verfahren kurz vorgestellt und anhand eines Beispiels die damit erhaltenen Gebiets-
zerlegungen diskutiert werden. Fur eine ausfihrlichere Ubersicht tiber Gebietszerlegungs-
verfahren wird z.B. auf [89] verwiesen, wo auch genetische Algorithmen und neuronale
Netze besprochen werden. Um graphenorientierte Verfahren zur Zerlegung eines unstruk-
turierten Finite Elemente Netzes zu verwenden, werden zunachst einige Uberlegungen zur
Uberfithrung der Netztopologie in einen Graphen angestellt.

5.6.2 Vom FE-Netz zum Graphen

Zentral bei graphenorientierten Verfahren ist die Erzeugung eines Graphen aus einem vor-
gegebenen Finite Element Netz, der dann mit den nachfolgend beschriebenen Partitionie-
rungsalgorithmen zerlegt werden kann. Wie bereits erwahnt, sollen die Elemente auf die
Prozessoren verteilt werden. Diese stellen somit die Knoten V' des Graphen dar. Nicht ein-
deutig hingegen ist die Bestimmung der Kanten des Graphen. Letztere miissen den Kom-
munikationsaufwand wiedergeben; je weniger Kanten geschnitten werden, desto weniger
Kommunikation soll resultieren und umgekehrt.

In Abbildung 5.7 ist ein grobes FE-Netz eines Teils eines Zahnrades abgebildet, zu dem in
Abbildung 5.8 zwei mégliche Graphen angegeben werden.

Abbildung 5.7: FE-Netz eines Teils eines Zahnrades

Im linken Graph in Abbildung 5.8, dem sogenannten dualen Diagonalgraphen, werden alle
Elemente, die mindestens einen gemeinsamen Knoten besitzen, mit einer Kante verbun-
den. Da den gemeinsamen Knoten auch gemeinsame Eintrage in der Steifigkeitsmatrix
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— — -2 Kanten 3 Kanten - —--3 Kanten

Abbildung 5.8: Dualer Diagonalgraph und dualer Graph fiir das Zahnrad mit mogli-
chen Schnitten

entsprechen, ist dies der zunéchst naheliegendste Ansatz, da beim Ldsen der linearen Glei-
chungssysteme aufgrund der verteilt vorliegenden Teilsteifigkeitsmatrizen Kommunikation
an diesen Stellen notwendig wird. Jedoch kann man leicht einsehen, dal? dann ein Schnitt
mit einem Knoten, an den viele Elemente angrenzen, starker bewertet wird (z.B. Knoten
15), als ein Schnitt mit einem Knoten, an den wenige Elemente angrenzen (z.B. Knoten
16), die anfallende Kommunikation aber nicht groiier ist.

Im zweiten, dualen Graphen werden lediglich Elemente, die eine gemeinsame Element-
kante besitzen, durch Graphenkanten verbunden. Der so erstellte Graph besitzt deutlich
weniger Kanten, was zu numerischen Vorteilen bei der Zerlegung fuhrt, da eine kleinere
Datenmenge verarbeitet werden muf. Auf’erdem ist das oben beschriebene Problem der
ungleichen Gewichtung der Knoten beim Diagonalgraphen eliminiert.

Fir beide Graphentypen in Abbildung 5.8 sind die Schnitte, die zwei zusammenhangende
Teilgebiete mit jeweils vier Elementen ergeben durch gestrichelte Linien gekennzeichnet
und die Anzahl der dadurch geschnittenen Kanten angegeben. Fur beide Graphen ergibt
sich dieselbe optimale Zerlegung. Dies wird auch bei gro3eren Netzen beobachtet, sodal?
duale Graphen meist zu bevorzugen sind.

5.6.3 Geometrisch basierte Heuristiken zur Partitionierung
Koordinatenbisektion, Schwereachsenmethode

Ein Finites Elementnetz kann z.B. rein aufgrund seiner geometrischen Ausrichtung im
Raum aufgeteilt werden. Entlang beliebig gewéhlter Achsen kdnnen die Elemente sortiert
und sukzessive den Teilgebieten zugeordnet werden. Werden Koordinatenachsen benutzt,
spricht man von Koordinatenbisektion, werden Schwereachsen verwendet wird das \er-
fahren als Schwereachsenmethode bezeichnet, siehe z.B. [89].

Diese Verfahren sind sehr einfach und effizient. Es liegt aber grundsatzlich kein Kriterium
im Partitionierungsalgorithmus vor, das die Forderung nach kleinen R&ndern beinhaltet
und somit die Kommunikation minimiert. Es entstehen daher oft Gebiete mit sehr groRen
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Abbildung 5.9: Koordinatenbisektion eines Torus in 4 und 8 Teilgebiete

Randern. Aullerdem ist das Verfahren nicht allgemein fur beliebig geformte Strukturen
gleichermal’en geeignet. Fir entlang einer Richtung gestreckte mechanische Strukturen
liefert es jedoch mit wenig Aufwand effiziente Partitionierungen. In Verbindung mit einer
rekursiven Anwendung z.B. der Schwereachsenmethode kdnnen die Ergebnisse drastisch
verbessert werden (siehe [89]).

In Abbildung 5.9 sind die mittels Koordinatenbisektion in z-Richtung (nach rechts hinten
in Abbildung 5.9) erhaltenen Teilgebiete fir 4 und 8 Prozessoren eines in der zy-Ebene
liegenden Torus dargestellt. Die zu benutzende Achse ist im Prinzip beliebig wahlbar und
muf3 nicht mit den Koordinatenachsen zusammenfallen. Wie bereits an dem einfachen Bei-
spiel in Abbildung 5.9 ersichtlich, kdnnen die erhaltenen Teilgebiete auch nicht zusam-
menh&ngend sein. Flr das gezeigte Beispiel ist diese Aufteilung nicht vorteilhaft, da die
Gebiete unzusammenhangend sind und grof3e Rander entstehen. Fr einfache, entlang einer
Linie ausgerichtete mechanische Strukturen, ist dieses Verfahren aber durchaus geeignet.

5.6.4 Graphenorientierte Heuristiken zur Partitionierung
Kernighan-Lin Algorithmus

Bereits 1970 wurde von KERNIGHAN und LIN in [75] ein Verfahren vorgestellt, das aus-
gehend von einer vorgegebenen Partitionierung diese durch eine lokale Strategie verbes-
sert. Das in [75] behandelte Problem bestand nicht in der Gebietszerlegung zur parallelen
Berechnung, sondern in der Verteilung elektronischer Bauteile auf Platinen. Jede Platine
kann mit einer bestimmten Anzahl elektronischer Bauteile bestiickt werden; fiir die gesam-
te Schaltung missen die Platinen mit (teuren) Leitungen verbunden werden. Die Bauteile
sollen nun so auf die Platinen verteilt werden, dal mdglichst wenig solcher Leitungen
notwendig werden. In der Ubertragung auf die Graphentheorie stellen die elektronischen
Bauteile die Knoten, die Leitungen die Kanten dar. Die bei der Partitionierung geschnitte-
nen Kanten massen als Leitungen, die nicht geschnittenen Kanten kénnen als Leiterbahnen
auf den Platinen realisiert werden.

Es werden nun punktuell Knoten der Partitionen ausgetauscht und die so neu entstehenden
Partitionen beurteilt. Verringert sich die Anzahl der geschnittenen Kanten, so werden die



84 5. PARALLELVERARBEITUNG

Knoten tatséchlich ausgetauscht. Kann die Partitionierung nicht weiter verbessert werden,
so wird das Verfahren abgebrochen.

Die Rechenzeit flr dieses Verfahren ist relativ hoch (es wurde nur fir kleine Graphen
entwickelt) und liefert nur lokale Minima fur die geschnitten Kanten. Fir eine andere
Ausgangszerlegung wird im Allgemeinen eine andere Partitionierung erzielt. Jedoch kann
dieses Verfahren sehr gut zur Verbesserung einer bereits guten Ausgangspartitionierung
eingesetzt werden.

Greedy-Heuristiken

\Von FARHAT wurde in [40] ein Gebietszerlegungsalgorithmus vorgeschlagen, der von ei-
nem Element ausgehend die Nachbarelemente sukzessive in das erste Teilgebiet aufnimmt,
bis die gewiinschte Anzahl von Elementen im Gebiet erreicht ist. Flr die anderen Gebiete
wird &quivalent vorgegangen. Auf diese Art wird eine lokale Minimierung der Randknoten
erreicht, allerdings ist die Methode sehr stark von der Wahl des Startknotens abhéangig und
es konnen durchaus nicht zusammenhangende Teilgebiete entstehen.

In [71] wird diese Vorgehensweise auf Graphen Ubertragen, ausgehend von einem Start-
knoten werden benachbarte Knoten in die Partition eingefligt. Es werden diejenigen Kno-
ten bevorzugt, die die Anzahl der geschnittenen Kanten reduzieren (oder am wenigsten
erhohen). Die Abhéngigkeit vom Startknoten wird dadurch reduziert, dal? der Vorgang
mehrfach mit unterschiedlichen Startknoten durchgefiihrt und das beste Ergebnis verwen-
det wird.

Damit der Algorithmus auch fiir grol3e Graphen effizient bleibt, wird mit einer sogenannten
multilevel Methode gearbeitet. Mittels unterschiedlicher Heuristiken, die in [71] ausfuhr-
lich beschrieben sind, wird der urspriingliche Graph vergrébert und dieser grobe, sehr viel
kleinere Graph wird partitioniert. Um daraus eine Partitionierung des urspriinglichen Gra-
phen zu erhalten, wird der aufgeteilte grobe Graph wieder verfeinert. Die Partitionierung
muR aber beim Verfeinern mittels lokaler Strategien (z.B. mit dem Kernighan-Lin Algo-
rithmus) wieder verbessert werden.

Auf eine Partitionierung wird in [55] vollstandig verzichtet; der Vergréberungsvorgang
wird so lange fortgesetzt, bis der grobe Graph soviel Knoten besitzt, wie Teilgebiete gefor-
dert wurden. Die hiermit erreichte Qualitat der Partitionierung entspricht der in [71], die
Laufzeit wurde jedoch drastisch gesenkt.

In Abbildung 5.10 ist die Aufteilung des Torus fiir 4 und 8 Prozessoren mittels des Greedy
Algorithmus aus [72] abgebildet. Fur 8 Prozessoren kann eine unvorteilhafte ungleichma-
Rige Aufteilung beobachtet werden. Wird aber die Anzahl der Teilgebiete weiter erhoht,
so ergibt sich in diesem Fall eine der Spektralbisektion (siehe folgenden Abschnitt und
Abbildung 5.11) &hnliche Aufteilung.
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Abbildung 5.10: Greedy Partitionierung eines Torus in 4 und 8 Teilgebiete

Spektralzerlegung

Ein leistungsféhiges Verfahren zur Graphenbisektion wurde von POTHEN, SIMON und
Liou in [112] vorgestellt. Zundchst wurde es fur die Zerlegung dunnbesetzter Matrizen
zur parallelen Faktorisierung entwickelt, es ist aber auch allgemein zur Partitionierung
beliebiger ungerichteter Graphen geeignet. Der wesentliche Unterschied zu den bislang
vorgestellten Methoden liegt hierbei in der Verwendung globaler Information Gber den
Graphen.

Ziel ist auch hier, gleich groRe Untergraphen V; zu erhalten, d.h. max; |V;| — min soll
optimiert werden mit der Nebenbedingung, daB 3=, [Cj;| — min, C;; = {(v,w)lv €
Vi, w € V;}, also daf die Anzahl der Schnittkanten C;; zwischen den Untergraphen V;
und V; moglichst klein bleibt. Dazu wird zunachst die Laplacematrix des Graphen auf-
gestellt, die Zeilen und Spalten der Laplacematrix werden wie die Knoten des Graphen
durchnumeriert:

—1 far (’UZ',U]') ek
0 sonst.

Die Laplacematrix (5.5) des Graphen ist positiv semidefinit, der zweite Eigenwert ist po-
sitiv, sofern der Graph zusammenhéngend ist, wie z.B. in [41] untersucht. Der zu diesem
Eigenwert gehorende Eigenvektor, der sogenannte Fiedlervektor, wird zur Partitionierung
verwendet. Dazu wird der Medianwert der Eigenvektoreintrage ermittelt und es werden die
Knoten mit Eigenvektorkomponenten kleineren Wertes einer Partition zugeordnet, die rest-
lichen Knoten der anderen Partition. Durch rekursive Anwendung lassen sich Partitionen
mit 2", n =1, 2, ... Teilgebieten erzeugen.

Da die Berechnung des zweiten Eigenwertes (z.B. mit dem Lanczos Algorithmus) sehr
rechenintensiv ist, wird auch hier der Partitionierungsvorgang durch eine multilevel Stra-
tegie beschleunigt, wie es in [3] beschrieben wird. HENDRICKSON und LELAND schlagen
in [62] einen modifizierten Algorithmus vor, der auch die Hypercube-Architektur bei der
Aufteilung bertcksichtigt. Dabei werden nicht nur rekursive Bisektionen, sondern auch
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Quadri- und Oktasektionen vorgenommen, wozu jeweils zwei bzw. drei Eigenwerte be-
rechnet werden miissen. Die Anzahl der geschnittenen Kanten ist jedoch nur in Verbindung
mit der lokalen Kernighan-Lin Strategie gegeniiber dem gewohnlichen Spektralzerlegungs-
verfahren verringert.

Abbildung 5.11: Spektrazerlegung eines Torus in 4 und 16 Teilgebiete

In Abbildung 5.11 sind die mit dem Spektralbisektionsverfahren aus [3] erhaltenen Auftei-
lungen des Torus fiir 4 und 16 Prozessoren dargestellt. Die Minimierung der geschnittenen
Kanten des Graphen (Elementkanten des Finite Element Netzes) ist an Hand des Auftei-
lens quer zur radialen Richtung deutlich zu sehen. Der Algorithmus liefert sehr zuverléssig
sehr gute Partitionierungen und ist als Folge der multilevel Implementierungen aus [3] und
[72] auch in Bezug auf die Rechenzeit durchaus mit den vorher genannten Verfahren kon-
kurrenzfahig.

Manuelle Aufteilung

Eine Partitionierung kann nattrlich auch manuell vorgenommen werden, was flr grofie
Probleme allerdings mihsam ist und hdchstens mit graphischen Hilfsmitteln durchgefiihrt
werden kann. Eine manuelle Aufteilung kann z.B. durch die Elementnumerierung vorge-
nommen werden. Indem den Prozessoren immer fortlaufend numerierte Elemente zuge-
wiesen werden, wird so eine Partitionierung vorgenommen. In Abbildung 5.12 sind die so
erhaltenen Partitionen des Torus fir 4 und 8 Prozessoren dargestellt, der Torus wird durch
die Elementnumerierung immer in radialer Richtung geteilt. Flr grofiere Prozessoranzah-
len ist diese Aufteilung als Folge der Forderung nach gleichen Elementanzahlen in den
Teilgebieten nicht vollstandig radial (siehe Abbildung 5.12 flir 8 Prozessoren mittig vorn
und hinten). Hier widersprechen sich die beiden Forderungen nach gleichen Elementan-
zahlen und Minimierung der inneren Rénder. Eine Prioritat der ersten Forderung liefert die
dargestellte Aufteilung. Eine vollstandig radiale Teilung wurde in ungleichen Elementan-
zahlen je Teilgebiet resultieren.
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Abbildung 5.12: Manuelle Partitionierung eines Torus in 4 und 8 Teilgebiete

5.7 Datenverteilung

Nach erfolgter Gebietszerlegung wird in dem seriellen preprozessing Schritt flr jeden Pro-
zessor, d.h. fur jedes Gebiet, ein separater Finite Element Datensatz generiert. Diese Ein-
zeldatensétze umfassen fur das jeweilige Teilnetz Daten, wie z.B. Knotenkoordinaten, Ele-
menttopologien, Randbedingungen usw. Die Numerierung der Elemente und Knoten in den
lokalen Netzen beginnt dabei jeweils bei 1. Dartber hinaus mussen zu Ausgabezwecken
ebenso Informationen Uber das globale Problem wie globale Knoten- und Elementnum-
mern hinzugeflgt werden. Notwendig zur Lésung des Gesamtproblems sind insbesondere
Informationen tber die Rander, die der lokale Datensatz ebenso beinhaltet. So ist flr je-
den Randknoten eine Liste der Gebiete bzw. Prozessoren enthalten, an denen der Knoten
ebenfalls beteiligt ist.

Nach dem Lesen der lokalen Datensatze kann jeder Prozessor fur sein Teilgebiet bzw.
Teilnetz die lokale Steifigkeitsmatrix K; aufstellen. Die globale Steifigkeitsmatrix kann
dann als Summe der np lokalen Steifigkeitsmatrizen dargestellt werden:

K = ni K. (5.6)

=1

Dieser Vorgang kann vollstandig parallel ohne jede Kommunikation ablaufen, sofern je-
der Prozessor Uber die aktuellen Verschiebungen verfiigt. Ebenso kann die Erstellung der
Elementresidualvektoren vollstandig parallel erfolgen.

5.7.1 Vektoren mit lokalen und globalen Eintrigen

Das zuvor beschriebene Vorgehen fuhrt automatisch zu zwei unterschiedlichen Typen von
Vektoren: Vektoren mit globalen Eintragen und Vektoren mit lokalen Eintrédgen. Bei Vek-
toren mit lokalen Eintragen ergibt analog zu (5.6) erst die Summe Uber alle Teilgebiete
den tatséchlichen Vektoreintrag. Besitzen alle Teilvektoren auf den unterschiedlichen Pro-
zessoren den vollen Eintrag, soll von einem Vektor mit globalen Eintrdgen gesprochen
werden.
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Ein Vektor, der stets globale Eintrdge enthélt, ist der \erschiebungsvektor. Damit die ein-
zelnen Prozessoren ihre lokalen Steifigkeitsmatrizen erstellen kdnnen, ist es erforderlich,
dal jeder Prozessor Uber die Verschiebungen aller Knoten des Teilnetzes, also auch die
der Randknoten verfiigt. Die diesen Randknoten entsprechenden Eintrdge mussen also auf
allen Prozessoren gleichermafen vorhanden sein.

Bei der Berechnung der Steifigkeitsmatrizen und der Elementresidualvektoren ergeben sich
dann aber lokale Komponenten, d.h. erst eine Aufsummierung uber alle Prozessoren ergibt
den tats&chlichen globalen Wert. Um diese Aufsummierung durchzufihren, ist Kommuni-
kation notwendig, die es aber aus Effizienzgrinden moglichst zu vermeiden gilt. In [93]
ist durch ein geschicktes Arbeiten mit Vektoren mit globalen und Iokalen Eintragen eine
effiziente Berechnung der Skalarprodukte im iterativen Losungsprozess realisiert. Dieses
kann effizient auf die Implementierung des parallele Finiten Elemente Programmes ausge-
weitet werden, indem bestimmte Vektoren mit globalen und andere mit lokalen Eintragen
gehalten werden.

5.7.2 Last- bzw. Verschiebungsvorgabe

Der Elementresidualvektor, der im Rahmen einer nichtlinearen Newton Iteration die rechte
Seite des zu l6senden Gleichungssystems ist, wird automatisch als lokaler \ektor berechnet
und kann durch die Implementierung des Ldsers ohne weitere Kommunikation an diesen
ubergeben werden. Fir die Eingabedaten heif3t dies aber auch wiederum, daf? die Eingabe
der aufleren eingepréagten Kréfte ebenfalls lokalen Charakter haben muR3, d.h. die Summe
der Kréfte auf Randknoten muR den tatsachlichen Wert ergeben®.

Bei dem verwendeten Programm wird zur Vorgabe von Verschiebungen diese Verschie-
bung als Last im Lastvektor eingegeben, der Freiheitsgrad aber durch eine Randbedingung
gekennzeichnet. In diesem Fall mussen alle Prozessoren die gew(inschte Verschiebung er-
halten, dieser Wert des Lastvektors darf nicht lokal behandelt werden. Mit globalen Ein-
tragen der Verschiebungsvorgabe konnen alle Eintrdge auf die rechte Seite umgerechnet
werden, sodal sich wiederum eine lokale rechte Seite des zu lI6senden Gleichungssystems
ergibt.

5.8 Iterative Gleichungslésung

Zur Losung linearer diinn besetzter Gleichungssysteme auf Parallelrechnern werden Gbli-
cherweise iterative Verfahren bevorzugt, da sie einfacher parallelisiert werden kénnen und
effizienter arbeiten. Die hier verwendete parallele Implementierung der aus Abschnitt 4.2
bekannten iterativen Loser ist bereits in [121, 93] und [94] beschrieben und soll daher hier
nur kurz vorgestellt werden. Die Schwierigkeit bei der parallelen Implementierung der

8Wird also auf einen Knoten an einem inneren Rand zwischen zwei Prozessoren die Kraft F
aufgebracht, so darf die Last F' im parallelen Datensatz entweder auf diesen Knoten im Datensatz
des ersten Prozessors oder im Datensatz des zweiten Prozessors aufgebracht werden. Alternativ ist
es moglich, eine Last auf beiden Prozessoren mit dem Betrag von jeweils F//2 aufzubringen.
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iterativen Gleichungslésung liegt in der Bestimmung einer wirkungsvollen und dennoch
einfach zu berechnenden parallelen Vorkonditionierung.

Die wesentlichen Operationen, die fur den cg-, Lanczos bzw. QMR-Algorithmus erforder-
lich sind, betreffen

e \ektor-Aufdatierungen,
e Skalarprodukte,
e Matrix-Vektor Multiplikationen und das

e LoOsen des Vorkonditionierungssystems.
Sobald diese Operationen parallel mit der vorhandenen Datenverteilung durchgefihrt wer-
den konnen, ist auch das parallele Losen eines linearen Gleichungssystems maoglich. Diese

Operationen sollen in den nun folgenden Abschnitten am Beispiel des Lanczos Algorith-
mus aus Tabelle 4.6 kurz beschrieben werden.

5.8.1 Vektor-Aufdatierungen
Vektor-Aufdatierungen der Form

T; =1 + (¢ (5.7)
konnen lokal auf jedem Prozessor ohne Kommunikation ausgefuhrt werden. Dabei muf3

der Skalar ¢ global vorliegen, das Ergebnis hat lokalen oder globalen Charakter abhéngig
von dem Charakter der aufzuaddierenden Vektoren « und c.

5.8.2 Skalarprodukte
Im vorkonditionierten Lanczos Algorithmus sind zwei Skalarprodukte zu berechnen:
a=u z und B2 =r't. (5.8)

Wenn nun die Vektoren « und ¢ globale und die Vektoren z und  |okale Eintrége besitzen,
so konnen die Skalarprodukte als

np np
a=u"z=>Y u"z und F=rt=> rlt (5.9)
i=1 i=1

geschrieben werden. Es kdnnen dann also zunéchst lokale Skalarprodukte w” z; und r7'¢
gebildet werden, die dann tber einen fan-in Algorithmus bzw. eine MPI_ALLREDUCE Ope-
ration uber alle Prozessoren so aufsummiert werden missen, dal anschlieRend jeder Pro-
zessor den globalen Wert fiir o bzw. 52 vorliegen hat. Bei der Berechnung von u, z, r
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und ¢ ist also darauf zu achten, dal? der gewtiinschte lokale oder globale Charakter erreicht
wird. Fir w und ¢ wird der globale Charakter durch einen Kommunikationsschritt erzielt,
der lokale Charakter von » und z wird automatisch durch den lokalen Charakter der rechten
Seite des Gleichungssystems und einer entsprechenden Formulierung des Matrix-Vektor-
Produktes erreicht.

5.8.3 Matrix-Vektor Multiplikation

Da die Steifigkeitsmatrizen lokalen Charakter haben, kann das Matrix-\Vektor Produkt

np

z=Ku mit K=Y K; (5.10)
=1
als
np np
z=Y Ku=> z (5.11)
i=1 i=1

geschrieben werden. Es werden also lokale Matrix-Vektor Produkte auf den Prozessoren
mit dem globalen Vektor w gebildet. Als Ergebnis werden lokale Vektoren z; erhalten, wie
sie zur Berechnung der Skalarprodukte erwtinscht sind.

5.8.4 Losen des Vorkonditionierungssystems

Pro Lanczos Iteration ist ein Vorkonditionierungssystem Mt = r zu l6sen. Dabei muf3
die Vorkonditionierungsmatrix symmetrisch und positiv definit sein und das System soll
einfach — auch parallel — 16sbar sein. Beim parallelen Vorgehen werden Approximationen
M ; der Matrizen K ; berechnet, wobei die in Abschnitt 4.2.2 vorgestellten Verfahren wie
Jacobi, SSOR und Varianten der unvollstdndigen Faktorisierung eingesetzt werden.

Da die lokalen Steifigkeitsmatrizen K ; singulér sein kdnnen, wenn in einem isoliert be-
trachteten Gebiet noch translatorische bzw. rotatorische Freiheitsgrade enthalten sind, wer-
den die Uberlappenden Matrixeintrage tiber die Prozessoren aufaddiert, um positiv definite
lokale Steifigkeitsmatrizen zu erhalten. Um dies effizient zu gestalten, werden die Elemen-
te, die innere Randknoten enthalten, zuerst numeriert, um so diese Elementsteifigkeiten
zuerst zu berechnen. Nach der Berechnung aller Elementsteifigkeitsmatrizen an den in-
neren Randern kénnen alle Uberlappenden Matrixeintrdge asynchron versendet werden.
Wahrend des Kommunikationsvorganges konnen dann die restlichen Elementsteifigkeiten
berechnet werden. Das Empfangen und Aufaddieren der Eintrége erfolgt erst im Anschluf}
an die Berechnung der lokalen Steifigkeitsmatrizen. Auf diese Weise kann der Aufwand
zur Globalisierung der Matrixeintrage hinter der Berechnung der Steifigkeitsmatrix ver-
steckt werden (latency hiding), da sich im Allgemeinen sehr viel mehr Elemente im Innern
des Netzes befinden, als an den Randern. Zur Matrix-Vektor Multiplikation wird weiterhin
die lokale Steifigkeitsmatrix verwendet.
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\ollstandig parallel kann anschlielend die Berechnung der lokalen Vorkonditionierungs-
matrizen M ; und das Losen der lokalen Vorkonditionierungsprobleme M ;t;, = r; erfol-
gen. An den tberlappenden Knotenfreiheitsgraden werden auf unterschiedlichen Prozesso-
ren unterschiedliche Werte berechnet, sodaR eine Vor- und Nachgewichtung, wie sie in [93]
bzw. [121] beschrieben ist, durchgefiihrt werden muR. Als vorteilhafteste Gewichtung hat
sich eine Mittelung, d.h. eine Gewichtung

np
M~ =Y E;M;'E, (5.12)

=1

mit positiv definiten Diagonalmatrizen E; herausgestellt, wobei die Diagonaleintrage in
E; Null sind, sofern die Zeilen in M ; Null-Vektoren sind und ansonsten den Wert \/%
besitzen. Dabei ist m die Anzahl der Prozessoren, die den betreffenden Knoten gemeinsam
besitzen. Mit dieser Wahl wird die Beziehung

np
S E; =1 (5.13)
=1

erfullt. Andere Gewichtungsmdglichkeiten und Vergleiche zwischen den einzelnen Sche-
mata werden ausfihrlich in [93] und [94] diskutiert. Es ist zu Beachten, dal3 bei der prak-
tischen Durchfihrung dieser Gewichtung erneut ein Kommunikationsschritt notwendig
wird.

5.9 Weitere Aspekte der Parallelisierung
5.9.1 Details zur Globalisierung der lokalen Steifigkeitsmatrizen

Wie bereits in Abschnitt 5.8.4 geschildert, miissen die lokalen Steifigkeitsmatrizen zur Vor-
konditionierung globalisiert werden, d.h. es mussen alle Matrixeintrége, die den inneren
Réandern zwischen den Prozessoren entsprechen, iber alle angrenzenden Prozessoren auf-
summiert werden. Dabei gibt es zum einen Matrixeintrage, die sich fur die Knoten an den
inneren R&ndern ergeben und Matrixeintrége, die von den Kanten entlang den inneren Ran-
dern stammen. Die Knoten an den inneren Réndern sind bereits in den Datensétzen gekenn-
zeichnet (siehe Abschnitt 5.7), die inneren Randkanten mussen aber noch bestimmt wer-
den. Da Letztere vom Elementtyp abhéngig sind, muf3 ein Algorithmus gefunden werden,
der unabhangig vom Elementtyp unter Kenntnis der Randknoten die Randkanten ermittelt.
Es wird also in jedem Fall Information tUber den Elementtyp bendétigt, die zusatzlich (z.B.
uber Kennungen zu Postprozessing-Zwecken) verfugbar sein muf3. Dann kénnen, wie aus
Abbildung 5.13 und Tabelle 5.1 ersichtlich ist, fir jeden Knoten des jeweiligen Element-
typs alle benachbarten Knoten (und damit die moglichen Kanten) bestimmt werden. Bei
einem ebenen 4-knotigen Element ist beispielsweise der Knoten 2 immer mit den Kno-
ten 1 und 3 durch eine Kante verbunden, bei einem 8-knotigen Scheibenelement stets mit
den Knoten 5 und 6, bei einem 8-knotigen Volumenelement mit den Knoten 1, 3 und 6
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ebenes 4-Knoten ebenes 8-Knoten 8-Knoten 10-Knoten
Element Element Volumenelement Tetraederelement
1[2 4 1[5 8 1/2 4 5 1[5 7 8
211 3 215 6 2|1 3 6 215 6 9
312 4 316 7 312 4 7 316 7 10
411 3 4|7 8 411 3 8 4 18 9 10
o 511 2 5/1 6 8 5 (1 2
6|12 3 6|2 5 7 6 |2 3
713 4 713 6 8 711 3
8314 1 8|14 5 7 8|1 4
- o 912 4
103 4

Tabelle 5.1: Mogliche Randkanten fiir verschiedene Elementtopologien

und bei einem 10-knotigen Tetraederelement mit den Knoten 5, 6 und 9. Sind nun zwei
Knoten Randknoten zum selben Gebiet und existiert eine Elementkante zwischen diesen
beiden Knoten, so handelt es sich um eine Randkante und es mussen die entsprechenden
Matrixeintrage aufaddiert werden.

Fir ein einfaches Beispiel mit einem geraden Rand zwischen zwei Gebieten ist der Zusam-
menhang zwischen Randknoten bzw. -kanten und den Matrixelementen in Abbildung 5.14
dargestellt. Zur groReren Ubersichtlichkeit wird angenommen, daB es sich um 4-knotige
Scheibenelemente mit zwei Freiheitsgraden pro Knoten handelt. Im linken Teilgebiet ha-
ben die drei betrachteten Randknoten die Nummern 17, 18 und 19, im rechten Teilgebiet
(grau unterlegt) 1, 2 und 3. In jedem Teilgebiet haben die Knoten im Allgemeinen unter-
schiedliche Nummern, die Reihenfolge der Numerierung ist aber immer gleich. Weist ein
Knoten im seriellen Ausgangsdatensatz eine gréfiere Nummer auf als ein zweiter Knoten,
so ist dies auch im parallelen Datensatz der Fall. Dadurch sind die sich entsprechenden
Randknoten eindeutig in den Teilgebieten identifizierbar. Den Freiheitsgraden der Kno-
ten 17, 18 und 19 im linken Teilgebiet seien die Gleichungsnummern 51, 52, 53, 54 und
55 zugeordnet. Ein Freiheitsgrad des Knotens 19 sei festgehalten. In dem rechten Teil-
gebiet entsprechen den selben Knoten 1, 2 und 3 die Freiheitsgrade 1, 2, 3, 4 und 5. Im
linken Teilgebiet kénnen nun die dem inneren Rand entsprechenden Matrixelemente be-

10

Abbildung 5.13: Verschiedene Elementtopologien
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(5.5
(55)19 @3 (5 (3,3) (3,4) (3,5) (4,4) (4,5)
(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (2,2) (2,3) (2,4)

(53,54) 18 @ 2 (3.4)

(55,55)
(53,53) (53,54) (53,55) (54,54) (54,55)

(51,52) 17 @ 1(1.2) (51.51) (51,52) (51,53) (51,54) (52.52) (52,53) (52,54)

Abbildung 5.14: Randkanten und entsprechende Matrixelemente

ginnend mit dem ersten Freiheitsgrad des Knotens 17 bestimmt werden. Da die Steifig-
keitsmatrix symmetrisch ist, miissen nur Matrixelemente im oberen Dreieck berticksichtigt
werden. Dem ersten Freiheitsgrad des Knoten 17 entsprechen die Matrixeintrage (51,51)
und (51,52), der Randkante zum Knoten 18 die Matrixelemente (51,53) und (51,54). Dem
zweiten Freiheitsgrad entsprechen die Matrixelemente (52,52), (52,53) und (52,54), aus
Symmetriegrinden muf3 der Matrixeintrag (52,51) kein zweites Mal verschickt werden.
Ebenso kénnen im linken Teilgebiet die weiteren Matrixelemente bestimmt werden. Die
entsprechenden Matrixeintrage im rechten Teilgebiet konnen Abbildung 5.14 entnommen
werden.

5.9.2 Statische nichtlineare Finite Element Berechnungen

Bei nichtlinearen, statischen Berechnungen unter Verwendung des Newton-Raphson Ver-
fahrens muB in jedem Lastschritt mindestens eine Gleichungsldsung durchgeftihrt werden.
Daflr wird zunédchst eine neue tangentielle Steifigkeitsmatrix erstellt. Da der iterative Lo-
ser auf jedem Prozessor die globalen Losungskomponenten liefert, kann die Erstellung oh-
ne Kommunikation erfolgen. Gleiches gilt fur die Erstellung des Residualvektors, der an-
schlielend lokalen Charakter besitzt, was zur L6sung des nachsten inkrementellen Schrit-
tes korrekt ist, da der Loser eine lokale rechte Seite verlangt. Auch das Aufdatieren der
Verschiebungen kann lokal ablaufen, da alle berechneten Verschiebungen stets globalen
Charakter besitzen. Ebenso lauft die Durchfuhrung einer Verschiebungssteuerung ohne zu-
satzlichen Aufwand ab, da der Verschiebungsvektor stets globalen Charakter hat, und wie
zuvor in Abschnitt 5.7.2 geschildert, die Lastvorgabe auch global vorgegeben ist.

Bei Verwendung des Bogenlangenverfahrens hingegen, siehe Abschnitt 2.3.2, sind weitere
Skalarprodukte zu berechnen, die Kommunikation erfordern. Dabei ist es nicht (wie beim
iterativen Gleichungsloser) der Fall, daB einer der beiden Vektoren lokalen und der andere
globalen Charakter hat. Deshalb mul3 Letzteres gegebenenfalls erzwungen werden. Haben
beide Vektoren globalen Charakter, kann einer der beiden Vektoren durch Multiplikation
mit der Gewichtungsmatrix E; in einen Vektor mit lokalem Charakter (berfiihrt werden.
Dann kann das Skalarprodukt, wie in Abschnitt 5.8.2 beschrieben, berechnet werden. Ha-
ben dagegen beide Vektoren lokalen Charakter, so mussen die Komponenten eines Vektors
uber alle Prozessoren aufsummiert werden.
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5.10 Parallele Vergleichsberechnungen

In diesem Abschnitt werden einige Ergebnisse fur die in Abschnitt 3 vorgestellten Proble-
me prasentiert, die mit der in den vorigen Abschnitten dargestellten Vorgehensweise erzielt

wurden.
Zunachst wird ein lineares, anschlieBend ein nichtlineares Problem betrachtet.

5.10.1 Lineares Problem: Zahnkrone

Zunachst wird das Netz flr das Problem aus Abschnitt 3.1 mittels des Spektralbisektions-
verfahrens auf die Prozessoren verteilt, siehe Abbildung 5.15. Die Verteilung der Elemen-
te auf die Prozessoren erfolgt hierbei unabhéngig von den Materialeigenschaften im ur-

sprunglichen Netz.

Die parallelen Berechnungen wurden auf einer IBM SP2 mit bis zu 32 Prozessoren durch-
gefiihrt. Zur iterativen Lésung wurde das cg-Verfahren mit Jacobi- bzw. MPILU-Vorkon-
ditionierung eingesetzt. In Abbildung 5.16 ist der inkrementelle speedup dargestellt; beim
Einsatz von doppelt so vielen Prozessoren wird eine Halbierung der Rechenzeit angestrebt,
d.h. ein inkrementeller speedup von Zwei. Dies ist bei diesem Problem bis zu 32 Prozesso-
ren nahezu durchgéngig erfillt. Der inkrementelle speedup liegt stets zwischen 1.7 und 2.0.
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Abbildung 5.15: Zahnkrone — Gebietszerlegung fiir 8 und 16 Prozessoren (Spektralbi-
sektion)
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Abbildung 5.16: Inkrementeller speedup fiir die Zahnkrone

Fur die MPILU-Vorkonditionierung konnte kein serielles Ergebnis erzielt werden, da hier-
far mehr als 250 MByte Hauptspeicher notwendig wéren, die nicht verfugbar waren. Daher
wird die bendtigte Zeit fir die Rechnung auf zwei Prozessoren zum Vergleich genutzt.

Es ist feststellbar, dal? das Verfahren mit der MPILU-Vorkonditionierung besser skaliert
als mit Jacobi-Vorkonditionierung, trotz seines lokalen Charakters. Daruiber hinaus flhrt
diese Vorkonditionierung auch zur absolut schnelleren Lésung des Problems (bei 32 Pro-
zessoren: Jacobi 115 s, MPILU 75.3 s). Der leicht Gberlineare speedup bei 4 Prozessoren
flr die Jacobi Vorkonditionierung ist mit hoher Wahrscheinlichkeit das Ergebnis von Ver-
zbgerungen beim Schreiben von Ausgabedaten auf die Festplatte bei der Berechnung mit
zwei Prozessoren.

5.10.2 Nichtlineares Problem: Rohrkreuz

Fur die komplette nichtlineare Berechnung des Rohrkreuzes sind die Rechenzeiten auf der
IBM SP2 fiir unterschiedliche Prozessorzahlen und unterschiedliche Vorkonditionierungs-
strategien in Abbildung 5.17 dargestellt. Die Berechnungen auf einem Prozessor wurden
zwar alle auf dem gleichen Rechner durchgefiihrt wie die parallelen, jedoch ist aus Abbil-
dung 5.17 ersichtlich, dal? die seriellen Berechnungen verglichen mit der parallelen Durch-
fihrung auf zwei Prozessoren unerwartet lange Rechenzeiten bendtigen. Da in der paral-
lelen Programmversion (dies gilt insbesondere fir die Jacobi Vorkonditionierung) jedoch
das serielle Verfahren &quivalent ablauft, ist der beobachtete superlineare speedup nicht das
Ergebnis des Algorithmus, sondern die Ursache hierfir muB in der unterschiedlichen Be-
handlung paralleler und serieller Berechnungen seitens der Systemadministration vermutet
werden. Dieser Effekt wurde erst nach einer Erweiterung des eingesetzten Parallelrechners
beobachtet, daher ist nur dieses Ergebnis hiervon betroffen. Die Angabe eines speedup ist
hier demnach nicht sinnvoll.

Bei einer Verdoppelung der Prozessoranzahl ist in Abbildung 5.17 Uber weite Bereiche
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Abbildung 5.17: Rechenzeiten fiir Rohrkreuz auf IBM SP2 mit unterschiedlichen Pro-
zessorzahlen

jeweils eine nahezu lineare Abnahme in der doppelt logarithmischen Darstellung der Re-
chenzeit bis zu 16 Prozessoren zu beobachten. Es ist also ein nahezu konstanter inkre-
menteller speedup festzustellen, der fur eine Verdoppelung der Prozessoranzahl etwa bei
1.8 liegt. Bei der Verwendung hoherer Prozessoranzahlen verschlechtert sich diese Eigen-
schaft zunehmend. Ursache hierfir ist die konstante Problemgréfie, d.h. die Teilgebiete, die
von den einzelnen Prozessoren bearbeitet werden, werden mit steigender Anzahl von Pro-
zessoren immer Kleiner — der Berechnungsaufwand sinkt, im Verhéltnis dazu steigt jedoch
der Kommunikationsaufwand aufgrund der inneren Rénder.

Bei diesem Beispiel erweist sich die Block-MPILU-Vorkonditionierung, &hnlich wie bei
der seriellen Vergleichsberechnung (siehe Abbildung 4.14), als die effizienteste Wahl, ge-
folgt von der MPILU- und FLILU- Vorkonditionierung. Auch bei der parallelen Bearbei-
tung ist die NDILU-Vorkonditionierung nicht konkurrenzfahig, obwohl die Bestimmung
einer Besetzungsstruktur mit immer kleiner werdenden, lokalen Teilmatrizen deutlich effi-
zienter sein sollte.

Insgesamt ist zu bemerken, daR die Gesamtrechenzeit dieses Problems von ca. 10 Stunden
auf nur noch etwa 20 Minuten reduziert werden konnte. Auch im Hinblick auf die direk-
ten Losungsverfahren (siehe Abbildung 4.14) sind die hier mit den iterativen Verfahren
erzielten Rechenzeiten ausgezeichnet.

5.11 Wertung der Resultate

Die in Abschnitt 5.10 ermittelten Ergebnisse zeigen, dall mit der in der vorliegenden Ab-
handlung vorgestellten Parallelisierungsstrategie eine effiziente Durchfiihrung paralleler
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nichtlinearer Strukturanalysen maglich ist. Insbesondere fiir die Problemklassen, fir die
iterative Loser vorteilhaft sind, d.h. gut konditionierte Kontinuumsprobleme, kann bei ent-
sprechend grofien Systemen ein praktisch optimaler speedup erreicht werden. Bei schlech-
ter konditionierten Schalenproblemen ist zwar gegenuber der sequentiellen iterativen Lo-
sung ebenfalls ein guter speedup erzielbar, im Vergleich zu direkten Losungsstrategien
bzw. gemischt iterativ-direkten Verfahren (siehe Abschnitt 4.4.3) verliert die parallele Ver-
sion mit dem rein iterativen Gleichungsldser an Effizienz, siehe hierzu auch [123]. Dort
wird dies an der statischen axialen Belastung eines imperfekten Zylinders gezeigt. Nur mit
dem Einsatz vieler Prozessoren kann Uberhaupt eine Reduktion der Berechnungszeit ge-
genuber der sequentiellen Berechnung erreicht werden. Dies ist aber nicht die Folge der
parallelen Implementierung. Dieses Verhalten kann namlich auch bei rein sequentiellen
iterativen Berechnungen beobachtet werden. Fir solche extrem schlecht konditionierten
Probleme ist der hier vorgestellte iterative Gleichungsloser ungeeignet. Eine sequentielle
Berechnung mit direkten bzw. gemischt iterativ-direkten Losungsverfahren oder auch eine
Mehrgitter- oder Multilevelstrategie ist flir solche Probleme zu bevorzugen.



98

6 Einige numerische Aspekte bei Finiten Element
Berechnungen

In diesem Abschnitt werden rein numerische Aspekte bei der Losung von Finiten Ele-
ment Problemen anhand zweier Beispiele diskutiert. Speziell handelt es sich um Imple-
mentierungsfragen. Bei dieser Fragestellung soll gezeigt werden, dal? diese fiir das jeweils
untersuchte Verfahren von hoher Bedeutung sind, da die Bewertung — sowohl beziglich
Funktionsfahigkeit als auch bezuglich Effizienz des Verfahrens — in hohem Mafe davon
betroffen ist. Im unginstigsten Falle kénnte das Verfahren als solches als nicht funktions-
fahig verworfen werden, obwohl es nur nachlassig bzw. ungunstig implementiert wurde.
Interessant in diesem Zusammenhang ist insbesondere, daR allein die Parallelisierung ei-
nes Algorithmus das numerische Ergebnis andern kann und schlimmstenfalls zum Versa-
gen der parallelen Version fiihren kann. Dieser Fall des Versagens, wie z.B. der Verlust
von Konvergenz, kann vom Anwender erkannt und die Berechnung entsprechend bewertet
werden. Félle, in denen jedoch numerisch unterschiedliche Ergebnisse aus den Berechnun-
gen resultieren, fallen allerdings nur dann auf, wenn sie der Erfahrung des Ingenieurs grob
widersprechen und sind deshalb besonders “geféhrlich”. Aus diesem Grund sollten nume-
rische Aspekte bei der Diskussion von erzielten Ergebnissen verstarkt beachtet werden, um
auch numerische Sensitivitaten der Verfahren bzw. Algorithmen offenzulegen.

Im folgenden Abschnitt wird zuerst die statische Kondensation von sogenannten EAS-
Parametern [133] untersucht, was sowohl fiir sequentielle als auch flr parallele Berechnun-
gen von Interesse ist. Ein rein paralleles Problem folgt mit der Betrachtung der parallelen
Berechnung des Skalarproduktes.

6.1 Uber die Kondensation von EAS-Parametern bei “Solid
Shell” Elementen

Eine Methode zur Vermeidung unerwinschter Versteifungseffekte stellt die sogenannte
EAS-Methode? dar, die auf Simo und RiFAI [133] zuriickgeht. In [61] wurde diese Metho-
de auch auf die in [60] entwickelten “Solid Shell” Elemente angewendet, die im Gegensatz
zu den auf dem degenerierten Schalenkonzept basierenden Elementen nur mit \erschie-
bungsfreiheitsgraden formuliert sind. Bei den numerischen Untersuchungen fur nahezu in-
kompressibles Materialverhalten traten unerwartet starke Konvergenzprobleme innerhalb
des Newton-Raphson Verfahrens auf. Letztere stellten sich als Folge einer Kombination
aus ungeschickter Implementierung und numerischen Einfliissen heraus.

Dazu wird kurz die Behandlung der EAS-Parameter eingegangen, wie sie in [60] geschil-
dert ist, um anschlieRend numerisch unterschiedliche Losungsprozeduren zu formulieren.
Anhand eines einfachen Beispiels werden dann die verschiedenen Algorithmen miteinan-
der verglichen. Um das Konvergenzverhalten der EAS-Elemente einzuschétzen, findet ein
weiterer Vergleich mit dem EAS3Dq Element aus [60] statt, das in Dickenrichtung ohne

9Enhanced Assumed Strain.
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die erweiterte Verzerrungen (EAS) formuliert ist.

6.1.1 Kondensation innerer EAS-Parameter

Bei den EAS-Parametern handelt es sich um innere Elementvariablen, die flr eine L6-
sung vorab auskondensiert werden kdnnen. Beim sogenannten Auskondensieren wird ei-
ne Block-GauRl Elimination ausgefiihrt, die im Sprachgebrauch der Mechanik als “stati-
sche Kondensation” bezeichnet wird (siehe z.B. [66]) und in der Mathematik als “Schur-
Komplement” bekannt ist [22].

Die Elementsteifigkeitsmatrix kann formuliert werden als [60]

x o] o

K%AS = [ Lt D¢

Dabei ist K¢ die Elementsteifigkeitsmatrix, zu der die Verschiebungsfreiheitsgrade d° ge-
horen, und D° ist die EAS-Matrix, der die EAS-Parameter o zugeordnet sind. Die Kopp-
lung wird durch die Matrix L¢ bzw. L*" beschrieben. Die Bezeichnungen dieser Matrizen
entstammen [60] und sind nicht zu verwechseln mit den in Kapitel 4 verwendeten Symbo-
len fur die Faktoren bei der direkten Gleichungslésung.

Die Ausfuhrung der statischen Kondensation fuihrt auf die tangentielle Elementsteifigkeits-
matrix

K. =K‘'—L"D" 'L (6.2)
und den Elementresidualvektor
p*=pl, —r°+ L D" pf . (6.3)

Der Vektor p$, ,¢ ergibt sich aus der nichtlinearen Formulierung der EAS-Methode, siehe
z.B. [60]. Das Aufdatieren der internen EAS-Parameter « in der Iteration &k + 1 erfolgt Gber

of,, = af — D (LEAdS + P). (6.4)

Fur die Bedeutung der Matrix P°¢ wird auf [60] verwiesen.

Alternativ kann aber auch die Matrix (6.1) als Elementsteifigkeitsmatrix in das globale
Gleichungssystem eingebaut werden. Die EAS-Parameter werden dann als globale Frei-
heitsgrade betrachtet, das Aufdatieren erfolgt analog zu den Verschiebungsfreiheitsgraden.
Diese Variante soll anschliefend zum Vergleich dienen.
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6.1.1.1 Algorithmus EAS-1

In einem ersten Algorithmus wird zunéchst die Matrix D' berechnet, die ebenfalls fur
die Gleichungen (6.2) und (6.3) bendtigt wird. Die Aufdatierung der EAS-Parameter
erfolgt durch

af,, =a — D" 'LiAd; — D° P5, (6.5)

vergleiche Gleichung (6.4). Offensichtlich ist die Aufdatierung nach Gleichung (6.5) weni-
ger effizient als nach Gleichung (6.4). Durch die Berechnung nach Gleichung (6.5) treten
aber einige numerische Eigenschaften deutlicher hervor. In Abschnitt 6.1.3 wird dieser
Sachverhalt nochmals diskutiert. Dieses Vorgehen wird im Folgenden als “EAS-1" be-
zeichnet.

6.1.1.2 Algorithmus EAS-2

In einer alternativen Vorgehensweise wird die Gleichung (6.4) wie folgt umgestellt. Zu-
nachst wird der Term L;Ad; + Pj, ausgewertet und in einem Vektor = abgespeichert.
Daraus resultiert die Gleichung

af —af,, =D 'z, (6.6)
die mit D° von links multipliziert werden kann und
D*(af — af,) =@ (6.7)

liefert. Das Gleichungssystem (6.7) kann mittels eines GauR’schen Eliminationsverfahrens
aufgeldst werden. Zur Erhdhung der numerischen Genauigkeit kann dabei auch noch eine
numerische Pivotsuche erfolgen. Diese Variante wird im Folgenden als “EAS-2” bezeich-
net.

In gleichem Sinne 18Rt sich auch die Berechnung von (6.2) und (6.3) umformulieren. Da-
bei wurden aber keine numerischen Unterschiede bemerkt. Die wesentlichen Unterschie-
de zwischen den zwei vorgeschlagenen Algorithmen liegen in der Vermeidung eines in
Algorithmus EAS-1 notwendigen zusatzlichen Matrix-Matrix Produktes und in dem Er-
setzen von Multiplikationen mit der invertierten Matrix D¢ durch das Lésen linearer
Gleichungssysteme.

6.1.2 Vergleich der Algorithmen EAS-1 und EAS-2 am Beispiel eines
Kragarmes

Fir numerische Untersuchungen wird der in [61] verwendete Kragarm unter Einsatz der
EAS3DEAS Elementformulierung herangezogen, siehe Abbildung 6.1.
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Abbildung 6.1: Geometrie und Materialdaten des Kragarmes

Zum Vergleich wird auch die oben angesprochene Mdoglichkeit herangezogen, die inneren
EAS-Parameter in das globale Gleichungssystem zu integrieren. Der Nachteil ist hierbei in
einem (nicht unerheblich) groReren Gesamtproblem zu sehen, was insbesondere fir paral-
lele Berechnungen nachteilig ist, da Berechnungen in den Elementen vollstdndig parallel
ablaufen, wohingegen zur Losung des linearen Gleichungssystems Kommunikation erfor-
derlich ist. Dieses Vorgehen wird als “ohne Kondensation” bezeichnet.

In Abbildung 6.2 ist der Last-Verformungspfad der Durchbiegung w4 fur unterschiedliche
Werte von v bei Berechnung ohne Kondensation angegeben, in den Abbildungen 6.3 und
6.4 sind die Last-Verformungspfade fir die Algorithmen EAS-1 und EAS-2 dargestellt.
Hierbei wurde in allen Fallen tbereinstimmend das in [61] angegebene Ergebnis erreicht.
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Abbildung 6.2: Last-Verformungspfade fiir Berechnung ohne Kondensation
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Abbildung 6.3: Last-Verformungspfade fiir Berechnung mit Algorithmus EAS-1
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Abbildung 6.4: Last-Verformungspfade fiir Berechnung mit Algorithmus EAS-2

Fur den Algorithmus EAS-1 muf3te bei » = 0.499 die Schrittweite jedoch auf 1/50 reduziert
werden, um Konvergenz zu erzielen, siehe Abbildung 6.3. Dennoch waren zusétzlich zum
Teil Gber 50 Iterationen pro Lastschritt notwendig.

Deshalb soll das unterschiedliche Konvergenzverhalten der unterschiedlichen Algorithmen
im folgenden Abschnitt genauer betrachtet werden.
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6.1.2.1 Konvergenzverhalten
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Abbildung 6.5: Tterationszahlen fiir v = 0.0

In Abbildung 6.5 ist die Anzahl der Iterationen fur jeden der 10 Lastschritte fur die drei
Berechnungsvarianten und v = 0.0 abgebildet. Es ist zu sehen, dal? sich die drei Varianten
nicht unterscheiden — weder in der Losung, noch im numerischen Verhalten.

In Abbildung 6.6 sind die Iterationen pro Lastschritt fir » = 0.3 abgebildet. Hier zeigt
sich ein deutlicher Anstieg der Iterationen bei dem mit EAS-1 bezeichneten Algorithmus.
Die Iterationszahlen der Berechnung ohne Kondensation und EAS-2 unterscheiden sich

hingegen nicht.

In Abbildung 6.7 sind die Iterationen pro Lastschritt fur » = 0.499, also den nahezu in-
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Abbildung 6.6: Tterationszahlen fiir v = 0.3
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Abbildung 6.7: Tterationszahlen fiir v = 0.499

kompressiblen Fall, abgebildet. Hier sind keine Angaben fiir EAS-1 enthalten, da dafir nur
mit einem 50-fach kleineren Lastschritt eine Losung erzielt werden konnte. Es sei bemerkt,
daf? fur das EAS-1 Vorgehen auch deutlich mehr Iterationen pro Lastschritt bendtigt wer-
den, als fiir die beiden anderen Varianten. Die Iterationszahlen dieser beiden letztgenannten
Varianten unterscheiden sich auch fur hohe Werte von v — 0.5 nicht. Dabei wurde flr den
Algorithmus EAS-2 weder zur Losung der Gleichung (6.7), noch zur Invertierung von D®
eine numerische Pivotsuche eingesetzt.

6.1.2.2 Vergleich mit dem ANS3Dq Element

In den Abbildungen 6.5 bis 6.7 steigen die bendétigten Iterationen mit wachsender Inkom-
pressibilitat. Um zu entscheiden, ob dieses Verhalten spezifisch fir Elemente nach dem
EAS-Konzept ist, werden zum Vergleich fur » = 0.0, 0.3 und 0.499 die Iterationszah-
len pro Lastschritt fir ein ANS3Dq Element [60] angegeben, bei denen die untersuchte
Kondensation von EAS-Parametern nicht erforderlich ist, siehe Abbildung 6.8.

Auch fir dieses Element steigt die Anzahl der Iterationen in etwa dem gleichen Umfang
an, wie es auch bei dem untersuchten EAS3DEAS Element der Fall ist. Dieser Anstieg ist
folglich keine Folge der EAS-Implementierung.

6.1.3 Zusammenfassung und Diskussion

In diesem Abschnitt wurden drei Varianten zur Behandlung von EAS-Parametern einge-
fuhrt. Eine Variante besteht darin, die EAS-Parameter nicht zu kondensieren sondern als
globale Freiheitsgrade zu betrachten und im globalen Gleichungssystem zu l6sen. Die-



6.1 UBER DIE KONDENSATION VON EAS-PARAMETERN 105

Cdv=00 E@v=03 mmv=0499

e

Lastschritte

Iterationszahlen

Abbildung 6.8: Iterationszahlen fiir ANS3Dq Element

se Variante ist aus Effizienzgriinden weniger attraktiv als die statische Kondensation. Zwei
auf einer statischen Kondensation basierende Algorithmen unterscheiden sich nur hinsicht-
lich der numerischen Behandlung der Aufdatierung der EAS-Parameter. Dennoch treten
hier erhebliche numerische Unterschiede auf, die ihre Ursache in zusétzlichen numeri-
schen Operationen beim Algorithmus EAS-1 gegenliber EAS-2 haben. Dal} die Ursache
nicht in der Inversion der Matrix D* zu sehen ist, wird zum einen dadurch bestatigt, daf3
eine Multiplikation der Inversen mit der urspringlichen Matrix wieder die Einheitsmatrix
ergibt und zum anderen durch die Tatsache, daB die mit D¢ ' berechneten Tangentenstei-
figkeitsmatrizen und Elementresiduen zu guter Konvergenz und zu korrekten Ergebnissen
im Zusammenhang mit dem Algorithmus EAS-2 fiihren. Ein Vermeiden dieser Inversion
durch wiederholte Gleichungslésung (im Sinne der Vorgehensweise bei der Aufdatierung
der EAS-Parameter bei Algorithmus EAS-2) flhrt auch bei v = 0.499 zu den gleichen
Ergebnissen wie bei Algorithmus EAS-2.

Wird in Algorithmus EAS-1 die Berechnung der EAS-Parameter, wie aus Gleichung (6.4)
ersichtlich, zuerst durch Auswertung des Klammerterms und anschlieBender Multiplika-
tion vorgenommen, so wird damit fur das Kragarm Beispiel ein zu Algorithmus EAS-2
aquivalentes Verhalten erreicht.

Allerdings ist das nicht immer der Fall: Bei der Untersuchung der Biegung einer diinnen
quadratischen Platte (siehe [32]) kann mit dem verbesserten Algorithmus EAS-1 bereits im
ersten Lastschritt keine Konvergenz mehr erzielt werden. Auch mit dem Algorithmus EAS-
2 wird im funften Lastschritt keine Konvergenz mehr erreicht, auBRer zur Losung von (6.7)
wird ein Algorithmus mit numerischer Pivotsuche eingesetzt, der sinnvollerweise ebenso
bei der Invertierung von D¢ fur die Gleichungen (6.2) und (6.3) genutzt werden kann.
Dann kann das vollstandige Last-Verformungsverhalten auch mit EAS Elementen berech-
net werden.
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Hieraus kann geschlossen werden, dal? die Kondensation der EAS-Parameter numerisch
aulRerst sensitiv ist. Um die globale Konvergenz nicht negativ zu beeinflussen, ist es uner-
laklich, die Kondensation mit hochster Sorgfalt zu implementieren um numerische Unge-
nauigkeiten zu vermeiden. Dann liefert die EAS-Methode auch fiir “Solid Shell” Elemente
effiziente Ergebnisse.

6.2 Verteilte Berechnung des Skalarproduktes

In Abschnitt 5.8.2 wurde die parallele Berechnung des Skalarproduktes zweier Vektoren
beschrieben. Dabei wurde angestrebt, daf3 einer der beiden Vektoren globalen, der andere
hingegen lokalen Charakter besitzt, da dann das Skalarprodukt besonders effizient parallel
berechenbar ist.

Bei nichtlinearen parallelen Finiten Element Berechnungen wurde nun beobachtet, dali
kurz vor der Konvergenz des Newton-Raphson Verfahrens, also bei der Lésung des letzten
linearen Gleichungssystems, keine Konvergenz des iterativen Losers erzielt wurde. Dies
steht im Widerspruch mit dem Verhalten des dquivalenten sequentiellen Verfahrens und
ist unabhéngig von der gewéhlten Vorkonditionierung. Die auffallende Eigenschaft der
“letzten Losung” ist die niedrige Norm der rechten Seite. D.h., die Norm der Ungleich-
gewichtskrafte ist sehr klein, da die Gleichgewichtsbeziehung nahezu erfullt ist. In diesem
Falle wird durch das Abbruchkriterium (4.94) eine groRe Genauigkeit der zu berechnen-
den Losung verlangt, da das Residuum durch die Norm der rechten Seite dividiert wird.
Numerische Einflisse machen sich also hier besonders stark bemerkbar.

Da unter Verwendung der Jacobi-Vorkonditionierung das sequentielle und das parallele ite-
rative Verfahren identisch ablaufen mufte, die parallele Variante jedoch im Gegensatz zur
sequentiellen Berechnung nicht konvergiert, ist die Ursache in der parallelen Implementie-
rung zu suchen. Bei der sequentiellen Berechnung des Skalarproduktes werden nacheinan-
der die entsprechenden Komponenten der Vektoren miteinander multipliziert und anschlie-
Rend addiert. Bei der in Abschnitt 5.8.2 beschriebenen parallelen Berechnung werden an
den Uberlappenden Komponenten jeweils nur Teile miteinander multipliziert und anschlie-
Rend in einem globalen Kommunikationsschritt aufsummiert. Die numerische Berechnung
des parallelen Skalarprodukt ist also gegenuber der sequentiellen Berechnung geandert.
Daher sind auch andere numerische Rundungsfehler zu erwarten. Dies kann, wie z.B. in
[88] geschildert, gravierenden Einfluf? auf das numerisch berechnete Ergebnis haben.

Die zur sequentiellen Berechnung dquivalente Vorgehensweise fiir die parallele Ermittlung
des Skalarproduktes 413t sich dadurch erreichen, daf die tiberlappenden Vektorkomponen-
ten zuerst auf einem Prozessor akkumuliert werden, der dann anschliefend den Beitrag die-
ser Komponente berechnet und dem Skalarprodukt hinzufligt. Damit konvergiert das paral-
lele iterative Verfahren in derselben Anzahl von Iterationen (bei Jacobi-Vorkonditionierung)
wie das sequentielle Verfahren.

Die in Abschnitt 5.10.2 gezeigten Ergebnisse werden mit der hier geschilderten Vorgehens-
weise erzielt, da andernfalls im ersten Lastschritt keine Konvergenz erreicht werden konnte
und als Folge keine parallele Bearbeitung moglich gewesen wére.
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7 Stabilititsuntersuchungen mit Finiten Elemen-
ten

In Abschnitt 2 wurden Vorgehensweisen zur numerischen Berechnung des Gleichgewichts
von Kontinua angegeben. Die Kenntnis einer Gleichgewichtslage eines mechanischen Sy-
stems erlaubt aber keine Aussage uber deren physikalische Realisierbarkeit. Dieses Pro-
blem tritt auf bei Nichteindeutigkeit, d.h. dann, wenn bei einer Belastungssituation mehrere
Gleichgewichtslagen moglich sind. In der Technik werden solche Probleme Verzweigungs-
oder Durchschlagprobleme genannt. Dieser Sachverhalt kann auch auf Bewegungen erwei-
tert werden. Uber die Realisierbarkeit einer Gleichgewichtslage entscheidet deren Stabili-
tat. In der klassischen Vorgehensweise wird hierbei das Verhalten eines mechanischen Sy-
stems beziglich Stérungen untersucht. Im einfachsten Fall sind dies momentane Stérungen
in den Koordinaten und Geschwindigkeiten. Handelt es sich um infinitesimale Stérungen,
dann spricht man von der Methode der kleinen Schwingungen. Ein System in einer stabi-
len Gleichgewichtslage reagiert unempfindlich auf solche Stérungen, bei einer instabilen
Gleichgewichtslage hat selbst eine kleine Stérung grofie Auswirkungen auf das System.
Damit kann eine Klassifizierung von Gleichgewichtslagen erfolgen. Der Nachteil dieses
Stabilitatsbegriffes liegt aber gerade in der Tatsache, daR dabei mit infinitesimal kleinen
Storungen gearbeitet wird und nicht mit realen, endlichen Stérungen. Zudem waére es wiin-
schenswert, die Stabilitat zu quantifizieren und so zu Aussagen (ber die Sensitivitat zu
gelangen. Mit dem Begriff der Sensitivitat wird die Empfindlichkeit einer stabilen Gleich-
gewichtslage eines mechanischen Systems gegentiber Stérungen bezeichnet.

In den folgenden Abschnitten soll zundchst der klassische Stabilitatsbegriff eingefihrt wer-
den. Ein wesentlicher Aspekt ist hierbei die Auswertung der Stabilitat mittels der Methode
der Finiten Elemente. Anschliefend wird der Versuch unternommen, die Sensitivitat ei-
ner stabilen Gleichgewichtslage zu bestimmen. Aulierdem soll ein Vorgehen vorgestellt
werden, mit dem sich systematisch benachbarte Gleichgewichtslagen ermitteln lassen, die
ansonsten nicht durch Pfadverfolgungsalgorithmen erreichbar sind.

7.1 Stabilitatsbegriff nach Ljapunov

In [95] hat LJAPUNOV die in der Mechanik und auch allgemein in den Wissenschaften
heute nach wie vor aktuelle Definition des Begriffes der Stabilitat gepragt. LIAPUNOV
betrachtet eine bekannte spezielle Bewegung und betrachtet sie als ungestort. Diese unge-
storte Bewegung wird nun mit einer gestorten Bewegung verglichen. Dazu wird zu einem
Zeitpunkt ¢, eine Storung auf die Koordinaten und/oder auf die Geschwindigkeiten auf-
gebracht. Die sich dann fur entsprechend kleine Stérungen einstellende Bewegung wird
als gestorte Nachbarbewegung bezeichnet. Die ungestorte Bewegung gilt als stabil, wenn
der Abstand der gestorten zur ungestérten Bewegung fiir alle Zeiten ¢ > t, kleiner als ein
vorgegebener positiver Wert ist, sofern die Stérung nur geniigend klein gewahlt wird.

Eine formalere Darstellung wird angelehnt an die Schreibweise in [59, 100] bzw. [58]. Eine
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Losung des Differentialgleichungssystems 1. Ordnung
= f(x,1), t > tg (7.1)

wird eindeutig durch ihre Anfangsbedingungen festgelegt und im Folgenden als a(x, to; t)
bezeichnet. Die Existenz dieser Losungen « und ihre Eindeutigkeit in dem jeweils betrach-
teten Gebiet wird vorausgesetzt. Dabei ist auch die triviale Losung (xy, to;t) = 0, also
Gleichgewicht moglich. Sei x(a, y;t) eine auf Stabilitat zu untersuchende Ldsung. Sie
wird als stabil bezeichnet, falls ||z (xo, to; t) — x(a, to; t)|| flr alle Zeiten kleiner als ein
beliebiges kleines vorgegebenes ¢ bleibt, sofern man nur x, gentigend nahe zu a wéhilt.

Die Bewegung x(a, ty; t) ist stabil, wenn zu jedem £ > 0 mite — 0 ein n(e) > 0 existiert,
sodaf

| &(xo, to; t) — x(a,to;t) ||<e fur ¢t >t (7.2)
gilt fur

&y —a[[<n(e). (7.3)
Dabei bezeichnet || ... || eine geeignete Vektornorm. Eine Bewegung, die nicht stabil ist,
ist instabil.

Als asymptotisch stabil wird die Bewegung x(a, to; t) bezeichnet, wenn

Jim | (xo, to;t) — x(a,ty;t) ||=0 (7.4)

gilt, die gestorte Bewegung also wieder in die ungestorte Bewegung Ubergeht (z.B. auf-
grund von Dampfung).

7.1.1 1. Methode nach Ljapunov

LJAPUNOV unterscheidet zwei Methoden zur Ldsung des Stabilitatsproblems. Die 1. Me-
thode beruht auf einer unmittelbaren Untersuchung der gestorten Bewegung — es mus-
sen also Losungen der entsprechenden Differentialgleichungen gefunden werden [97]. Oft
wird hierbei eine Reihenlésung durchgefihrt und héhere Terme vernachléssigt, die Stabi-
litdt dann anhand des linearisierten Problems diskutiert. Dies fihrt allerdings nicht immer
auf eine korrekte Stabilitatsentscheidung, wie sich anhand einfacher Beispiele zeigen 1aRt,
siehe [97].

7.1.2 2. oder direkte Methode nach Ljapunov

Bei der 2. Methode hingegen sucht man Funktionen V', sogenannte “Ljapunov-Funktionen”,
in Abhangigkeit von 2 und ¢ mit bestimmten Eigenschaften, die im Folgenden angegeben
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werden. Dadurch kann auf die Stabilitt geschlossen werden, ohne die Differentialglei-
chungen der gesttrten Bewegungen zu I6sen. Zur Untersuchung der Stabilitat einer Bewe-
gung x(a, to; t) ist es oft zweckméRig, eine Koordinatentransformation

z(t) = z(xo, to; t) — z(a, to; t) (7.5)
durchzufthren. Mit der Transformation (7.5) liefert Gleichung (7.1)

z = f(&(wo, to; 1)) — fw(a, to;t)) = f(z + z(a,to; 1) — f(z(a, to; 1),  (7.6)
d.h. eine Beziehung der Form

z=g(z,t). (7.7)
Die Untersuchung der Stabilitat der Lsung x(a, t; t) ist somit gleichwertig zur Untersu-

chung der Stabilitat der trivialen Lésung z(¢) = 0.

Der erste Stabilitatssatz fur die Stabilitat einer trivialen Losung z = 0 von LJAPUNOV 4Rt
sich folgendermaRen formulieren [58]:
Wenn man zu (7.1) eine positiv definite Funktion V' (z, ¢) finden kann, sodaf’

V(z,t) = aa_‘t/ +grad V - f(z,1)

negativ semidefinit ist oder identisch verschwindet, dannist dietriviale Lésung z = 0 von
(7.1) stabil.

Ein Beweis fur diesen Satz findet man z.B. in [97].

7.1.3 Sonderfall: Gleichgewichtslagen

Mit dem ersten Stabilitatssatz kann fiir konservative mechanische Systeme auch der Satz
von LAGRANGE-DIRICHLET hergeleitet werden [58], wenn die Summe aus potentieller
und kinetischer Energie als Ljapunov-Funktion verwendet wird. Dieser besagt:

Besitzt die potentielle Energie an der Stellexz = 0 ein Minimum, so ist die Ruhelage stabil.

Diese Aussage wird auch oft als das Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials bezeich-
net.

7.2 Behandlung von Stabilitdtsproblemen mit der Methode
der Finiten Elementen

Die mittels der Methode der Finiten Elemente getroffenen Stabilitdtsaussagen bezuglich
statischer Gleichgewichtslagen, die im Folgenden kurz beschrieben werden, beruhen auf
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dem Satz von LAGRANGE-DIRICHLET. Die gefundene Gleichgewichtslage d des diskre-
tisierten Systems erfillt zundchst Gleichung (2.58), die der algebraischen Darstellung des
Prinzips vom stationdren Wert des Potentials (2.39) entspricht. Zu untersuchen bleibt, ob
die potentielle Energie an dieser Gleichgewichtslage ein Minimum besitzt oder nicht. Da-
zu wird die 2. Variation des Potentials 6211 benotigt. Gleichung (2.58) muR also nach den
\erschiebungen d differenziert werden. Im Rahmen des Newton-Raphson Verfahrens wur-
de dies bereits durchgefiihrt, der Term DG|(d) ist die tangentielle Steifigkeitsmatrix K.
Die Untersuchung der gefundenen Gleichgewichtslage bezlglich Stabilitat reduziert sich
also auf die Untersuchung der Definitheit der tangentiellen Steifigkeitsmatrix. Ist Letzte-
re positiv definit, ist die Gleichgewichtslage stabil, andernfalls ist sie instabil. Dies kann
auch anschaulich interpretiert werden: Besitzt das mechanische System in der Gleichge-
wichtslage ausschlieBlich positive Eigenfrequenzen, so ist es schwingungsféhig. Bei einer
kleinen Storung wird es also kleine Schwingungen um die Gleichgewichtslage ausfuhren.
An der Stabilitatsgrenze, wenn mindestens ein Eigenwert Null ist, wird eine Translati-
onsbewegung maglich, das System wird kinematisch. Eine kleine Stérung kann also das
unbeschrénkte Anwachsen der Verschiebungen zur Folge haben. Bei mindestens einem
negativen Eigenwert wachsen die Verschiebungen unbeschrankt an.

In den folgenden Abschnitten werden hier die bekannten Kriterien zur Feststellung der
Definitheit, d.h. zur Stabilitatsuntersuchung mit Finiten Elementen angegeben.

7.2.1 Tragheit der tangentiellen Steifigkeitsmatrix

Wie bereits in Abschnitt 4.1 erwahnt, kann die Frage nach der Definitheit bei Verwendung
eines direkten Gleichungslésers, bei der eine Zerlegung der Form K, = LDL" vorge-
nommen wird, direkt durch Betrachtung der Vorzeichen der Elemente der Diagonalmatrix
D beantwortet werden. Dies beruht auf dem sogenannten Trégheitssatz von Sylvester. Un-
ter der Tragheit einer Matrix versteht man das Zahlentripel (m, z, p), wobei m die Anzahl
der Eigenwerte kleiner Null, z die Anzahl der Eigenwerte gleich Null und p die Anzahl
der Eigenwerte groRer Null ist. Der Begriff der Tragheit einer Matrix steht in keinerlei Zu-
sammenhang zur Tragheit eines mechanischen Systems. Der Trégheitssatz von Sylvester
besagt nun, dal die Trégheit (inertia) der symmetrischen Matrix A gleich der Trégheit von
X7 AX ist, wenn X nichtsingulr ist. Stellt man nun die Eigenwerte der tangentiellen
Steifigkeitsmatrix K1 als Diagonalmatrix A dar und ordnet die dazugehdrigen Eigenvek-
toren in der Matrix @ an, so ergibt sich:

inert(A) = inert(Q"K,Q) = inert(Q" LDL" Q) = inert( X" DX)
inert(D). (7.8)

Fiir nichtsingulare Matrizen K ist auch Q" L nichtsingular. Die Tragheit der Matrix der
Eigenwerte A ist gleich der Tragheit der Diagonalmatrix D, und damit stimmt auch die
Anzahl der negativen Eigenwerte tberein. Da die Eigenwerte einer Diagonalmatrix iden-
tisch mit den Eintrdgen dieser Matrix sind, kann an der Anzahl der negativen Eintrage in
D die Anzahl der negativen Eigenwerte von K abgelesen werden.
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Erfolgt die Losung der linearen Gleichungssysteme iterativ, so kann diese Aussage nicht
mehr so einfach getroffen werden. Unter Verwendung des Lanczos Algorithmus findet ei-
ne Transformation auf die Tridiagonalmatrix T statt (4.60), bei der die Tragheit erhal-
ten bleibt. Bei der Faktorisierung von T erhdlt man wie beim direkten Loser dann die
gewunschte Information. Dies gilt auch fir den vorkonditionierten Algorithmus, da der
Tragheitssatz ebenfalls auf die Transformation der Matrix in (4.85) angewendet werden
kann. Allerdings ist erst nach n Iterationen sichergestellt, dal? alle negativen Eigenwerte
erkannt wurden. Bei allen durchgefiihrten Berechnungen wurde aber beobachtet, daR die
zur Losung der linearen Gleichungssysteme erforderliche Anzahl von Iterationen genlgt,
um etwaige negative Eigenwerte zu erkennen.

7.2.2 Determinantenkriterium

Ein weiteres Kriterium, dessen Auswertung ebenfalls insbesondere bei Einsatz eines direk-
ten Losungsverfahrens wenig aufwendig ist, stellt das sogenannte Determinantenkriterium
dar. Die Determinante der symmetrischen tangentiellen Steifigkeitsmatrix kann bei einer
LDL"-Zerlegung sehr einfach bestimmt werden durch

det(K7) = det(LDL") = det(L) det(D) det(L") = det(D), (7.9)

da die Determinante der unteren Dreiecksmatrix L Eins ist. Die Determinante der Diago-
nalmatrix l&Rt sich nun einfach aus dem Produkt der Diagonalterme

det(D) = [[ d (7.10)

=1

ermitteln.

Da die Eigenwerte der tangentiellen Steifigkeitsmatrix sich als Lésung der charakteristi-
schen Gleichung

det(Kp — w’I) =0 (7.11)

ergeben, wird nach (7.11) im Falle der Stabilitatsgrenze, der Grenze der positiven Definit-
heit, mindestens ein Eigenwert gleich Null, d.h. es gilt

det(K 1) = 0. (7.12)

Damit ist also der Wechsel von stabilen zu instabilen Zustdnden einfach erkennbar. Wé&h-
rend det(K ) < 0 eine hinreichende Bedingung fir Instabilitat darstellt, ist bei der In-
terpretation von det(K ) > 0 bezuglich Stabilitdt Vorsicht geboten, sofern negative Ei-
genwerte bzw. Diagonalterme vorliegen. Hier kdnnen sich zwei bzw. 2m negative Eintrdge
aufheben. Folglich ist eine positive Determinante lediglich eine notwendige Bedingung
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fiir Stabilitat. Eine Uberpriifung der Tragheit der tangentiellen Steifigkeit, sieche Abschnitt
7.2.1, mul bei vorliegen negativer Eigenwerte zusatzlich erfolgen.

Dieses Kriterium ist auf iterative Loser nicht ohne zusétzlichen Rechenaufwand tbertrag-
bar.

Zwischen diesem hier erlduterten Determinantenkriterium und dem sogenannten HUR-
wI1TZ Kriterium besteht nur insofern ein Zusammenhang, als daB in beiden Féllen das cha-
rakteristische Polynom untersucht wird. Beim HURwITZz Kriterium geschieht dies durch
die Betrachtung von n Untermatrizen, siehe z.B. [58]. Es wird dadurch ein notwendiges
und hinreichendes Stabilitatskriterium angegeben, wohingegen hier ein Kriterium zur Er-
mittlung des Systemwechsels von stabil nach instabil vorliegt.

7.2.3 Steifigkeitswert nach Bergan

Der sogenannte Steifigkeitswert nach BERGAN (current stiffness parameter) [10] besitzt
eine dhnliche Aussagekraft wie das Determinantenkriterium. Es ist damit mdglich, stabile
von instabilen Bereichen des Losungspfades zu unterscheiden. Die Definition nach [10]
lautet:

dl, p
Sp =222 7.13
r d,/\p ( )

wobei (), die partielle Ableitung 2 () bezeichnet. Im Rahmen einer inkrementellen Lo-
sungsprozedur stellt sich (7.13) als

. 2 T
. (AA,) Ad'K\Ad, (714

AXi ) AdIK;Ad;

dar. Bei Berechnungsbeginn betrdgt Sp = 1, erhéht sich fur versteifende Systeme und
verringert sich bei weicher werdenden Systemen. An der Stabilitatsgrenze ergibt sich fiir
Sp der Wert Null. Der Vorteil des Steifigkeitswertes nach BERGAN ist, dal3 die Vektoren
K ;Ad; als jeweilige rechte Seiten vorliegen, d.h. der Steifigkeitswert mit jeweils einem
Skalarprodukt ermittelbar ist. Die Ermittlung ist bei jedem Losertyp gleich aufwendig.

7.2.4 Eigenwertanalyse

Die naheliegendste, allerdings aufwendigste Maoglichkeit, die Definitheit der Steifigkeits-
matrix und damit die Stabilitat einer Gleichgewichtslage zu UGberprifen, besteht darin, alle
Eigenwerte zu bestimmen, d.h. das Eigenwertproblem

(Kp —0’I)® =0 (7.15)
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zu losen. Flr Systeme mit groRen Anzahlen von Freiheitsgraden stellt dies aber einen bei
weitem zu hohen Rechenaufwand dar, da diese Eigenwertanalyse bei einer inkrementellen
Verfolgung des LAsungspfades an jeder Gleichgewichtslage durchgefiihrt werden muB.

Interessiert hingegen nur der betragskleinste Eigenwert w, so kann dieser mittels einer von
Mises Vektoriteration [14] effizient bestimmt werden, sofern ein direkter Loser verwen-
det wird und daher die faktorisierte Steifigkeitsmatrix verfligbar ist. Fur iterative Loser ist
mit der von Mises Vektoriteration keine effiziente Bestimmung des kleinsten Eigenwertes
maoglich, eine Eigenwertermittlung unter Verwendung des Lanczos-Verfahrens erscheint
hierfur sinnvoller, wurde jedoch im Rahmen dieser Arbeit nicht realisiert.

Bei einer nichtlinearen Pfadverfolgung kann dann die Entwicklung des betragskleinsten
Eigenwertes untersucht werden. Eine Verringerung des betragskleinsten Eigenwertes zeigt
die Anndherung an die Stabilitatsgrenze an. Zu Beachten ist aber, dal3 Instabilitat nicht
notwendigerweise angezeigt wird, da der betragskleinste Eigenwert positiv sein kann, und
dennoch ein negativer Eigenwert mit groRerem Betrag existiert.

Ein wesentlicher Vorteil bei der Losung des Eigenwertproblems liegt darin, dal auch die
Eigenvektoren vorliegen, die zusatzliche Information tber das Strukturverhalten und mog-
liche Beulformen liefern.

7.3 Prognose, Bestimmung und Klassifizierung von singulé-
ren Punkten

Meist ist man nicht nur an der Stabilitatsinformation tiber eine gefundene Gleichgewichts-
lage auf einem Belastungspfad interessiert, sondern mochte das Verhalten an der Stabili-
tatsgrenze, d.h. den Ubergang von stabilen zu instabilen Gleichgewichtszustanden und die
Stabilitatsgrenze selbst — die sogenannte kritische Last — moglichst genau bestimmen oder
sie zumindest abschatzen. Gleiches gilt fiir Verzweigungspunkte auf dem Losungsast. Das
unterschiedliche Verhalten am Ubergang von einer stabilen zu einer instabilen Lage wird
auch zu einer Klassifizierung im Rahmen einer nichtlinearen Berechnung des Last-Verfor-
mungspfades bendtigt.

Die Berechnung solcher ausgezeichneter Punkte, d.h. von Maxima und Minima bzw. von
Verzweigungspunkten entlang von Last-Verformungskurven wird als statische Stabilitéts-
untersuchung bezeichnet.

7.3.1 Bisektionsverfahren

Die einfachste Mdglichkeit singulére Punkte zwischen zwei Laststufen zu bestimmen, liegt
in einer Bisektion, d.h. einer Intervallschachtelung. Zeigt eines der oben beschriebenen
Kriterien einen Wechsel des Stabilitatsverhaltens an, so liegt (mindestens) eine Stabilitéts-
grenze zwischen den beiden zuletzt bestimmten Gleichgewichtslagen. Durch wiederhol-
te erneute Durchfuihrung des letzten Lastschrittes mit reduzierter Schrittweite (Last- bzw.
Verschiebungsinkremente) kann eine Iteration zum gesuchten singuldren Punkt erfolgen.
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Als Ausgangspunkt dient entweder die Gleichgewichtslage diesseits des singuldren Punk-
tes (einseitige Bisektion) oder auch die Gleichgewichtslage jenseits des singuldren Punktes
(beidseitige Bisektion). Handelt es sich beispielsweise um einen Ubergang von einem sta-
bilen zu einem instabilen Gleichgewichtszustand, so wird bei der einseitigen Bisektion
ausgehend von der stabilen Gleichgewichtslage der Steuerparameter so lange verringert,
bis die dann bestimmte Gleichgewichtslage erneut stabil ist. Mit dieser neuen stabilen
Gleichgewichtslage wird der Vorgang wiederholt, bis der singulére Punkt gentigend ge-
nau bestimmt ist. Bei der beidseitigen Bisektion wird auch von der instabilen Gleichge-
wichtslage ausgehend der Steuerparameter reduziert und auf dem Last-Verformungspfad
zurlickgerechnet. Ist die dann gefundene Gleichgewichtslage stabil, wird mit nochmals re-
duzierter Schrittweite wieder vorwérts gerechnet, andernfalls weiter riickwaérts. So findet
eine Eingrenzung des singuldren Punktes von beiden Seiten statt.

7.3.2 Lineare Eigenwertuntersuchungen

Wird die tangentielle Steifigkeitsmatrix K an einer beliebig gewéhlten Laststufe in eine
Reihe

K=K + 8K +8Ky+... (7.16)

bezliglich eines Parameters &, z.B. des Lastparameters, entwickelt, so ergibt sich aus der
Beziehung (7.12) bei Erreichen eines singuldren Punktes

det(KT) = det(K() + le) = 0, (717)

sofern die Reihenentwicklung (7.16) nach dem linearen Glied abgebrochen wird. Die Er-
fallung von Gleichung (7.17) ist die notwendige Bedingung fur nichttriviale Losungen des
linearen allgemeinen Eigenwertproblems

(Ko+¢K1)gp = 0. (7.18)

Fur die Wahl der Matrizen K;, i = 0, 1, ... gibt es sehr unterschiedliche Vorschlage [113,
13], die im Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht weiter diskutiert werden sollen. Fir
Finite Element Untersuchungen insbesondere grol3er Probleme ist die Wahl

K,=Kj und K, = Kyj, (719)
am sinnvollsten [31, 85, 119, 80], wobei K y;, besonders einfach mittels

KNL:KT_KL (720)
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bestimmt werden kann. In Gleichung (7.20) ist K die Steifigkeitsmatrix des linearen
Problems. Unter der Annahme, dal? die Steifigkeitsmatrix linear von den Verschiebungen
abhéangt, wird mit Gleichung (7.18) der Lastparameter £ so bestimmt, dal}

K=K, +¢{Kng (7.21)

singular wird.

Wird das Eigenwertproblem fiir eine Last unterhalb des kritischen Lastniveaus ausgewer-
tet, erhalt man einen N&herungswert flr die kritische Last Az, = A&, der im Falle eines
schwach nichtlinearen Vorbeulverhaltens der untersuchten mechanischen Struktur durch-
aus zufriedenstellend, d.h. nahe an der wirklichen L6sung sein kann. Wertet man Gleichung
(7.18) hingegen begleitend zur inkrementellen Lésung aus, verbessert sich die Naherung
des kritischen Lastfaktors A\, = A£ bei Anndherung an den kritischen Punkt. Es sei an-
gemerkt, daR obiges nur fur richtungstreue Lasten gilt, da alle Lasten durch den skalaren
Parameter \ gleichmaRig gesteigert werden. Direkt am kritischen Punkt nimmt £ dann den
Wert Eins an. Alternativ kann mit (7.20) auch das Problem

(KL +E¢Knp)op=(Kr+ (E—1)Knp)¢p = (Kr+ Ky )¢ =0 (7.22)

geldst werden, wobei & im singuléren Punkt den Wert Null annimmt.

Trégt man A¢ und den Lastparameter A\ Uber einer charakteristischen Verschiebung (oder
einer Verschiebungsnorm) auf, schneiden sich die beiden Kurven im singuldren Punkt.

Die Losung des allgemeinen linearen Eigenwertproblems (7.18) ist numerisch sehr auf-
wendig. Zur Reduktion dieses Aufwandes wird im Schrifttum, siehe z.B. [148], vorge-
schlagen, anstelle von (7.18) das numerisch effizienter 16sbare Problem (7.15) zu lésen.
Dies geschieht unter der Annahme, dal3 die Eigenvektoren ® und ¢ bei Anndherung an
den kritischen Punkt anndhernd gleich sind. Am kritischen Punkt selbst sind die beiden
Eigenwertprobleme (7.18) und (7.15) identisch. Daraus l&i3t sich die Beziehung flr den
angenaherten Wert &

K, P

&= K, ®— w2d ®

(7.23)

gewinnen.

7.3.3 Direkte Berechnung von Stabilitdtspunkten

Von WRIGGERS ET AL. [155, 154] wurde ein Verfahren vorgeschlagen, bei dem als Ne-
benbedingung das Verschwinden des kleinsten Eigenwertes direkt in das Newton Verfahren
eingebracht wird. Fir w? = 0 ergibt sich aus (7.15)

K:® =0, (7.24)
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sodaR sich mit einer zusatzlich erforderlichen Normierungsbedingung /(®) = 0 das erwei-
terte algebraische nichtlineare Gleichungssystem

G(d, )\
G(d, )\, ®) = { Kr(d,\)® } =0 (7.25)
(®)

ergibt. Dieses erweiterte System wird dann mit dem Newton Verfahren gel6st. Zwar er-
geben sich 2n + 1 Unbekannte, durch eine geschickte Formulierung mussen aber je New-
ton Iteration (&hnlich zum Bogenlangenverfahren) nur zwei lineare Gleichungssysteme mit
derselben Koeffizientenmatrix K geldst werden.

Als Variante dieses Verfahrens kann anstelle (7.24) Bedingung (7.12) verwendet werden,
wodurch laut [111] ein groRerer Konvergenzradius erreicht werden soll.

Damit ist eine elegante Moglichkeit der direkten Berechnung von singuléren Punkten gege-
ben, ohne das vollstandige Last-Verformungsverhalten bestimmen zu mussen. Allerdings
ist dabei nicht gewéhrleistet, da der malRgebende singulére Punkt, d.h. derjenige mit dem
niedrigsten Lastparameter, bestimmt wird. Insbesondere, wenn mehrere singulére Punkte
entlang des Last-Verformungspfades nahe beieinander liegen, kann die direkte Berechnung
des singularen Punktes mit dem kleinsten Lastparameter A nicht sichergestellt werden, sie-
he z.B. [136]. Ahnliches wurde in [80] bei der Berechnung geometrisch imperfekter Zylin-
der mit groRerer Anzahl an Freiheitsgraden und vielen mdglichen Beulformen in Kombi-
nation mit einer Berechnung des Last-Verformungspfades beobachtet, sodal’ dort das zwar
weniger elegante, daflr aber robustere Bisektionsverfahren angewandt wurde.

7.3.4 Klassifizierung von singuldren Punkten

Die Losung des algebraischen, nichtlinearen Gleichungssystems (2.58) beschreibt eine
Kurve im (n + 1)-dimensionalen Raum. Dabei sind n die diskreten Knotenfreiheitsgrade.
Der Lastparameter A ergibt die Erweiterung um eine zusatzliche Dimension. Die Lésungs-
kurve kann in natiirlichen Koordinaten mit einer Bogenlange s beschrieben werden. Die
Ableitung von (2.58) nach dieser Bogenlénge besitzt die Gestalt:

G _0Gdd  0Gd\ _ . dd G\ (7.26)
ds — ddds O\ds ~ ds  9xds '
An einem singuldren Punkt gilt
KTél — 0, (727)

wobei mit ®; der zu w; = 0 gehodrende Eigenvektor bezeichnet wird. Um (7.26) zu erfl-
len, muf} also auch

P 0Gd\ _

LN ds (7.28)
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gelten. Die Multiplikation mit ® ist durch die Singularitat von K 1 begriindet, siehe [120].
Gleichung (7.28) kann also durch

)
& —— =0 oder —~=0 (7.29)

erreicht werden. Im ersten Fall spricht man von einem Verzweigungspunkt, im Letzteren
von einem Durchschlagpunkt. Anschaulich ist im zweiten Fall die Steigung der Tangente
an die Losungskurve beziiglich des Lastparameters Null, an diesem Punkt findet also keine
Laststeigerung statt.

Unter Berucksichtigung von Gleichung (2.58) wird aus (7.29), fiir einen Verzweigungs-
punkt

0G
oT = -®'p=0. (7.30)

Lon
: . dA .
Ist (7.30) nicht erfllt, aber i 0, giltalso
S

BIp £0, (7.31)

handelt es sich um einen Durchschlagpunkt.

7.3.5 Behandlung von Verzweigungsproblemen

Ist ein Verzweigungspunkt als solcher identifiziert, ist man daran interessiert, neben dem
natlrlichen auch den abzweigenden Lésungspfad zu berechnen. A priori ist nicht bekannt,
ob der natlrliche oder der abzweigende Losungspfad zur niedrigsten Nachbeullast fuhrt,
weswegen beide Pfade berechnet werden massen.

Im Schrifttum hierzu behandelte Algorithmen [73, 70, 83, 116, 120] gehen auf die von
KoITER entwickelte Anfangs-Nachbeul Theorie zuriick [82]. Diese beruht auf einem St6-
rungsansatz, der lehrbuchméRig in [101] zu finden ist. Anwendungen auf die Elastostatik
finden sich z.B. in [143]. Die hier gegebene Darstellung beruht im Wesentlichen auf [16].
Der Grundgedanke ist, daf3 in einem Bereich des Lastparameters A neben dem natdrlichen
Losungspfad d, ein weiterer Losungspfad

d=dy(\) +v()) (7.32)
existiert, der den naturlichen Lésungspfad im kritischen Punkt schneidet, d.h.

lim v()\) = 0. (7.33)

)\*))\]”.
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Gleichung (7.32) stellt einen Storungsansatz in der Umgebung des kritischen Punktes dar,
siehe Gleichung (7.33). Ziel ist nun die Bestimmung von v (). Da bekanntermalien die
zum kritischen Eigenwert gehdrende Eigenform maligebend in der Beulform, d.h. der \er-
schiebungsfigur auf dem abzweigenden Losungspfad, enthalten ist, wird v als

v=_(B 4+ D (7.34)

geschrieben, wobei nun der Parameter £ als Anteil der ersten Eigenform an der Beulform
zu verstehen ist. Als Ausgangspunkt des weiteren Vorgehens dient der Satz vom stationéren
Wert des Potentials 1T = 0, der fir die gesuchten Gleichgewichtslagen d aus (7.32) fur
einen festen Lastwert gelten muf3:

0TI(d, \) =TT 4(d, \) 6d = 0. (7.35)

Im Folgenden wird die partielle Ableitung nach den Verschiebungen durch 2() = ()4
und die partielle Ableitung nach dem Lastparameter \ durch -2 () = (), gekennzeichnet.
In der Umgebung des kritischen Punktes liefert eine Taylor Entwicklung von (7.35)

1
H,d(do, )\) od + H7dd(d0, )\)’U od + §H,ddd(d0, )\)’02 od+...=0, (736)

wobei der erste Term aufgrund des Gleichgewichtes bei d, verschwindet. AnschlieRend
kann eine weitere Taylor Entwicklung nach A auf (7.36) um den kritischen Punkt ange-
wendet werden:

1

1 1
- {H{z;dd O = M) Wy + 500 = M) + } v?Sd+ ... =0. (7.37)

Als néchsten Schritt fihrt man fir A\ und d eine Potenzreihenentwicklung ein:

A= M FENHENHEN+ ... (7.38)
d = dy(\)+&dy +Edy+E3ds + . .. bzw. mit (7.32) (7.39)
v = gdl + £2d2 + £3d3 + ... (740)

Die Gleichungen (7.38) bis (7.40) stellen einen Ansatz nach der Methode LINDSTEDT
[101] gemaR der reguléren Stérungsrechnung dar. Nach den Voraussetzungen der Stérungs-
rechnung mussen die GroRen A, und d bekannt sein. Ebenso ist d; mit Gleichung (7.34)
festgelegt. Bei dem Parameter ¢ < 1 handelt es sich im Sinne der Stérungsrechnung um
einen willkdrlichen GréRenordnungsparameter. Die resultierende L6sung gilt demnach nur
in der unmittelbaren Umgebung des kritischen Punktes. Ebenso sei angemerkt, dal? bei die-
sem Ansatz die Konvergenz nicht gesichert ist.
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Setzt man nun Gleichungen (7.38) und (7.40) in Gleichung (7.37) ein und sortiert die ent-
sprechenden Terme nach Potenzen von &, so ergibt sich

¢ (hydy) od +
1
¢ (Hﬁ;ddg + NI dy + infgdddﬁ 5d + (7.41)
1

% (Hﬁ;ddg £ Ty + T s+ M T+ ) Sd+...— 0,
Damit (7.41) erfullt ist, missen alle Klammerterme fir die entsprechenden Potenzen von &
verschwinden, woraus sich die \; bestimmen lassen. Setzt man éd = d; und bericksichtigt
Hﬁ,’,"ddgdl = Hﬁ,’,"ddldg = 0 (dies entspricht dem Eigenwertproblem (7.15) — die zweite

Variation verschwindet im singuléren Punkt) erhdlt man schlieRlich fir die ersten beiden
Terme A\; und A»

1 Hﬁ;ddd?

N o= — und (7.42)
2 H{ded%
I %H{dedd% + H{ded?@ + )‘I(H{CJdAdel + %H{de)\d?) + %)‘%H{Zd/\)\d?
’ M d; '
(7.43)

Mit diesen beiden Werten kann der Typ der Verzweigung bestimmt werden. In Abbildung
7.1 sind verschiedene Verzweigungstypen dargestellt; die Losungen nach Gleichungen
(7.42) und (7.43) gelten nur in der unmittelbaren Nachbarschaft des kritischen Punktes.
Stabile Aste sind in Abbildung 7.1 durchgezogen, instabile gestrichelt dargestellt. Diese
Information entstammt nicht dem in diesem Abschnitt behandelten Verfahren. Fir Ay = 0
ist die Verzweigung symmetrisch, fir A\; # 0 ist sie unsymmetrisch. Bei symmetrischen
\erzweigungen zeigt A\, > 0 eine stabile, \, < 0 eine instabile Verzweigung an. Allerdings
setzt die Berechnung von )\, die Kenntnis von d, voraus. Letzterer Vektor kann mit Hilfe
von Gleichung (7.41) bestimmt werden, hierzu sei auf [16] verwiesen. Dann ist der Typ der
Verzweigung und die Beulform in naher Umgebung des Verzweigungspunktes bekannt.

Ax/xkr A?»/?»kr Ak/kkr

g T
symmetrisch stabil (A;=0, 1,>0) d symmetrisch instabil (A =0, 1,<0)

unsymmetrisch  (A; 20, A,=0)

oy
oy

Abbildung 7.1: Klassifikation von Verzweigungen
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Es bleibt jedoch anzumerken, da die zur Bestimmung von \; und \, notwendigen héheren
partiellen Ableitungen des Potentials nur mit hohem Aufwand bestimmbar sind.

In der “Berechnungspraxis” wird deshalb beim sogenannten branch-switching, also dem
Wechseln der Lésungsaste an einem Verzweigungspunkt, meist nach einem einfacheren
Schema vorgegangen als oben beschrieben, siehe z.B. [149, 85, 150]. Wird ein Verzwei-
gen in einen anderen als den natlrlichen Losungspfad gewinscht, so wird zur Lésung am
kritischen Punkt dy, ein Vielfaches der ersten Eigenform (Beulform) £®, addiert und als
Startvektor fur eine Gleichgewichtsiteration verwendet. Dabei wird fur £ ein kleiner Wert
vorgegeben. Die erste Eigenform &, ist nach Gleichung (7.30) orthogonal zur Last p und
es ist deshalb im Verzweigungpunkt eine Verschiebung in diese Richtung ohne Energie-
zufuhr moglich. Dadurch sollte im Allgemeinen ein Losungspunkt auf dem Sekundérast
aniteriert werden. Zur Klassifizierung des Verzweigungspunktes wird in [150] vorgeschla-
gen, diesen Vorgang mit —¢& zu wiederholen. Dadurch erhélt man zwei Losungspunkte auf
dem Sekundarast — auf beiden Seiten des kritischen Punktes — und es kann hiermit auf den
Typ der Verzweigung geschlossen werden.

Treten bei einer zu untersuchenden mechanischen Struktur mehrere Verzweigungen mit je-
weils unterschiedlicher Last auf'®, deren Losungséaste sich moglicherweise weiter verzwei-
gen, ist es mit vertretbarem Aufwand bei mechanischen Systemen mit hohen Anzahlen von
Freiheitsgraden nicht moglich, alle Losungsaste zu verfolgen, um letztendlich denjenigen
Ast zu ermitteln, der die geringste Nachbeullast aufweist. Dartiberhinaus besteht auch die
Gefahr, Verzweigungspunkte unbemerkt zu passieren, wenn nicht eine begleitende Eigen-
wertanalyse durchgefiihrt wird, da z.B. die Tragheit der Matrix und das Determinantenkri-
terium nur an einzelnen Punkten des Losungspfades ausgewertet werden.

7.3.6 Imperfektionsempfindlichkeit

Ein reales System kann nie exakt so hergestellt werden wie geplant. Stets treten kleine
Abweichungen vom idealen Zustand, sogenannte Imperfektionen, wie z.B. Abweichungen
von der geometrischen Form oder Abweichungen vom idealen Lastzustand auf. Obwohl
diese Abweichungen vom Idealzustand der Struktur Klein sind, kénnen sie ihr Verhalten
jedoch stark beeinflussen [139]. In Abhangigkeit der Imperfektionen verandern sich cha-
rakteristische SystemgroRen wie z.B. Grenzlasten. Bei Verzweigungsproblemen verandert
sich aber auch das Verzweigungsverhalten. Bei der Wahl entsprechender Imperfektionen
verschwinden die Verzweigungspunkte.

Abbildung 7.2 zeigt die Diagramme aus Abbildung 7.1 bei der Anwesenheit von Imper-
fektionen, deren Amplituden durch den skalaren Wert ¢ bezeichnet werden. An einfachen
mechanischen Systemen koénnen sie mittels der Theorie der gestérten Verzweigung be-
stimmt werden, siehe z.B. [98, 144]. Die darin enthaltene Stabilitatsinformation entstammt
der Kenntnis der Gesamtldsung der jeweils betrachteten Probleme.

Fur die symmetrisch stabile und die symmetrisch instabile Verzweigung ist das Verhal-

10Mehrfache Nulleigenwerte werden im Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht betrachtet.
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Ax/xkr A?»/?»kr IA?L/M«
" ' 0!
o0 N
e >, £<0
e>0 IR

T
symmetrisch instabil (A =0, A,<0)

T
unsymmetrisch  (A; 20, A,=0)

oy
oy
oy

symmetrisch stabil (A;=0, 1,>0)

Abbildung 7.2: Einfluf} der Imperfektion auf das Verzweigungsverhalten

ten nur fir ¢ > 0 dargestellt, die entsprechenden Diagramme fiir ¢ < 0 ergeben sich
durch Spiegelung an der Lastachse. Im dritten Diagramm sind beide Falle dargestellt und
die einzelnen Kurvenaste gekennzeichnet. Bei allen Verzweigungsdiagrammen verschwin-
det der Verzweigungspunkt und es entstehen zwei unabhéangige Losungséaste. Im Falle der
symmetrisch stabilen Verzweigung ist der natiirliche Losungspfad stabil und oberhalb der
Verzweigungslast der perfekten Struktur existiert ein weiterer Losungsast. Bei der unsym-
metrischen Verzweigung entsteht als Folge der Imperfektion eine Grenzlast, ab der der
stabile Losungsast in einen abfallenden instabilen Losungsast tibergeht. Die Héhe dieser
Grenzlast ist abhdngig von der Grolie der Imperfektion . Unter dem Begriff der Imper-
fektionsempfindlichkeit versteht man die Abhdngigkeit der Grenzlast \g,-(¢) von der Im-
perfektionsgrofie. Auch bei der unsymmetrischen Verzweigung stellt sich fir e > 0 eine
Grenzlast ein, fur = < 0 ergibt sich aber ein vollstandig stabiler Losungsast ohne Grenzlast.
Hier ist also das Vorzeichen der Imperfektion auch entscheidend fiir das Strukturverhalten.

Um im Rahmen der Methode der Finiten Elemente die Imperfektionsempfindlichkeit zu
ermitteln, sind entweder die unterschiedlichen mechanischen Strukturen mit dem vorgege-
benen Imperfektionsmuster zu modellieren, und anschlie}end ist die Beullast durch eine
nichtlineare Analyse zu ermitteln. Alternativ stehen unter dem Begriff der Parametersen-
sitivitat Algorithmen zur Verfiigung [39, 79, 103], die es erlauben, die Anderung des Sy-
stemverhaltens aufgrund von Parameterdnderungen (wie z.B. die Grél3e der Imperfektion
e, aber auch geometrische Grofien) zu berechnen. Die Vorgehensweise gleicht dabei der
direkten Berechnung von singuléren Punkten, auch hier werden zu dem nichtlinearen Glei-
chungssystem Bedingungen hinzugefugt. Aufgrund der Vielfalt der mdglichen Parameter
kann die Linearisierung fur eine Losung mit dem Newton Verfahren dann nur noch nu-
merisch erfolgen. Mit dieser Losung kann dann die Abhéngigkeit g, (¢) direkt bestimmt
werden, ohne eine Vielzahl von Systemen zu modellieren.

7.3.7 Zwischenbilanz zu statischen Stabilitdtsanalysen mittels Finiter Ele-
mente

Mittels der Methode der Finiten Elemente ist es in einfacher Weise méglich, die Stabilitét
oder Instabilitat von berechneten Gleichgewichtslagen konservativer Systeme zu bestim-
men. Einen gréReren Aufwand stellt es dar, singuldre Punkte mit hoher Genauigkeit zu
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berechnen, da sich im Bereich singuldrer Tangentensteifigkeiten die Konvergenzordnung
des Newton-Raphson Verfahrens von quadratisch auf linear reduziert. Auch begleitend
durchgefuhrte Eigenwertanalysen stellen einen zusétzlichen Aufwand dar. Die gefunde-
nen singuldren Punkte konnen klassifiziert werden, d.h. es kann zwischen Durchschlag-
und Verzweigungspunkten unterschieden werden. Selbst der Typ des Verzweigungspunk-
tes kann ermittelt werden.

Der dazu notwendige Berechnungsaufwand indes ist betrachtlich, wenn auf diese Art und
Weise das vollstandige Strukturverhalten ermittelt werden soll, da jeder der gefundenen
Aste verfolgt werden muB. Dabei muf auch sichergestellt sein, daR kein Ast tibersprungen
wird und kein Ldsungspfad an einer — moglicherweise mehrfachen — Verzweigung unbe-
ricksichtigt bleibt. Weiter ist zu beachten, dal3 z.B. durch die Modellierung unter Ausnut-
zung von Symmetrien unsymmetrische Beulformen ausgeschlossen werden. Zu Letzterem
ist in [19] ein Verfahren angegeben, mit dem unter Ausnutzung von Symmetrieeigenschaf-
ten auch unsymmetrische Beulformen bestimmt werden kdnnen. Allerdings ist durch die
Modellierung der jeweils symmetrischen/antimetrischen Randbedingungen der Teilstruk-
turen die L6sung des Problems vorweggenommen.

Dennoch kann die Pfadverfolgung bei komplexen Systemen &uRerst miihsam sein, da bei
h&ufigem Richtungswechsel des Lastparameters automatische Verfahren oft versagen und
meist ein Prédiktorschritt und eine neue Bogenlange von Hand vorgegeben werden mussen,
um weiterhin Konvergenz innerhalb des Newton Verfahrens zu erzielen. In Abschnitt 8 soll
auf solche Probleme anhand eines konkreten Beispiels genauer eingegangen werden.

Hingegen ist es mittels statischer Finite Element Untersuchungen nicht moglich, Lésungs-
aste zu ermitteln, die nicht mit dem natdrlichen Last-Verformungspfad zusammenhéangen,
d.h. keinen gemeinsamen Punkt mit ihm haben. Dies ist haufig bei imperfekten Strukturen
der Fall; als einfaches Beispiel sei hier der 1. Eulerfall genannt, der im Folgenden noch
diskutiert wird. Das zugehorige Last-Verformungsdiagramm der imperfekten Struktur ist
in Abbildung 7.2, dargestelit.

7.3.8 Perfekte und imperfekte Systeme

Es ist hinlanglich bekannt, da hochoptimierte Schalentragwerke, bei denen die Last haupt-
sachlich tber die Membranwirkung abgetragen wird, besonders empfindlich gegentber
geometrischen Imperfektionen sind. Daher sollten die Imperfektionen bei der numerischen
Untersuchung berticksichtigt werden.

Gegen die Berlcksichtigung der geometrischen Imperfektionen spricht aber, daR die tat-
sachlichen Imperfektionen im Planungszustand noch nicht bekannt sind. AulRerdem ist ihre
Erfassung nur mit groBem MelRaufwand realisierbar, sodall Untersuchungen an der perfek-
ten Struktur wiinschenswert sind. Bei der Verwendung kiinstlicher Imperfektionen hinge-
gen besteht keine Sicherheit, dal3 diese ausgewdéhlten Formen das tatsédchliche Verhalten
des realen Systems beschreiben.

Fir die Berlcksichtigung spricht aber vor allem, dal® nur damit die Systemeigenschaf-
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ten richtig erfal3t werden kénnen und Beullasten nicht Gberschatzt werden. Ein weiteres
gewunschtes Verhalten bei der numerischen Ldsung ist das Verschwinden von Verzwei-
gungspunkten, die bei geeigneter Wahl der Imperfektionen eliminiert werden. Dadurch
wird der Losungsprozess stark vereinfacht. Insbesondere bei der Anhdufung von Nullei-
genwerten bei perfekten Strukturen, sogenannten mode-jumping Phdnomenen, folgen nach
der ersten Verzweigung weitere sekundére Verzweigungen, die ein statisches Verfolgen der
Losungspfade zwar nicht unmoglich machen [124, 52], aber doch mit einem groRRen nu-
merischen und algorithmischen Aufwand verbinden, sodaR dies fur die Praxis nur begrenzt
attraktiv ist. In einigen Féllen ist es sogar erst mit Berticksichtigung von geometrischen Im-
perfektionen mdoglich, das im Experiment beobachtete qualitative Systemverhalten in der
Simulation korrekt abzubilden [120].

Ein Ziel der Forschung besteht seit langem darin, die unginstigste Imperfektionsform vor-
ab zu ermitteln. In neueren Arbeiten [28, 29] werden auf Elementebene die Imperfektio-
nen als zusatzliche Freiheitsgrade eingefuhrt, alle Linearisierungen konsistent durchgefiihrt
und in das nichtlineare Gleichungssystem mit dem Ziel eingebracht, diejenigen Imperfek-
tionen zu ermitteln, die zu einer minimalen Beullast der Struktur fihren. Damit kann vorab
eine ungunstige Imperfektionsform bestimmt werden, mit der dann Berechnungen an einer
imperfekten Geometrie durchgefiihrt werden kdnnen. Die einzigen notwendigen Vorgaben
bestehen in einer maximalem Imperfektionsamplitude und Startwerten fur die Imperfekti-
onsform. Allerdings ist mit diesem Verfahren nicht sichergestellt, dal3 wirklich die ungin-
stigste Imperfektionsform bestimmt wurde, da die Lsung von den Startwerten abhangt,
siehe [28].

Insgesamt l&i3t sich vom Standpunkt der praktischen Anwendung feststellen, dal} Simula-
tionen unter Berlcksichtigung von geometrischen Imperfektionen realistischere Ergebnis-
se liefern und zudem oft numerisch weniger problematisch zu behandeln sind. Die geo-
metrischen Imperfektionen kénnen sowohl aus Messungen oder aus numerischen Unter-
suchungen gewonnen werden. Bei Letzterem hat sich allerdings die Wahl von Imperfekti-
onsformen in Gestalt der niedrigsten Eigenform nicht als zuverl&ssig gezeigt, nicht zuletzt,
weil mit dieser meist symmetrischen Form damit etwaige Symmetrien eines Systems nicht
entfernt werden.

Grundsatzlich sei festgestellt, dal mit der Ermittlung der Imperfektionsform, die zur nied-
rigsten Versagenslast fihrt, noch nicht bekannt ist, wie empfindlich das betrachtete Trag-
werk in der Gleichgewichtslage auf Storungen reagiert, d.h. wie sensitiv die Gleichge-
wichtslage ist.

7.4 Transiente Analysen

Die statische Pfadverfolgung von Losungsésten liefert keinen Hinweis darauf, welche der
mdoglichen Pfade in Wirklichkeit die wahrscheinlichsten sind. Da der reale Beulvorgang
transient ablauft und die vorhandenen Trégheiten das Beulverhalten beeinflussen, ist es
naheliegend, die Simulation unter Berticksichtigung dieser Gegebenheiten durchzufih-
ren. Fur praktische Anwendungen ist ndmlich nicht die Vielzahl von mdglichen Gleichge-
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wichtslagen und deren Stabilitat, sondern vielmehr das tatsachliche Strukturverhalten und
die Sensitivitat gegentiber endlichen Stérungen von Interesse. Durchgefihrte Simulatio-
nen sollten also das reale Strukturverhalten méglichst genau wiedergeben kdnnen, weshalb
transiente Analysen unter Berlcksichtigung der Massentragheit zur Berechnung des Beul-
verhaltens — wie z.B. in [120, 64, 80, 130] vorgeschlagen und durchgefiihrt — naheliegend
sind.

Im Rahmen der rdumlichen Diskretisierung mit der Methode der Finiten Elemente werden
dabei die Bewegungsgleichungen (2.72) oft mittels eines Verfahrens vom Newmark Typ
(siehe Abschnitt 2.3.3) geldst. Dabei ergibt sich eine modifizierte Steifigkeitsmatrix (2.82),
die im Zuge einer Losung mit direkten Losungsverfahren faktorisiert wird. Informationen
uber die Steifigkeitsmatrix selbst kénnen wahrend des Losungsprozesses nur auf Umwegen
erhalten werden.

Zur Untersuchung der Bewegung ist es zweckmaRig, die gekoppelten Differentialgleichun-
gen zweiter Ordnung (2.72) in Differentialgleichungen 1. Ordnung zu transformieren. Dies
geschieht durch Einfilhrung des Vektors = = [d d]”. Man erhélt dann aus (2.72)

. d
o { —M '[r(d) + Cd — p(t)] } ’ (7.44)

und die im Rahmen einer nichtlinearen Ldsung linearisierten Bewegungsgleichungen er-
geben sich zu

S FI I | 1 N JE B
= Arz+b.

In den folgenden Abschnitten sollen die in Kombination mit der Methode der Finiten Ele-
mente Ublicherweise angewandten Verfahren zur Beurteilung der Stabilitat kurz eingefiihrt
werden. Das erste Verfahren, das auf der 1. Methode Ljapunovs beruht, ist ausfihrlich in
[17, 18, 85] beschrieben, das zweite ist [100] und [37] entnommen.

7.4.1 Gleichung der ersten Ndherung

Mit der 1. Methode nach LJAPUNOV versucht man, Aussagen Uber die Stabilitat einer
Losung x(a, to; t) von

= Arx + h(x,t) (7.46)

anhand der linearisierten Differentialgleichung zu gewinnen. Analog zu Abschnitt 7.1.2
kann auch hier die Koordinatentransformation

z(t) = x(xo, to; 1) — x(a, to; t) (7.47)
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durchgefuhrt werden, sodaR dann die triviale Losung z(¢) = 0 des Differentialgleichungs-
systems

z=Arz+ h(z,t) (7.48)

untersucht wird. Die Stabilitat dieser Bewegung soll dann anhand der linearisierten Diffe-
rentialgleichung

5= Arz (7.49)

gewonnen werden [97, 58]. In h(z,t) werden alle nichtlinearen Glieder zusammengefait.
Dabei sollen Zahlen o > 0 und 3 > 1 existieren, sodal}

R(z,1)] < alz|’ (7.50)

in einer Umgebung von z = 0 gilt. Zur Anwendung dieses Kriteriums wird die Bewe-
gungsgleichung der Differenzbewegung benétigt. Die zu untersuchende Bewegung stellt
dann die triviale Lsung dar.

Fir eine Bewegung mit der Koordinate

d,=d+d, (7.51)

wobei der Differenzvektor zwischen der Nachbarbewegung d und der zu untersuchenden
Bewegung d mit d bezeichnet wird, gilt analog zu Gleichung (2.72)

M d,+ C d, +r(d,) = p. (7.52)

Fir beide Bewegungen gelte der gleiche Belastungsverlauf p(t). Eine Taylorreihenent-
wicklung von r(d;) liefert

d+...=r(d)+ Kjd+... (7.53)

od

Bricht man die Reihenentwicklung (7.53) nach dem linearen Glied ab, setzt dies in (7.52)
unter Berticksichtigung von (7.51) und subtrahiert (2.72), so erhélt man

Md+Cd+Ksd=0. (7.54)

Nimmt man zudem an, daB die Steifigkeitsmatrix K7 mit K bereinstimmt, erhdlt man
(7.49) als linearisierte Differentialgleichung 1. Ordnung mit A; aus (7.45). Mit einem
Exponentialansatz erhdlt man daraus die charakteristische Gleichung

det(Aq — M) =0, (7.55)
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anhand deren Wurzeln die Stabilitatsfrage entschieden werden kann. Sind alle Wurzeln A
negativ, ist die Bewegung stabil, ist mindestens eine Wurzel Null oder positiv, liegt Insta-
bilitat vor. Mit A aus (7.45) ergibt sich die Beziehung

det(\>M + \Cr + K1) =0, (7.56)
unter Vernachlassigung von Ddmpfung vereinfacht sich (7.56) zu
det(\>’M + K1) = 0. (7.57)

Da die Dampfung das Stabilitatsverhalten maBgeblich mitbestimmt, indem sie den Ein-
zugsbereich von Gleichgewichtslagen vergrolert, befindet man sich durch deren Vernach-
lassigung auf der sicheren Seite. Der Ubergang zu instabilem Systemverhalten erfolgt dann
fur A2 = 0, wenn das System seine Schwingungsfahigkeit verliert, d.h. negative oder Null-
eigenfrequenzen existieren und unbegrenzt anwachsende Bewegungen maoglich sind. Aus
(7.57) ergibt sich also fir den transienten Fall das gleiche Kriterium

det(Kr) =0, (7.58)

wie fur den statischen Fall, siehe Gleichung (7.12). BURMEISTER [17] deutet dies als ein
“Einfrieren im Inkrement”, d.h. der Bewegungszustand zur Zeit ¢ wird festgehalten und
dann die Bewegung aufgrund von Stérungen untersucht. Damit gilt die getroffene Aussage
auch nur flr diese ausgewdhlte Laststufe. Es ist klar, dal} dieses Verfahren, das durch die
Linearisierung und die Annahme K7 = K gepragt ist, nicht das vollstandige nichtli-
neare Verhalten beschreiben kann. Einigkeit besteht jedoch dariiber, dal3 es einen Indikator
flr Instabilitat darstellt. In [20] wird dieses Kriterium der statischen Stabilitat auch als In-
sensitivitat (und analog statische Instabilitat als Sensitivitat) fur nichtlineare dynamische
Systeme bezeichnet.

Im Rahmen des Newmark Verfahrens ist es, im Gegensatz zu statischen Berechnungen,
nicht mehr moéglich, die Information tber die Determinante der tangentiellen Steifigkeits-
matrix ohne zusétzlichen Aufwand aus dem Ldsungsprozess zu erhalten, da nun ein li-
neares Gleichungssystem mit einer modifizierten Koeffizientenmatrix (2.82) gel6st wird.
Entweder muR die tangentielle Steifigkeitsmatrix in jedem Lastinkrement zusatzlich fak-
torisiert werden, was den Losungsaufwand verdoppeln wiirde, oder der kleinste Eigenwert
der Steifigkeitsmatrix wird auf anderem Wege, wie z.B. in [153] vorgeschlagen, bestimmt.
Im letzten Fall wird der kleinste Eigenwert fur das lineare Problem bestimmt und wahrend
der nichtlinearen Zeitverlaufsrechnung in jedem Inkrement iterativ berechnet, wobei der
Wert aus dem vorherigen Inkrement als Naherungswert verwendet wird.

7.4.2 Dynamische Stabilitdtsuntersuchungen mittels Ljapunov-Exponen-
ten

In [100] und [37] wird vorgeschlagen, die Untersuchung der Stabilitat einer numerisch er-
mittelten Losung unter Verwendung der sogenannten Ljapunov-Exponenten durchzufiih-
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ren. Grundlage hierfur ist die 1. Methode nach Ljapunov. Nach Berechnung der ungestor-
ten Losung x(a, ty; t) werden zusétzlich Nachbarbewegungen x(xy, to; t) berechnet; die
Differenz beider Losungen wird mit & = x(xg, t0;t) — x(a, to; t) bezeichnet. Die Stabi-
litdt von x(a, to; t) wird direkt mit (7.2) und (7.3) entschieden. Dazu wird der Ljapunov-
Exponent als

(7.59)

definiert [86]. Wéchst die Entfernung zwischen x(xy, to; t) und x(a, to; t) mit der Zeit an
(wird also groRer als || o — a ||), ist der Ljapunov-Exponent 9 gréRer Null, andernfalls
kleiner Null.

Dieser Vorgang wird dann fiir jede linear unabhéngige Richtung des Phasenraumes wieder-
holt, Gber die Stabilitat entscheidet die Nachbarlosung mit dem groRten Exponenten. Darin
liegt aber auch der Nachteil dieses Vorgehens; fuir Systeme mit wenigen Freiheitsgraden ist
der Aufwand vertretbar. Fur Systeme mit vielen Freiheitsgraden ist der Aufwand hingegen
immens, das Verfahren dann nicht praktikabel.

7.5 Weitere Beurteilung stabiler oder instabiler Gleichge-
wichtslagen

Der Begriff der Stabilitat erlaubt die Angabe einer Qualitét einer Gleichgewichtslage (oder
auch einer Bewegung, was im Folgenden nicht betrachtet werden soll). Ist die Gleichge-
wichtslage stabil, so kann sie physikalisch realisiert werden. Ist sie aber instabil, kann die
Gleichgewichtslage nicht realisiert werden. Die mechanische Struktur wird im Falle von
Instabilitat eine andere, stabile Gleichgewichtslage einnehmen.

\ 2\

Abbildung 7.3: Praktische Stabilitét

Die Stabilitatsaussage nach LJAPUNOV sagt aber nichts Uber das Verhalten der Struktur bei
endlichen Stérungen aus, sondern gilt nur fir infinitesimal kleine Stérungen. Zur Veran-
schaulichung der 2. Methode nach LiaApuNov mit der sogenannten Kugelanalogie betrach-
tet man die Potentialflache im Schwerefeld als materielle Bahn eines Massenpunktes. Man
erkennt damit leicht, dal? die in Abbildung 7.3 links dargestellte Gleichgewichtslage zwar
instabil ist, flr praktische Anwendung aber durchaus interessant sein kann, da eine kleine
Stoérung nur zu einer begrenzten Verschiebung fihrt. Umgekehrt verhalt es sich mit der
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stabil Y instabil stabil

d
Abbildung 7.4: Sensitivitit im Last-Verformungsdiagramm

rechts dargestellten, stabilen Gleichgewichtslage. Infinitesimal kleine Stérungen verursa-
chen kleine Bewegungen um die Gleichgewichtslage. Reale, endliche Stérungen hingegen
fihren zu grofRen Verschiebungen. Aus praktischen Gesichtspunkten ist diese Gleichge-
wichtslage als “praktisch instabil” zu bezeichnen.

Wiinschenswert ware eine Quantifizierung des Stabilitatsbegriffs, um die Sicherheit, d.h.
Sensitivitat einer Gleichgewichtslage zu bewerten. LEIPHOLZ definiert hierzu den Stabili-
tatsgrad [92] als minimalen Radiusvektor zur néchsten Separatrix, das bedeutet die kleinste
mdogliche Stérung, die zum Verlassen des stabilen Orbits fiihrt. In der Darstellung in einem
Last-Verformungsdiagramm, siehe Abbildung 7.4, fuhrt dies zu der Frage, wie man von ei-
ner stabilen Gleichgewichtslage “1” iber eine instabile Gleichgewichtslage “2” hinweg zu
einer weiteren stabilen Gleichgewichtslage “3” gelangt, ohne der Last-Verformungskurve
zwischen den Gleichgewichtslagen zu folgen.

VIELSACK ET AL. [145] definiert Sensitivitat als reziproken Wert einer Potentialdifferenz,
die als invariante GroRe die Eigenschaften einer stabilen Gleichgewichtslage beschreibt.
Die Potentialdifferenz zwischen einer stabilen und einer benachbarten instabilen Gleich-
gewichtslage charakterisiert die maximal ertragbare endliche Stérung. Eine solche Poten-
tialdifferenz kann fir dynamische Vorgénge durch einen Impuls Gberwunden werden.

In &hnlicher Weise wird in [87] und nachfolgenden Arbeiten [65, 31, 146, 140, 137] ein
Storenergiekonzept entwickelt, das die Qualitat einer stabilen Gleichgewichtslage mittels
einer sogenannten Storenergie bewertet. Dazu wird zundchst zur Beurteilung der Gleichge-
wichtslage d eine Storform d; festgelegt und anschlieRend die Storenergie I1s; berechnet,
die notwendig ist, um Instabilitat zu erreichen [65]. Es wird angenommen, dal} die erste
Eigenform des Eigenwertproblems (7.22) die Richtung angibt, fir die das Tragwerk einer
Storung den geringsten Widerstand entgegensetzt. Dann wird die Stérenergie definiert als

%" = Ad- Ky ¢, = Ad - pg,, (7.60)

wobei sich Ad aus einem Vielfachen der Stérform ¢, und einem dazu senkrechten Anteil
Ad; zusammensetzt, der mit dem Storvektor p¢, keine Arbeit verrichtet. Es ist
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Bei einer Normierung ¢! K 1, ¢, = 1 ergibt sich somit fir die Stérenergie
% = 4. (7.62)

Das System geht also bei einer Storung, die groRer als y¢, ist, in eine andere Beulform
uber, sofern Linearitdt vorausgesetzt wird. Der Faktor ~ wird nach [146] aus dem Eigen-
wertproblem

bestimmt, d.h. der Storvektor ¢, wird so lange vergrofert, bis die Tangentensteifigkeit
singular wird.

Numerisch wird also in der Gleichgewichtslage d der Vektor ~v¢, addiert und versucht, die
benachbarte Gleichgewichtslage anzusteuern. Dies kann mif3lingen, da Uber Ad, keine
Aussage gemacht wurde und auBBerdem ¢, aus einer linearen Abschatzung stammt. Es ist
demnach nicht abgesichert, daR die vermutete Gleichgewichtslage sich dort befindet. Aus
ebendiesen Grunden ist es auch von groRer Wichtigkeit, ein Gberaus robustes Iterations-
verfahren zur Ansteuerung der benachbarten Gleichgewichtslage zu verwenden, worauf in
[87] ausdrucklich hingewiesen wird.

7.6 Auffinden nichteindeutiger Gleichgewichtslagen und Ein-
fiihrung des Sensitivitidtsbegriffes

Fur beide im vorherigen Abschnitt dargestellten Verfahren ist es von zentraler Bedeutung,
die in Abbildung 7.4 mit “1” bis “3” gekennzeichneten Gleichgewichtslagen zu kennen
bzw. zu bestimmen. Bei dem in [145] gewahlten Problem ist es aufgrund der expliziten
Kenntnis der Potentialfunktion mdglich, alle Gleichgewichtslagen zu bestimmen. Dies ist
bei allgemeinen Untersuchungen komplexerer Systeme mit der Methode der Finiten Ele-
mente nicht der Fall. Es kdnnen die Gleichgewichtslagen nur iterativ entlang eines Lo-
sungspfades ermittelt werden, der sich eventuell auch verzweigen kann. Existieren jedoch
unzusammenhangende Losungspfade, so kann ein Lésungspfad vom anderen nicht mittels
statischer Berechnungen durch einfache Lastveranderung erreicht werden.

Ausgehend von bekannten Gleichgewichtslagen auf dem naturlichen Ldsungsast soll an-
hand von Stabilitatsproblemen mit unterschiedlichem Verzweigungsverhalten, wie sym-
metrische stabile und symmetrische instabile Verzweigung sowie fiir ein Durchschlagpro-
blem eine Vorgehensweise zum Auffinden von weiteren Gleichgewichtslagen beim glei-
chen Lastniveau vorgeschlagen werden. Darlber hinaus wird der Begriff der Sensitivitat
zur quantitativen Beurteilung einer stabilen Gleichgewichtslage definiert.
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7.6.1 Symmetrisch stabiles Systemverhalten

Ein einfaches Beispiel fir den Fall der symmetrisch stabilen Verzweigung ist der Eulerstab
[139]. Es soll also im Folgenden ein imperfekter Kragarm unter Normalkraftbelastung, sie-
he Abbildung 7.5, betrachtet werden. Die Imperfektion besteht in einer Schragstellung e
des Kragarms. Als charakteristische Verschiebung wird die Endverschiebung w gewabhlt.
Dies ist aufgrund des bekannten Verhaltens des Eulerstabes sinnvoll. Im Falle einer per-
fekten Geometrie (e = 0) tritt bei steigender Belastung keine Querverschiebung w auf.
Beim Erreichen eines — hier symmetrisch stabilen — Verzweigungspunktes erfolgt dann ein
Ausweichen des Kragarmes nach oben oder unten. Zwar ist auch fir w = 0 weiterhin
Gleichgewicht moglich, dieses ist aber ab der Verzweigungslast instabil, siehe Abbildung
7.1,.

Fur die in Abbildung 7.5 angegebenen Daten ist in Abbildung 7.6 das Last-Verformungs-
verhalten gegeben. Bei imperfekter Geometrie verschwindet der Verzweigungspunkt. Die
Losungsaste sind unzusammenhangend, vergleiche Abbildung 7.2,. Bei einer statischen
Untersuchung mit einfacher Laststeigerung erhdlt man nur Verschiebungen w > 0 als
Losung. Keine der berechneten Gleichgewichtslagen ist instabil. Der SchluB, es handele
sich hierbei nicht um ein Stabilitatsproblem liegt nahe (und wird auch getroffen, siehe
[146]). Es existieren jedoch ab einer gewissen Last weitere Losungen mit w < 0 und es
stellt sich die Frage, wie diese Gleichgewichtslagen systematisch z.B. mit der Methode der
Finiten Elemente bestimmt werden kdnnen.

Mittels statischer Berechnungen ist dies nur méglich, indem das gewahlte Modell verandert
wird, z.B. durch Einflihrung einer zusatzlichen Last senkrecht zu F'. Diese kénnte z.B. in
der negativen w-Richtung aufgebracht werden und nach Erreichen des zweiten Ldsungs-
astes wieder entfernt werden. Damit wird aber hier im Spezialfall die bekannte Ldsung
genutzt, d.h. dies stellt keine allgemein durchftihrbare Vorgehensweise dar.

Im Folgenden wird eine Vorgehensweise zum Auffinden nichteindeutiger Gleichgewichts-
lagen vorgeschlagen. Dazu wird zundchst mittels einer statischen Analyse eine statische
Gleichgewichtslage bei einem vorgegebenen Lastniveau bzw. Lastparameter bestimmt.

[ =100 mm
b =10 mm
e=0.1mm
t=1mm

Material: linear elastisch
E =21-10° N/mm?

| | p="787-10"% kg/mm?
Last:

F=1EkN

Abbildung 7.5: Geometrie und Materialdaten des imperfekten Kragarmes
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Abbildung 7.6: Imperfekter Kragarm — Last-Verformungskurve

Diese Belastung bleibt im Weiteren unverandert. In dieser Gleichgewichtslage wird dem
mechanischen System kinetische Energie W;;, zugeflhrt, d.h. es werden Anfangsbedin-
gungen fir die nachfolgende numerische Integration der Bewegungsgleichungen gewahlt.
Als Anfangsverschiebungen d, werden dabei die aus dem statischen Gleichgewicht resul-
tierenden Verschiebungen gewahlt. Zusatzlich werden Anfangsgeschwindigkeiten dy = v,
gewahlt. Die zugefuhrte kinetische Energie ist dann durch W, = v{ Mwv, gegeben. Die
Wahl der Anfangsgeschwindigkeiten v, ist zunéchst frei, verschiedene Maoglichkeiten wer-
den im AnschluR am konkreten Beispiel diskutiert. Damit ist ein Systemzustand definiert,
der auch als momentaner Systemzustand wéhrend eines Schwingungsvorganges aufgefalit
werden kann. Mittels numerischer Integration kann dann das Anfangsrandwertproblem ge-
I6st werden.

Zur Auswertung der berechneten Bewegung dienen zunéchst Phasenportraits ausgewahl-
ter, charakteristischer Koordinaten. Im Falle einer gedampften Bewegung kann im Phasen-
portrait eine stabile Gleichgewichtslage als attraktiver Punkt erkannt werden. Dies kann
einerseits die bereits bekannte Gleichgewichtslage sein, aber andererseits auch eine weite-
re stabile Gleichgewichtslage, sofern eine solche existiert. Wenn mindestens eine weitere
stabile Gleichgewichtslage existiert, so ist es nicht vorherbestimmbar, welche der mogli-
chen Gleichgewichtslagen berechnet wird. Dies wird durch die Vorgabe der Anfangsge-
schwindigkeit v, beeinfludt. In [135] wird das Riickkehren des Systems in die urspriingli-
che Gleichgewichtslage bei vorhandener Dampfung néher diskutiert. Im Falle einer ddmp-
fungsfreien Bewegung kénnen Gleichgewichtlagen dem Phasenportrait nicht ohne weiteres
entnommen werden. Daher ist die Einflihrung einer Systemdampfung fiir diese Berechnung
sinnvoll. Es sei aber angemerkt, daR die Dampfung den Einzugsbereich stabiler Gleichge-
wichtslagen verandert. Ein weiterer Vorteil der Dampfung ist darin zu sehen, daf3 insbeson-
dere hoherfrequente Losungsanteile, die aufgrund der Diskretisierung nicht gut abgebildet
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werden, herausgefiltert werden kénnen. Dies ist insbesondere durch numerische Dampfung
moglich und soll daher im Folgenden Verwendung finden.

Durch die bislang angegebene Vorgehensweise ist das Auffinden weiterer Gleichgewichts-
lagen eher zuféllig und im Wesentlichen von der Vorgabe der Anfangsgeschwindigkeiten
v, abhéngig. Dies betrifft sowohl die zugefihrte Energie W,;,, d.h. den Betrag der Ge-
schwindigkeiten, als auch die Form, d.h. das Verhaltnis der Betrdge der Komponenten von
v, zueinander. Es fehlt ein Kriterium, das die mégliche Erreichbarkeit einer Gleichge-
wichtslage anzeigt. Als solches wird die Norm des statischen Residuums verwendet, d.h.
den Vektor der statischen Ungleichgewichtskrafte —r(d) + p, vergleiche Gleichung (2.81).
Dieser Vektor muf3 im Newmark \Verfahren berechnet werden, es entsteht also nur der zu-
séatzliche Aufwand zur Bestimmung einer Norm.

Die obige Vorgehensweise wird nachfolgend anhand des Problems des 1. Eulerfalles ver-
anschaulicht und diskutiert. Es wird zundchst eine statische Lastverdnderung der Horizon-
tallast F" bis zu der zu untersuchenden Gleichgewichtslage durchgefiihrt. Diese Gleichge-
wichtslage wird bei A = 0.0465 gewéhlt. Dem System wird dann durch Vorgabe von An-
fangsgeschwindigkeiten v, kinetische Energie Wy, eingeprégt. Als Geschwindigkeitsver-
teilung wird die erste Schwingungseigenform ¢, der Struktur, d.h. der ersten Eigenvektor
aus

(K, —w’M)p =0 (7.64)

gewahlt. Das System wird dadurch zu Schwingungen angeregt, die statische Last bleibt
unterdessen konstant. In Abbildung 7.7 ist das Phasendiagramm flr zwei unterschiedliche
Kinetische Energien dargestellt. Die stabilen Gleichgewichtslagen sind darin durch ein e,
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Abbildung 7.7: Imperfekter Kragarm — Phasendiagramm bei A = 0.0465, Anfangsge-
schwindigkeit in 1. Eigenform ¢,
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die instabile durch ein x gekennzeichnet. Wie bei der statischen Last-Verformungskurve
in Abbildung 7.6, wird auch hier die Endverschiebung w als charakteristische Koordinate
gewahlt. Die GroRe der zugefihrten kinetischen Energie wird durch den Skalar Wy, =
%voTMvo charakterisiert. Die Zeitintegration erfolgt mit dem Newmark Verfahren unter
Einsatz numerischer Dampfung'!, wodurch die zugefiihrte kinetische Energie wieder dissi-
piert wird. Deutlich erkennbar ist in Abbildung 7.7, dal fiir die Energie W;;,, = 1.57 Nmm
eine Schwingung um die mittels statischer Berechnung gefundene Gleichgewichtslage bei
w = 18.0 mm einsetzt. Oberschwingungen sind keine erkennbar, die erste Eigenform ist
dominant. Dies ist eine Folge der Vorgabe von v,. Die Vorgabe der Geschwindigkeits-
verteilung kann auch als momentaner Systemzustand einer Schwingung gedeutet werden,
quasi als “Momentaufnahme”. Beim Durchgang durch die Gleichgewichtslage, d.h. der
Beginn der transienten Analyse, ist die Geschwindigkeit in der Form ¢, verteilt, und do-
miniert daher die nachfolgende Bewegung. Eventuell enthaltene héhere Eigenformen wer-
den auf’erdem numerisch geddmpft. Nach Dissipation der gesamten kinetischen Energie
befindet sich das System wieder in seiner Ausgangslage.

Bei einer hoheren zugefuhrten kinetischen Energie W;;, = 6.27 Nmm hingegen kommt
das System bei einer zweiten, ebenfalls statischen Gleichgewichtslage bei w = —16.3 mm
zur Ruhe. Damit liegt eine zweite Gleichgewichtslage bei dem selben Lastniveau vor. Beli
einer weiteren VergrolRerung der kKinetischen Energie W, kann auch wieder die urspriing-
liche Gleichgewichtslage bei w = 18 mm berechnet werden. Fur dieses Verhalten, d.h. flr
welche zugefiihrte Energie welche Gleichgewichtslage erhalten wird, ist die Dd&mpfung,
die die Einzugsgebiete der Gleichgewichtslagen verandert, mafigeblich. Im dampfungs-
freien Fall entspricht der Ubergang von einer Schwingung um die Gleichgewichtslage zum
Durchschlagen dem Uberschreiten der sogenannten Separatrix. Die Separatrix trennt in
der Phasenebene einen Bereich periodischer Lésungen von einem Bereich, in dem aperi-
odische Ldsungen oder periodische Losungen von einem anderen Typ existieren. Bei nur
schwacher Dampfung unterscheidet sich daher die kinetische Energie, die zum Erreichen
der zweiten Gleichgewichtslage mindestens notwendig ist, nur wenig von der Energie, die
im dampfungsfreien Fall zum Uberschreiten der Separatrix benotigt wird. Unter der Vor-
aussetzung schwacher Dampfung kann also die Energie, die mindestens notwendig ist, um
eine zweite Gleichgewichtslage zu erreichen, zur Bewertung der Stabilitat einer stabilen
Gleichgewichtslage — und damit der Sensitivitat — verwendet werden.

In Abbildung 7.8 ist die Norm des statischen Residuums fiir die in Abbildung 7.7 bereits
gezeigte Bewegung mit Wy;, = 6.27 Nmm dargestellt. Die Kurve besitzt drei deutliche
Minima bei w = —16.3mm, w = —1.8 mm und w = 18.0 mm. Dies entspricht den drei
moglichen statischen Gleichgewichtslagen bei A = 0.0465. Die instabile Gleichgewichts-
lage bei w = —1.8 mm konnte vorher nicht lokalisiert werden.

Mit dieser zusatzlichen Information, die innerhalb des Newmark Verfahrens mittels ge-
ringem zusétzlichen Aufwand durch zusétzliche Bildung einer Norm erhalten wird, kann
im Allgemeinen die Existenz einer Gleichgewichtslage zuerst nur vermutet werden. Eine
statische Gleichgewichtslage wird fiir den Wert Null angezeigt. Es ist aber nicht zu erwar-
ten, dal diese Situation wahrend des Schwingungsvorganges genau erreicht wird. Daher

UHierzu werden die Newmark Parameter v = 0.9 und 3 = 0.49 gewiihlt.
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Abbildung 7.8: Imperfekter Kragarm — statisches Residuum, Anfangsgeschwindigkeit
in 1. Eigenform, Wy;, = 6.27 Nmm

sind kleine Werte des Residuums als Indikator fiir die N&he einer Gleichgewichtslage zu
interpretieren. Diese Information kann aber zu einer beschleunigten Bestimmung der be-
nachbarten Gleichgewichtslage gut genutzt werden, indem in der Nahe der vermuteten
Gleichgewichtslage starker gedampft, und so der Einzugsbereich dieser Gleichgewichtsla-
ge vergroRert wird. Die kinetische Energie wird dann schneller dissipiert und das System
kommt in der statischen Gleichgewichtslage zur Ruhe. Es sei allerdings angemerkt, dal3
aufgrund der Anderung des Einzugsgebietes der Gleichgewichtslage durch die Rayleigh
Déampfung diese nicht mit Sicherheit bestimmt werden kann. In Abbildung 7.9 ist dieser
\organg dargestellt. Zuerst wird dem System die kinetische Energie Wy;, = 6.27 Nmm
in der ersten Eigenschwingungsform ¢, eingepragt. Kurz vor Erreichen des Minimums
des statischen Residuums wird Rayleigh Dampfung eingefihrt und so die kinetische Ener-
gie wieder dissipiert. Der Beginn der starken Dadmpfung ist an den Knicken der Ldsungs-
kurven im Phasenportrait in Abbildung 7.9 deutlich erkennbar. Die Geschwindigkeit der
Bewegung wird bei starker Ddmpfung schnell reduziert. Fiir die beiden stabilen Gleichge-
wichtslagen bei w = —16.3mm und w = 18.0 mm, wie aus Abbildung 7.7 ersichtlich,
wird so der statische Gleichgewichtszustand problemlos erreicht. Bei der instabilen Gleich-
gewichtslage bei w = —1.8 mm gelingt dies nicht, da das System stets in eine der beiden
benachbarten stabilen Gleichgewichtslagen ausweicht. Nur wenn in unmittelbarer N&he
der instabilen Gleichgewichtslage auf statische Berechnung umgeschaltet wird, kann auch
diese bestimmt werden.

Sind damit Lésungspunkte auf dem mit dem natdrlichen Last-Verformungspfad nicht zu-
sammenhadngenden LOsungsasten bekannt, so kdnnen diese weiter mittels statischer Unter-
suchungen bestimmt werden, siehe Abbildung 7.6. Auch die Stabilitatsfrage der Gleichge-
wichtslagen auf diesen LOsungsasten kann mittels der in Abschnitt 7.2 angegebenen Krite-
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Abbildung 7.9: Imperfekter Kragarm — Phasendiagramm, Berechnung der statischen
Gleichgewichtslagen

rien entschieden werden. Fir das betrachtete Beispiel des imperfekten Kragarmes sind in
Abbildung 7.6 die stabilen Gleichgewichtslagen mit einer durchgezogenen, die instabilen
mit einer gestrichelten Linie gekennzeichnet.

Noch nicht naher diskutiert wurde die Form der Anfangsgeschwindigkeitsverteilung vy,
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2000 | Wi, = 142.4 Nmm
— Wkin =143.6 Nmm -
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g 1000 T
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Abbildung 7.10: Imperfekter Kragarm — Phasendiagramm bei A = 0.0465, Anfangsge-
schwindigkeit in Lastrichtung
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Abbildung 7.11: Imperfekter Kragarm — Phasendiagramm bei A = 0.0465, Verteilung
der Anfangsgeschwindigkeit in der 2. Eigenform ()

mit der die kinetische Energie eingepragt wird. Aul3er der gewahlten 1. Schwingungseigen-
form kdnnen im Prinzip beliebige Verteilungen, sofern sie den Randbedingungen gentigen,
gewéhlt werden. So kann z.B. auch eine Anfangsgeschwindigkeitsverteilung vorgegeben
werden, bei der nur die belasteten Freiheitsgrade eine Anfangsgeschwindigkeit ungleich
Null erhalten. Dann ergibt sich das in Abbildung 7.10 gezeigte Phasendiagramm fir unter-
schiedliche GréRen der kinetischen Energie. Auch hiermit kann ein Ubergang in die zweite
stabile Gleichgewichtslage erreicht werden. Es ist aber offensichtlich, dall nun eine héhere
Energie insbesondere wegen der Anregung von Langsschwingungen erforderlich ist, die
aber zum Durchschlagen in Querrichtung kaum beitragen kann. Auch sind héherfrequente
Anteile sichtbar, die durch die numerische Dampfung reduziert werden. Die Schwingungs-
form geht dann in eine Schwingung in der ersten Eigenform uber. Fir hohe Werte von
Wi, verglichen mit der Anfangsgeschwindigkeitsverteilung in der ersten Eigenschwin-
gungsform, wird der Ubergang in die zweite stabile Gleichgewichtslage erreicht.

Ein &hnliches Verhalten ist fiir eine Anfangsgeschwindigkeitsverteilung in der 2. Schwin-
gungseigenform ¢, d.h. dem zum zweiten Eigenwert von (7.64) gehdrenden Eigenvektor,
zu beobachten, siehe Abbildung 7.11 und 7.12. In Abbildung 7.11 ist das Phasenportrait
mit der gleichen Skalierung dargestellt wie in den vorherigen Abbildungen. Dabei treten
bei der sich einstellenden Schwingung in der zweiten Eigenform hohe Geschwindigkeiten
auf. Daher ist das Phasenportrait in Abbildung 7.12 mit einer anderen Skalierung erneut ge-
zeigt. Hier ist der Ubergang von der zweiten in die in die erste Schwingungseigenform gut
erkennbar. Zum Ubergang in die zweite stabile Gleichgewichtslage ist bei dieser Anfangs-
geschwindigkeitsverteilung eine deutlich hohere kinetische Energie erforderlich als bei den
zuvor untersuchten Anfangsgeschwindigkeitsverteilungen. Dieses kann dadurch begriindet
werden, dal zur Anregung von Schwingungen in niedrigen Eigenformen weniger Energie
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Abbildung 7.12: Imperfekter Kragarm — Phasendiagramm bei A = 0.0465, Verteilung
der Anfangsgeschwindigkeit in der 2. Eigenform (IT) (Skala gegeniiber
7.11 geéndert)

erforderlich ist, als zur Anregung in hoheren Eigenformen. Bei einer allgemeinen Anre-
gung, d.h. durch eine Anregung, die nicht ausschlief3lich aus einzelnen Eigenformen be-
steht, ist im allgemeinen Fall auch die erste Eigenform enthalten. Daher ist zu erwarten,
dal} zur Anregung in einer einzelnen héheren Eigenform mehr Energie notwendig ist.

Zur Beurteilung der Sensitivitat der stabilen Gleichgewichtslage wird nun die Anfangs-
geschwindigkeitsverteilung v, herangezogen, bei der das Erreichen der zweiten stabilen
Gleichgewichtslage mit minimaler Zuftihrung an kinetischer Energie gelingt. Dies ist fur
vy = ¢, der Fall, wie aus den vorangegangenen Untersuchungen hervorgeht. Fir alle
anderen Anfangsgeschwindigkeitsverteilungen sind deutlich hohere Energien W, erfor-
derlich. In Abbildung 7.13 ist der kritische Fall dargestellt. Mit der kinetischen Energie
Weim = 3.48 Nmm wird die zweite stabile Gleichgewichtslage gerade erreicht. Dies ist
also die kleinstmdgliche Energie, die dem System zugefuhrt werden muf3, um diese sta-
bile Gleichgewichtslage zu verlassen. Der Einflu} der eingefiihnrten Dampfung ist dabei
vernachl&ssigt, es ist aber aus Abbildung 7.13 ersichtlich, dal3 die Dampfung klein ist; die
Schwingung klingt nur sehr langsam ab. Damit stellt die Grolie Wy, = 3.48 N'mm einen
quantitativen Wert zur Beurteilung der Stabilitat der untersuchten Gleichgewichtslage dar,
bzw. der reziproke Wert ein MaR fir die Sensitivitat der Gleichgewichtslage.

7.6.2 Symmetrisch instabiles Systemverhalten

Ein System mit symmetrisch instabilem Verzweigungsverhalten (vergleiche z.B. Abbil-
dung 7.2,) zeigt Abbildung 7.14. Der abgebildete Balken ist am einen Ende frei drehbar
gelagert und am anderen Ende durch linear elastische Federn abgestutzt. Zur Finiten Ele-
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Abbildung 7.13: Imperfekter Kragarm — Phasendiagramm bei A = 0.0465, Sensitivitéit

ment Berechnung wurde die elastische Abstilitzung durch ein drehbar verbundenes Scha-
lenelement mit dem Elastizitatsmodul Fy, = 1.0 - 10* N/mm? realisiert. Um, vergleichbar
zu dem in [139] behandelten System, einen starren Balken zu realisieren, wurde der Ela-
stizitattsmodul mit £, = 2.1 - 107 N/mm? sehr hoch gewéhlt. Die Last-Verformungskurve
der Verschiebung w des Lastangriffspunktes senkrecht zur Lastrichtung ist in Abbildung
7.15 fur die imperfekte Struktur dargestellt. Als Imperfektion dient wie zuvor eine Schréag-
stellung e des Balkens. Die stabilen Losungsbereiche sind mit einer durchgezogenen, die

instabilen mit einer gestrichelten Linie gekennzeichnet.

Anhand dieses Systems soll zuerst die Vorgehensweise zum Auffinden benachbarter Gleich-

Geometrie:
[ =100 mm
b =10 mm
e=1.0mm
t=1mm

Material: linear elastisch
E; =2.1-10" N/mm?
FEy=1.0-10" N/mm?
p="7.87-10"°% kg/mm3

Last:
F=1kN

Abbildung 7.14: Geometrie und Materialdaten des elastisch abgestiitzten, imperfekten

Balkens
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Abbildung 7.15: Elastisch abgestiitzter, imperfekter Balken — Last-Verformungskurve

gewichtslagen auf gleichem Lastniveau wiederholt werden. Aufgrund des gednderten Sy-
stemverhaltens wird eine Anpassung der Definition des Begriffes der Sensitivitat erforder-
lich. Wie aus Abbildung 7.15 ersichtlich, existiert z.B. fur das Lastniveau bei 7 kN neben
der stabilen Gleichgewichtslage auf dem naturlichen Losungspfad keine weitere stabile
Gleichgewichtslage. Eine Definition der Sensitivitat als reziproker Wert der kinetischen
Energie, die mindestens bendtigt wird, um eine zweite, stabile Gleichgewichtslage zu er-
reichen, greift hier nicht. Daher wird bei diesem Systemverhalten unter Sensitivitét der
reziproke Wert der kinetischen Energie verstanden, die mindestens benétigt wird, um ein
unbegrenztes Anwachsen der Verschiebungen zu erreichen. Unter unbegrenzt anwachsen-
den Verschiebungen sind bei dem untersuchten elastisch abgestiitzten Balken vollstandige
Umdrehungen um die frei drehbare Lagerung zu verstehen, bzw. Verschiebungen des Last-
angriffspunktes in Lastrichtung, die der Balkenléange entsprechen. Alle gezeigten Ergeb-
nisse sind auf den letzteren Bereich beschrankt.

Aufgrund der Resultate aus dem vorher betrachteten fest eingespannten Kragarm wird hier
nur die Anfangsgeschwindigkeitsverteilung in der ersten Schwingungseigenform unter-
sucht. Bei dem gewahlten Lastniveau von 7 kN wird dem mechanischen System kinetische
Energie W,;, eingepragt. Fur W,;, = 28.7 Nm sind in Abbildung 7.16 zwei Phasendia-
gramme dargestellt. Bei Kurve (b) wurde die Anfangsgeschwindigkeitsverteilung gegen-
uber Kurve (a) mit dem Faktor —1 multipliziert, d.h. die Richtung umgekehrt. Die Symbole
e und x kennzeichnen erneut stabile und instabile Gleichgewichtslagen. In Kurve (a) wird
der Kraftangriffspunkt in positive Richtung w, bei Kurve (b) dagegen in negative Rich-
tung w bewegt. Ein unbeschréanktes Anwachsen der Verschiebungen wird in beiden Fallen
erreicht, der Balken schlagt bei (a) nach unten, bei (b) nach oben durch. Die zu beiden
Bewegungen zugehdrige statische Residuumsnorm zeigt Abbildung 7.17. Minima der bei-
den Kurven (a) und (b) bei ca. w = —63mm und w = 58 mm lassen wieder statische
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Abbildung 7.16: Elastisch abgestiitzter, imperfekter Balken — Phasendiagramm bei
ThkN, Wi =28.7Nm
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Abbildung 7.17: Elastisch abgestiitzter, imperfekter Kragarm — statische Residuums-
norm bei 7TkN, Wy;, = 28.7TNm

Gleichgewichtslagen vermuten. Mittels der Einfiihrung von Dampfung sind diese Gleich-
gewichtslagen nicht ansteuerbar, beide sind instabil. Aufgrund der statischen Pfadverfol-
gung des naturlichen Losungsastes ist die instabile Gleichgewichtslage bei w = 58.5 mm
bereits bekannt. Die zunéchst nur vermutete Gleichgewichtslage bei w = —63 mm kann
durch Umschalten von der transienten auf eine statische Berechnung in unmittelbarer Nahe
bestimmt werden. Somit ist eine Gleichgewichtslage bei w = —63.6 mm an dem unzu-
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sammenhangenden Losungsast bekannt und dieser kann mittels weiterer statischer Pfad-
verfolgung vollstdndig bestimmt werden. Auch die Stabilitatsfrage kann dann entschieden
werden.

Das Aufbringen einer Anfangsgeschwindigkeit mit positivem und negativem Vorzeichen
ist notwendig, da bei Uberschreiten des Einzugsbereiches der stabilen Ausgangsgleich-
gewichtslage das System nicht mehr zuriickschwingt. Gleichgewichtslagen in der ande-
ren Richtung kénnen daher nicht gefunden werden. Auf die Bestimmung der Sensitivitat
hat dies jedoch keine Auswirkung. Dazu wird die Sensitivitat beim Lastniveau von 7 kN
bestimmt und die Anfangsgeschwindigkeit jeweils in beide Richtungen aufgebracht. Fur
Wi = 15.4 kN sind die beiden zugehorigen Phasendiagramme in Abbildung 7.18 darge-
stellt. Der Durchgang der Phasenkurve (b) zwischen der instabilen und der stabilen Gleich-
gewichtslage ist eine Folge der Nichtlinearitat des Problems, siehe z.B. [99]. In beiden Fél-
len fiihrt die eingebrachte kinetische Energie zu einem unbeschrankten Anwachsen der Ver-
schiebung in Lastrichtung. Als Folge der bei den Berechnungen eingesetzten numerischen
Dampfung ware bei Kurve (a) eine geringfugig kleinere Energie ausreichend. Der Unter-
schied ist mit ca. 3% vernachldssigbar klein. Erst bei einem l&ngerem Bewegungsvorgang
vor Erreichen und Uberschreiten der instabilen Gleichgewichtslage und damit zu groRem
Energieverlust durch Ddmpfung mifte dies beriicksichtigt werden. Wenn ausschlieRlich
die Sensitivitat bestimmt werden soll, ist ein vollstandiger Verzicht auf Dampfung mog-
lich. Diese bezweckt ein Herausfiltern hoherer Frequenzen um insbesondere die Kurve der
statischen Residuumsnorm zum Auffinden weiterer Gleichgewichtslagen zu glatten.
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Abbildung 7.18: Elastisch abgestiitzter, imperfekter Kragarm — Phasendiagramm bei



142 7. STABILITATSUNTERSUCHUNGEN MIT FINITEN ELEMENTEN

7.6.3 Durchschlagproblem

Als weiteres Beispiel soll die in Abschnitt 3.2 eingefuhrte flache Zylinderschale betrach-
tet werden. Dieses zusatzliche Beispiel soll zum Einen zeigen, dal? Durchschlagprobleme
analog wie die vorher untersuchten Probleme mit unzusammenhéangenden Losungsésten
behandelt werden kénnen. Zum Anderen soll aber auch gezeigt werden, dal} bei Systemen
mit einer hoheren Anzahl von Freiheitsgraden die Ergebnisse schwieriger zu interpretieren
sind. Weiterhin soll untersucht werden, inwieweit auch die Eigenform ¢, aus dem linea-
ren Eigenwertproblem (7.22) als Anfangsgeschwindigkeitsverteilung sinnvoll einzusetzen
ist, da diese Eigenform bei der Berechnung von benachbarten Gleichgewichtslagen in [31]
eine wesentliche Rolle spielt.

0.8
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0 5 10 15 20 25 30 35
Verschiebung [mm]

Abbildung 7.19: Flache Zylinderschale — Last-Verformungskurve

In Abbildung 7.19 ist die mittels Pfadverfolgungsalgorithmen ermittelte Last-Verformungs-
kurve dargestellt. Fir die Last-Verformungskurve wie auch fiir die nachfolgend gezeigten
Phasenportraits wurde der Lastangriffspunkt als charakteristische Koordinate ausgewéhlt.
Es soll die Gleichgewichtslage bei der Last 0.5 N mit der Verschiebung 8.6 mm auf ihr
Verhalten gegeniiber den Anfangsgeschwindigkeiten vo = ¢, und v, = ¢, untersucht
werden. Dazu wird wiederum eine Geschwindigkeitsverteilung in der ersten Schwingungs-
eigenform ¢, mit der kinetischen Energie Wy;, = 34.1 N'm aufgebracht. Die zugehorige
Phasenkurve zeigt Abbildung 7.20, stabile Gleichgewichtslagen sind darin erneut durch e,
die instabile durch x gekennzeichnet. Die Norm des dazugehorigen statischen Residuums
ist in Abbildung 7.21 dargestellt.

Auch hier kann Uber das statische Residuum eine Aussage Uber die Nahe zu den drei
Gleichgewichtslagen getroffen werden. Die instabile Gleichgewichtslage ist aber nicht so
deutlich ausgepragt. Da die Steifigkeit der Struktur nichtlinear von den Verschiebungen ab-
hangt, ist auch bei der Vorgabe von v, = ¢, als Anfangsgeschwindigkeitsverteilung keine
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Abbildung 7.21: Flache Zylinderschale — statisches Residuum (1. Eigenform ¢,),

reine Schwingung in der ersten Schwingungseigenform zu beobachten, zumal die Auslen-
kungen groB sind, wie ein Vergleich mit den statischen Verschiebungen in Abbildung 7.19
zeigt.

In den Abbildungen 7.22 und 7.23 sind das Phasendiagramm und die Residuumsnorm
fur eine Anfangsgeschwindigkeitsverteilung in der ersten Eigenform ¢, des linearen Ei-
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Abbildung 7.22: Flache Zylinderschale — Phasendiagramm (1. Eigenform ¢,), Wy, =
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Abbildung 7.23: Flache Zylinderschale — statisches Residuum (1. Eigenform ¢,),

genwertproblemes aus (7.22) angegeben. Die kinetische Energie der Anfangsgeschwindig-
keit betragt ebenfalls Wy, = 34.1 Nm. Insbesondere im Phasendiagramm in Abbildung
7.22 sind deutlich hoéherfrequentere Schwingungsanteile als bei der Stérung in der ersten
Schwingungseigenform ¢, zu erkennen. Dies wirkt sich dann entsprechend auf das zuge-
horige statische Residuum in Abbildung 7.23 aus.
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Es ist daher vorzuziehen, die Storung in Form der ersten Schwingungseigenform ¢, auf-
zubringen, da dies auch die vom System bevorzugte Schwingungsform darstellt. In dieser
Eigenform kann das System mit dem geringsten Energieaufwand zu Schwingungen an-
geregt werden. Dementsprechend ist hier auch der geringste zusatzliche Energieaufwand
zum Erreichen eines moglichen Durchschlagens der Struktur in eine andere stabile Gleich-
gewichtslage oder auch zu einer unbegrenzten Bewegung zu erwarten.

7.7 Zusammenfassung und Diskussion

Bei statischen Stabilitatsproblemen sind mit der Methode der Finiten Elemente prinzipi-
ell alle Losungséste ermittelbar [28, 38]. Dabei kann die Stabilitatsfrage der ermittelten
Gleichgewichtslage mittels der Definitheit der tangentiellen Steifigkeitsmatrix in effizien-
ter Weise entschieden werden. Bei Verzweigungsproblemen existieren sogenannte Pfad-
wechselprozeduren, die es ermdglichen, auch verzweigende Lésungspfade zu berechnen.
Der Aufwand bei diesem Vorgehen kann allerdings enorm sein, fuir grof3e Probleme ist er
oft zu hoch.

Bei transienten Betrachtungen beruht die Stabilitadtsaussage entweder auf einem linearisier-
ten Kriterium, das keine Aussage Uber die Bewegung als Ganzes liefert, oder das Kriterium
ist aufgrund des Aufwandes fur reale Problemstellungen ungeeignet. Bei Verwendung des
Newmark Verfahrens zur Integration der Bewegungsgleichungen ist das linearisierte Kri-
terium nur mit betréchtlichem zusétzlichem Aufwand auswertbar. Dennoch liefert diese
Aussage einen Hinweis fiir den Zustand des Systems an der entsprechenden Laststufe und
bei einer quasistatischen Bewegung, z.B. im Vorbeulbereich, kann sogar die statische Sta-
bilitatsaussage erhalten werden.

Unzusammenhdangende Losungsaste konnen aufgrund der lokalen Konvergenzeigenschaf-
ten des Newton Verfahrens meist nicht durch rein statische Methoden erreicht werden.
Zwar konnen zusatzliche statische Lasten in das Modell eingebracht und nach Erreichen
des unzusammenhédngenden Losungsastes wieder entfernt werden. Dieses Vorgehen be-
dingt aber eine Kenntnis des Systemverhaltens und kann nicht immer vorausgesetzt wer-
den. Daher empfehlen sich in solchen Féllen transiente Berechnungsmethoden. So kann
z.B. durch Aufbringen einer endlichen Anfangsgeschwindigkeit eine Struktur in einer be-
liebigen Gleichgewichtslage zu Schwingungen angeregt werden. Durch die Beobachtung
des Schwingungsvorganges selbst und des statischen Residuums kann auf die Existenz
von weiteren benachbarten Gleichgewichtslagen geschlossen werden, die auch numerisch
angesteuert werden konnen, was jedoch nur bei stabilen Gleichgewichtslagen zuverl&s-
sig gelingt. Die Beobachtung des Schwingungsvorganges selbst wird aber insbesondere
bei groReren und daher nicht einfach tGbersehbaren Strukturen schwierig, da nicht immer
eine charakteristische Verschiebung angebbar ist. Hier ist die statische Residuumsnorm
als skalare GroRke von Vorteil. Allerdings erweist sich diese Norm nur dann als zuver-
lassiges Kriterium flr statische Gleichgewichtslagen, wenn die Schwingung bereits im
Einzugsbereich einer statischen Gleichgewichtslage ablauft. Fihrt die aufgebrachte An-
fangsgeschwindigkeit nicht zu einer Schwingung, sondern wachsen die Verschiebungen
unbegrenzt an, so versagt die Struktur. Der Vorgang kann mit einer kleineren eingepragten
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kinetischen Energie wiederholt werden, um entweder eine eventuell vorhandene weitere
Gleichgewichtslage aufzuspiren und anzusteuern, oder die Grenze zwischen einer Bewe-
gung um die Gleichgewichtslage und dem unbegrenzten Anwachsen der Verschiebungen
zu ermitteln.

Letzteres flhrt zum Begriff der Sensitivitat: die Struktur reagiert am empfindlichsten ge-
geniber einer Storung, die bei minimaler zugefihrter kinetischer Energie zum Versagen
bzw. zum Ubergang in eine weitere Gleichgewichtslage bei gleichem Lastniveau fiihrt.
Meist sollte die Form der Anfangsgeschwindigkeitsverteilung, die zu minimalen Energien
fhrt (insbesondere in der N&he singuldrer Punkte), die erste Schwingungseigenform sein.
Weitere Eigenformen sowie technisch realistische Formen sollten aber ebenfalls Bertick-
sichtigung finden, da hiermit tatsachlich auftretende Situationen abgesichert werden und
um zu Uberprufen, ob nicht andere Anfangsgeschwindigkeitsverteilungen neben der ersten
Schwingungseigenform zu kleineren Energien flihren.

Der hier verwendete Begriff der Sensitivitat einer Gleichgewichtslage gegentiber endlichen
Storungen ist streng abzugrenzen von der Empfindlichkeit einer Struktur gegenuber Sy-
stemparametern wie geometrischen Kenngrofien, geometrischen und Lastimperfektionen
und Materialparametern [39, 79, 103].

Die hier vorgeschlagene systematische Vorgehensweise zur Untersuchung der Sensitivi-
tat einer stabilen Gleichgewichtslage kommt zwar ohne Eigenwertberechnungen aus (zur
Berechnung der ersten Schwingungseigenform gentgt eine grobe Néherung, die z.B. tiber
eine von Mises Vektoriteration erfolgen kann), doch erfordert die Zeitintegration einen ho-
hen Rechenaufwand. Fur Letzteres ist der Einsatz paralleler Methoden von groliem Vorteil.
Wegen der verbesserten Kondition der effektiven Steifigkeitsmatrix K* in (2.82), die durch
die Addition eines Vielfachen der positiv definiten Massenmatrix zur tangentiellen Steifig-
keitsmatrix entsteht, eignet sich das einfach zu parallelisierende cg-Verfahren hervorragend
zu Losung solcher Probleme.
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8 Untersuchung eines Stahlzylinders mit imper-
fekter (Geometrie

In diesem Abschnitt werden die in Kapitel 7 vorgestellten Vorgehensweisen an einem gro-
Reren, komplexeren Problem durchgefuhrt. Fur eine mechanische Struktur erfolgen sowohl
statische als auch transiente Untersuchungen. Dabei werden die jeweiligen Stabilitatskri-
terien ausgewertet. Auch soll die Imperfektionsempfindlichkeit gegentiber geometrischen
Imperfektionen und die Sensitivitat, d.h. die Empfindlichkeit gegentuiber endlichen Stérun-
gen an ausgewahlten Gleichgewichtslagen betrachtet werden.

Wesentlich dabei ist, dal} die gewéhlte mechanische Struktur eines axial belasteten Stahl-
zylinders nicht eine perfekt symmetrische, sondern eine imperfekte Geometrie aufweist,
die aber dennoch kein “gutmitiges”, d.h. einfaches nichtlineares Verhalten aufweist.

8.1 Problembeschreibung

Silos sind GroRraumbehélter zur Lagerung von Gutern, die sowohl fest, fllissig oder auch
gasformig sein konnen. Auf kleiner Grundfl&che, die Ublicherweise rund oder quadratisch
ist, kénnen darin grol’e Mengen gelagert werden. Allerdings sind diese Bauwerke bei Aus-
fuhrung als dunnwandige Stahlbehalter oft stark beulgeféhrdet.

j// Q\\\\"/ Druckkrafte

»\ .
M

7”7 77

-— Beulen

Abbildung 8.1: Schiittgutgefiilltes Stahlsilo

Abbildung 8.1 zeigt ein solches Silo wahrend des Entleerungsvorganges. Es treten in Langs-
richtung Druckspannungen aufgrund des Gewichtes des oberen Teiles des Silos und auf-
grund der Wandreibung zwischen Schuttgut und Siloschale auf. Aul3erdem entstehen Mem-
branumfangsspannungen durch das Schiittgut.

Bei der Bemessung der Wandstérke eines Silos ist in aller Regel der Beulsicherheitsnach-
weis fir die Axialbelastung mafRgebend. In Regelwerken wie DIN 18800 Teil 4 [1] oder
ECCS [34] beruht der zu fiihrende Nachweis auf der Bestimmung einer idealen, klas-
sischen Beulspannung der ungefiillten Zylinderschale. Uber Abminderungsfaktoren, die
ublicherweise auf der statistischen Auswertung einer grof’en Anzahl von Beulversuchen
basieren, wird der Abfall der Beullast durch geometrische Imperfektionseinfliisse berlck-
sichtigt. Der EinfluR der Bettung durch das Schiittgut und die damit verbundene Steigerung
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der Traglast darf aber nicht berticksichtigt werden. In einem Sonderforschungsbereich der
Deutschen Forschungsgesellschaft (DFG) [81, 80, 142] wurde das Stabilitatsverhalten von
Siloschussen unter Beruicksichtigung des Schittguteinflusses experimentell und numerisch
untersucht. Dazu wurden unter anderem leere und wassergefillte Kreiszylinderschalen
in einer Prifapparatur axial belastet und das Last-Verformungsverhalten gemessen. Die
imperfekte Geometrie des Prifkorpers wurde zuvor beziiglich radialer Abweichung vom
Sollradius hochgenau vermessen, sodaR diese zu den nachfolgenden numerischen Unter-
suchungen verfligbar war. Auch die Materialdaten wurden fiir jeden Zylinder gesondert
bestimmt.

Ein solcher Zylinder mit imperfekter Geometrie soll im Folgenden exemplarisch bezlglich
Stabilitat und Sensitivitat untersucht werden.

8.2 Modellierung mit Finiten Elementen

In Abbildung 8.2 sind das System und die Materialdaten des untersuchten Siloschusses
dargestellt. Dieser entspricht dem unteren, beulgeféhrdeten Teil des in Abbildung 8.1 dar-
gestellten Silos. Der Zylinder ist an seiner Unterseite konstruktionsbedingt unverschieb-
lich aber frei drehbar gelagert. An seiner Oberseite sind nur Verschiebungen in Zylinder-
langsachsenrichtung zugelassen. Die Unverschieblichkeit in Umfangsrichtung am oberen
Ende ist durch die bei den Versuchen angebrachten Flansche [142] begriindet. Das Ver-
haltnis des Radius r zur Schalendicke ¢ betragt ca. 1100, daher die Versuchsbezeichnung
“AL-1100", wobei “A” fur den ersten Teil der Versuchsserie und “L” flr “leer” steht. Bei
der Auswahl des Blechs fir die Versuchszylinder wurde ein Material mit hoher Streck-
grenze gewahlt, um plastische Einfliisse zu vermeiden. Daher wurde fiir die numerische
Berechnung ausschlieBlich linear elastisches Materialverhalten angenommen.

Der Zylinder wurde mit einem annéhernd quadratischen Raster vermessen, flr den gewahl-
ten Zylinder ergeben sich bei direkter Ubernahme der MeRpunkte in das FE-Netz 9400

Geometrie:

r=625mm

h = 966 mm

t =0.56 mm

Material:

linear elastisch (Stahl)
E =2.1-10° N/mm?
v=20.3
p="7.85-10"%kg/mm?

Abbildung 8.2: Tmperfekter Zylinder AL-1100 — System
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Abbildung 8.3: Imperfekte Geometrie, 50-fach iiberhoht dargestellt

Knotenpunkte und 9200 Elemente. Das zugehorige Finite Elemente Netz ist in Abbildung
8.3 gezeigt, wobei die Imperfektionen, d.h. die Abweichung von der perfekten Zylinder-
geometrie, mit dem Faktor 50 tiberhéht dargestellt sind. Auffallig an den Imperfektionen
ist insbesondere eine deutlich ausgepragte “Delle” in der linken Halfte auf ca. 2/3 der Zy-
linderhthe, siehe Abbildung 8.3 links. Weiterhin ist, deutlicher sichtbar in Abbildung 8.3
rechts vorn, eine sich uber die Zylinderhéhe erstreckende Abplattung erkennbar. Die ma-
ximale Abweichung von der perfekten Geometrie betrdagt 1.52 mm, ca. das 2.7-fache der
Schalendicke.

Zur Abbildung der Belastung werden die Freiheitsgrade der Knoten am oberen Zylinder-
rand in Zylinderl&dngsachsenrichtung Uber eine Zwangsbedingung zu einem einzigen Frei-
heitsgrad zusammengefal’t. Damit wird eine vollstdndig starre und ebene Lasteinleitung
wie in der Prlfapparatur erreicht.

8.3 Beschreibung der Versuchsergebnisse

Die im Folgenden kurz wiedergegebenen Versuchsergebnisse fiir den im Rahmen der vor-
liegenden Arbeit numerisch untersuchten Versuchszylinder entstammen [142].

Fur den Beulversuch wurde der Testzylinder in die Prifapparatur zwischen der oberen und
unteren Druckplatte eingespannt, siehe Abbildung 8.4. Die Lasteinleitung erfolgte tber
eine Lasteinleitungskugel aus gehdartetem Stahl, um die Entstehung von Biegemomenten
durch den Hydraulikkolben zu vermeiden. Das Last-Verformungsverhalten wurde mittels
einer KraftmelRRdose und vier induktiven Wegaufnehmern an den Viertelspunkten des Zy-
linderumfangs gemessen. Die Last wurde langsam bis zum Versagen aufgebracht. Nach
jedem inkrementellen Lastschritt wurde das jeweilige Lastniveau konstant gehalten, um
die MelRwerte abzulesen. Das Versagen des Zylinders setzte schlagartig ein und wurde
von einem lauten Knall begleitet. Ein vorheriges, lokalen Beulen konnte nicht beobachtet
werden. Bedingt durch das hohe Gewicht des oberen Versuchsaufbaus traten grof3e Ver-
formungen auf. Das beobachtete Nachbeulmuster war rautenférmig, 2-3 reihig und befand
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— Pressenhaupt
Kraﬁmeedc)se/gf/ Hydraulikkolben

— Lasteinleitungskugel
]—— obere Druckplatte
Fullrohr
Versuchskdrper
induktiver—— &
Wegaufnehmer

—— untere Druckplatte

— Pressentisch

Abbildung 8.4: Versuchsaufbau

sich zwischen dem unteren Zylinderrand und der Zylindermitte. In Umfangsrichtung be-
fanden sich ca. 16 Beulen. Die Last, bei der das schlagartige Versagen des Zylinders eintritt,
wird im Folgenden als Beullast bezeichnet. Fir den Zylinder AL-1100 betrug sie 135 £ N.
Nach dem Versagen wurde der Zylinder erneut belastet, um die sogenannte Nachbeullast
zu bestimmen, sie wurde fur den untersuchten Zylinder zu 48 kN bestimmt.

8.4 Imperfektionsempfindlichkeit

In Abbildung 8.5 ist die Imperfektionsempfindlichkeit, d.h. die Abhangigkeit der Beullast
von der Imperfektionsamplitude des untersuchten Zylinders, dargestellt. Das gemessene
Imperfektionsmuster, d.h. die Abweichung der tatsachlichen Geometrie von der idealen
Zylindergeometrie wurde mit einem skalaren Parameter e multipliziert und zur idealen Zy-
lindergeometrie addiert. Fur e = 0 wird so der perfekte Zylinder erhalten, bei ¢ = 1 die
tatsachlich gemessene Geometrie. Variationen an der Imperfektionsform zur Ermittlung
einer ungunstigeren Form wurden nicht vorgenommen, hierzu wird z.B. auf DEML [28]
verwiesen. Dort wird die Imperfektionsform so bestimmt, daR bei vorgegebener Maximal-
abweichung der imperfekten von der perfekten Geometrie eine minimale Beullast erreicht
wird. Dazu werden die geometrischen Imperfektionen als zusétzliche Freiheitsgrade ein-
gefihrt und mit der Schalenformulierung konsistent linearisiert.

Die Imperfektionsempfindlichkeit ist grofer fir positive Werte von ¢, bei ¢ = 1 ist die
Beullast von 250 kN auf ca. 2/3 dieses Wertes d.h. 165 kN gesunken. Bei ¢ = —1 be-
tragt sie hingegen noch 206 £ N. Der numerisch ermittelte Wert fur den perfekten Zylin-
der stimmt sehr gut mit dem von LORENZz angegeben Wert der Beulspannung (siehe z.B.
[125, 110])

E 13
Opr = —F—meoeoe— —, (8.1)
3(1—v?) 7

die auf eine Beullast von 253 kN fuhrt, Gberein.
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Abbildung 8.5: Imperfektionsempfindlichkeit des Zylinders AL-1100

In Abbildung 8.6 sind die Grenzlasten fiir die unterschiedlichen Verzweigungstypen, sie-
he Abbildung 7.1 und 7.2, angegeben. Die Maximallasten sind darin in Abhangigkeit der
ImperfektionsgroRe < aufgetragen. Die groRte Ubereinstimmung der Imperfektionsemp-
findlichkeit des imperfekten Zylinders ergibt sich mit dem symmetrischen instabilen Ver-
zweigungstyp. Auch in [125] wird dieser Typ dem axial belasteten Zylinder zugeordnet.
Die Unsymmetrie in Abbildung 8.5 ist durch das allgemeine, unsymmetrische Imperfek-
tionsmuster verursacht, fur betragsmaRig gleiche -Werte ergeben sich unterschiedliche
Imperfektionsamplituden nach innen bzw. aul3en.

Alle weiteren Berechnungen werden mit der tatséchlich gemessenen Imperfektion (d.h.
¢ = 1) durchgefihrt, in Abbildung 8.5 ist dies mit einem e gekennzeichnet.

Iy }\'GT

N

xGr

N

kGr

symmetrisch stabil (A;=0, 1,>0)

€

symmetrisch instabil (A =0, 1,<0)

™y

unsymmetrisch  (A; 20, A,=0)

Abbildung 8.6: Grenzlasten der unterschiedlichen Verzweigungstypen

oy
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8.5 Statische Stabilitdtsuntersuchung

Zur Bestimmung der kritischen Last einer mechanischen Struktur erfolgt tblicherweise
eine Berechnung des nichtlinearen Last-Verformungsverhaltens. Dabei werden begleitend
die Determinante der tangentiellen Steifigkeitsmatrix bzw. deren Tragheit beobachtet. Zei-
gen diese Kriterien eine singulére Steifigkeitsmatrix an, so ist ein “Beulpunkt” erreicht. Mit
Hilfe von Bisektionsverfahren kann dieser iterativ noch genauer ermittelt werden. Eine di-
rekte Berechnung des Beulpunktes durch das in Abschnitt 7.3.3 Verfahren flhrt fur die hier
untersuchte Struktur zu Divergenz [80]. Die numerisch mittels Pfadverfolgung ermittelte
Beullast betragt 165 kN (siehe auch Abbildung 8.5) und weicht damit um ca. 22% von
der experimentell bestimmten Beullast von 135 kN ab. Diese Abweichung ist im Wesent-
lichen auf im Rechenmodell nicht berlicksichtigte zusatzliche Modellabweichungen zu-
rickzufiihren. Diese bestehen in eventuell vorhandenen Materialinhomegenitéten und vor
allem in Randaufstandsimperfektionen, deren Einfluf3 in [80] genauer untersucht wurden.
Desweiteren ist zu bedenken, dal3 der experimentell bestimmte Wert auf einen einzigen
Versuch zurlickgeht und damit sonstige, versuchsbedingte Abweichungen bzw. Streuun-
gen (z.B. Ablesefehler, Abgleichungenauigkeiten usw.) nicht zur Verfugung stehen. Die
numerische Abschatzung des Beulpunktes mit Hilfe des linearen Eigenwertproblems nach
Gleichung (7.22) ergibt ein kritisches Lastniveau von 226 £ N und zeigt die Notwendigkeit
der Berechnung des nichtlinearen Strukturverhalten in diesem Fall.

Unter Verwendung von Bogenlangenverfahren kann der Last-Verformungspfad auch tber
den singuldren Punkt hinweg weiterverfolgt werden. In Abbildung 8.7 ist die berechnete
Last Uber der Verschiebung des oberen Zylinderrandes aufgetragen, eine Ausschnittsver-
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Abbildung 8.7: Last-Verformungskurve, statische Berechnung mit Hilfe von Kurven-
verfolgungsalgorithmen
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Abbildung 8.8: Last-Verformungskurve, statische Berechnung mit Hilfe von Kurven-
verfolgungsalgorithmen — Ausschnittsvergrofierung

groRerung zeigt Abbildung 8.8. Nach Erreichen des kritischen Punktes, in Abbildung 8.7
mit “2” bezeichnet, fallt die Last abrupt unter gleichzeitigem Riickgang der Verschiebung
ab. In der vergrolierten Darstellung des Nachbeulbereiches in Abbildung 8.8 kann noch
ein mehrfaches lokales Ansteigen und Abfallen der Last beobachtet werden. Die abfal-
lenden Bereiche der Kurve sind jeweils instabil. In den Abbildungen 8.7 und 8.8 sind die
stabilen Bereiche mit durchgezogenen, die instabilen Bereiche mit gestrichelten Linien ge-
kennzeichnet.'? Innerhalb einer numerischen Untersuchung muR hier meist eine manuelle
Modifikation des Steuerparameters der Berechnung erfolgen. Automatische Steuerungen
mit Hilfe des Steifigkeitsparameters aus Abschnitt 7.2.3 oder der Tragheit der Steifigkeits-
matrix versagen hier oft bzw. erfordern dann extremen Aufwand. Desweiteren ist die Kon-
vergenz des Newton-Raphson Verfahrens als Folge der schlechten Kondition der Steifig-
keitsmatrizen in diesen Bereichen sehr schlecht. Es mul? dann mit sehr kleinen Schrittwei-
ten gearbeitet werden. Daher wird die Berechnung der kompletten Last-Verformungskurve
bis hin zur Nachbeullast, wenngleich prinzipiell moglich, mit vertretbarem Aufwand nicht
mehr durchfiihrbar, insbesondere wenn man bedenkt, dal im weiteren Verlauf auch Ver-
zweigungspunkte auftreten kdnnen. Die sich verzweigenden Ldsungsaste mifdten ihrerseits
wieder verfolgt werden.

Die Deformation des Zylinders ist in Abbildung 8.9 dargestellt, die jeweils zugehdrigen
Last-Verformungszusténde sind in Abbildung 8.7 und 8.8 durch Punkte gekennzeichnet.
An den Deformationsfiguren ist an allen Zustdnden nur eine einzige Beule zu erkennen,
deren Auspragung variiert. Sie tritt in der Nahe der auffalligen Delle im Ausgangsimper-

2Diese Information kann mittels der in Abschnitt 7.2.1 bzw. 7.2.2 angegebenen Kriterien in
einfacher Weise ermittelt werden.
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Abbildung 8.9: Verformungsfiguren, statische Belastung, 30-fach iiberhéht, zugehorige
Last-Verformungskurve sieche Abbildung 8.7

fektionsmuster in Abbildung 8.3 auf. Von dieser Stelle scheint die Beulentwicklung aus-
zugehen. Einen Hinweis auf ein sich einstellendes Nachbeulmuster analog zum Versuch
kann aus Abbildung 8.9 nicht entnommen werden.

Die mit Abstand schnellste Losung auf sequentiellen Rechnern wird hierbei mit der in Ab-
schnitt 4.4.3 beschriebenen Kombination aus iterativen und direktem Verfahren (SQMR-
LU) erzielt, wobei festzustellen ist, dal} der verfligbare Speicherplatz fir die vollstandige
Abspeicherung im Hauptspeicher ausreichte. Rein iterative Losungsverfahren sind hier in
Bezug auf Rechenzeit sehr unvorteilhaft, da die Steifigkeitsmatrix tUber weite Bereiche
sehr schlecht konditioniert ist. Da bei der parallelen Berechnung iterative Lésungsverfah-
ren eingesetzt werden, kdnnen nur sehr schlechte speedup Zahlen erzielt werden, wenn
ein Vergleich zum besten sequentiellen Verfahren (hier SQMR-LU) zugrunde gelegt wird
[123].

Die hier exemplarisch dargestellte Last-Verformungskurve hat fir andere Zylinder eine
ahnliche Gestalt.

8.6 Transiente Belastung

Im Gegensatz zur statischen Analyse kann die axiale Lasteinleitung fur transiente Analysen
verschiedenartig erfolgen. Zur Simulation des weggesteuerten Beulversuches wird eine
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Abbildung 8.10: Modellierung der Axialbelastung fiir transiente Untersuchungen

verschiebungs- bzw. geschwindigkeitsgesteuerte Lasteinleitung verwendet.

Wird aber das urspringliche Problem des Silobeulens in Abbildung 8.1 genau betrachtet,
wird deutlich, dall zumindest ein Teil der Axiallast durch das Eigengewicht des Oberbaus
verursacht wird. Mit diesem Gewicht gehen bei transienter Betrachtung als Folge der Be-
schleunigung der Masse des Oberbaus beim Beulvorgang Tragheitskréfte einher, die nicht
vernachlassigt werden kénnen. Die Axiallast kann also auch als Gewichtsbelastung des
Silos betrachtet werden. In Abbildung 8.10 sind beide Modelle der Axialbelastung, die in
den folgenden Abschnitten diskutiert werden, skizziert.

8.6.1 Verschiebungsgesteuerter Prozess

Um das Experiment des Zylinderbeulens in der Prifmaschine zu simulieren, bei dem die
Belastung zwar quasistatisch aufgebracht wird, der Beulvorgang dann jedoch schlagartig
einsetzt und somit dynamisch ablduft, wurde eine transiente Berechnung durchgefuhrt. Da-
bei wurde die Verschiebung des oberen Zylinderrandes so vorgegeben, dal dieser sich mit
der konstanten Geschwindigkeit von v = 0.01 mm/s nach unten bewegt, gleichsam quasi-
statisch. Im Vorbeulbereich ergibt sich daher auch das gleiche Verhalten wie bei der klassi-
schen statischen Simulation, siehe die Last-Verformungskurve des oberen Zylinderrandes
in Abbildung 8.11. In diesem Bereich zeigt dann das Kriterium aus Gleichung (7.58) Sta-
bilitat an. Dieser Kurvenabschnitt ist in Abbildung 8.11 mit einer durchgezogenen Linie
gekennzeichnet; die berechneten Deformationen waren also im statischen Sinne stabil. Der
Beulvorgang selbst findet in einem sehr kurzen Zeit- bzw. kleinen Deformationsbereich
statt und ist instabil im Sinne von Gleichung (7.58). In Abbildung 8.11 ist dieser Bereich
mit einer gestrichelten Line gekennzeichnet; aus statischer Sicht sind diese Deformationen
nicht stabil.

Die Last-Verformungskurve des oberen Zylinderrandes des Beulvorgang ist in Abbildung
8.12 noch einmal vergroRert dargestellt. Zusatzlich zur durchgezogenen Last-Verformungs-
kurve ist der Verlauf der kinetischen Energie %de des Systems mit einer gestrichelten
Linie wiedergegeben. Der eigentliche Beulvorgang findet in einem Verschiebungsbereich
von 0.0003 mm statt, in diesem Bereich steigt die kinetische Energie von nahe Null bis
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Abbildung 8.11: Last-Verformungskurve, transiente Belastung
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Abbildung 8.12: Last-Verformungskurve (Endbereich), transiente Belastung

ca. 3 Nm an, der Vorgang lauft also wie erwartet nicht statisch sondern dynamisch ab,
wenngleich die kinetische Energie verglichen mit der inneren Energie am Beulpunkt von
ca. 60 Nm sehr klein bleibt. Nach dem Beulvorgang stellt sich eine fast konstante Nach-
beullast bei einem Niveau von etwa 53 £ ein. Dies stimmt tberraschend gut mit dem tat-
séchlich im Versuch gemessenen Wert von 48 kN (berein. Die DIN 18800, Teil 4 gibt eine
Bemessungsbeullast fiir diesen Zylinder von 33 kN an, wobei zu beachten ist, da3 hier-
zu Sicherheitsfaktoren eingehen. Im Nachbeulbereich setzt der Zylinder der aufgebrachten
Verschiebung einen konstanten Widerstand entgegen. In diesem Verformungszustand be-
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Abbildung 8.13: Verformungsfiguren, transiente verschiebungsgesteuerte Belastung,
10-fach tiberhoht

sitzt er also eine konstante Steifigkeit und ist in der Lage, eine Last zu tragen. Aus diesem
Grund stellt die Nachbeullast eine aussagekréaftige Grolie zur Bemessung dar.

Die Verformungsfiguren in Abbildung 8.13 mit den zugehdrigen Punkten auf der Last-
Verformungskurve in den Abbildungen 8.11 und 8.12, zeigen eine Beulentwicklung, die
wiederum ihren Ausgangspunkt an der Delle der imperfekten Struktur hat. Von hier breitet
sich das Beulmuster tber den gesamten Zylinder aus, bis sich schlieBlich ein regelmagi-
ges, von Versuchen bekanntes rautenférmiges Beulmuster ausgebildet hat. Dieses Verhal-
ten steht im Einklang mit der Theorie der gestorten Verzweigung, wonach sich die Lésung
des imperfekten Systems in einigem Abstand vom singuldren Punkt asymptotisch der L6-
sung des perfekten Systems annahert (vergleiche Abbildung 7.2). Die Anzahl der Beulen in
Umfangsrichtung betragt 16. Das zweireihige Beulmuster befindet sich etwa in Zylinder-
mitte. Wiirde elastoplastisches Materialverhalten bertuicksichtigt, so wére das Rautenmuster
mit wachsender Verschiebung noch starker ausgeprégt.

8.6.2 Gewichtskraftgesteuerter Prozess

Fur das Modell der massebehafteten Axialbelastung, d.h. eines aufliegenden Gewichtes un-
ter Berlicksichtigung dessen Massentrégheit ist die Last-Verformungskurve in Abbildung
8.14 dargestellt. Auch hier wird wieder die gleiche Beullast erreicht wie zuvor, da auch jetzt
die Belastung sehr langsam erfolgt. Die Last von 165 kN wird in einem simulierten Zeit-
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Abbildung 8.14: Last-Verformungskurve und kinetische Energie, Gewichtsbelastung

raum von 13 h aufgebracht. Der Beulvorgang selbst ist dann mit groRReren Verschiebungen
verbunden, die sich bewegende Masse “schiebt” den Zylinder immer weiter zusammen.
Dieser Vorgang dauert dann lediglich 1/20 Sekunde. Dabei vergroRert sich die Geschwin-
digkeit der Masse am oberen Zylinderrand kontinuierlich. Dies 403t die kinetische Energie,
die in Abbildung 8.14 gestrichelt gekennzeichnet ist, weiter ansteigen. Sie bleibt nicht wie
beim verschiebungsgesteuerten Prozess im Nachbeulbereich nahezu konstant. Aber auch
hier stellt sich eine fast konstante Nachbeullast ein, sie liegt bei ca. 60 kN, etwas hoher als
beim verschiebungsgesteuerten Prozess.

Die zugehorigen Verschiebungszustéande sind in Abbildung 8.15 wiedergegeben, die ent-
sprechenden Zusténde in der Last-Verformungskurve in Abbildung 8.14 sind wiederum
durch Punkte gekennzeichnet. Die Verschiebungen der Zustdnde 1-3 sind mit dem Fak-
tor 10 skaliert, die der Zustande 4-6 mit dem Faktor 3. Wegen der gréReren Verschiebun-
gen sind die Beulmuster deutlicher ausgepréagt als beim verschiebungsgesteuerten Vorgang.
Auch hier beginnt der Beulvorgang wieder an der Stelle mit der Delle im Imperfektions-
muster, siehe Abbildung 8.15,. Das im Verlauf zum Teil sehr hochwellige Beulmuster —
aufgrund der geringen Ausprégung in Abbildung 8.15 nicht gut erkennbar — entwickelt
sich im weiteren Vorgang zu einem regelméaliigen, rautenférmigen Muster ahnlich zu dem
beim vorherigen verschiebungsgesteuerten Prozess.

8.6.3 Vergleich beider Prozesse

In beiden Fallen, dem verschiebungsgesteuerten Vorgang und dem gewichtsgesteuerten
\Vorgang wird bei langsamer Lastaufbringung der quasistatische Vorbeulpfad berechnet, die
ermittelten Losungen sind hierfur im statischen Sinne stabil. In beiden Fallen beginnt die
Entwicklung des Beulmusters an einer lokalen Imperfektion und breitet sich dann tber den
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Abbildung 8.15: Verformungsfiguren, Gewichtsbelastung, 10 (1-3) bzw. 3-fach (4-6)
iiberhoht

gesamten Zylinder aus. Am Ende resultiert daraus ein jeweils zweireihiges Rautenbeul-
muster. Ebenso bleibt in beiden Féllen die Nachbeullast fast konstant, sie differiert jedoch
geringfiigig, was bei der Berechnung eines physikalisch unterschiedlichen Problems nicht
Uberrascht. Der gewichtsgesteuerte Beulvorgang ist aber mit gréReren Verschiebungen ver-
bunden, die tragheitsbehaftete Masse am oberen Zylinderrand “schiebt” den Zylinder im-
mer weiter zusammen.

8.6.4 Rechentechnische Aspekte

Der rechenzeitintensivste Teil der transienten Berechnung ist die Bestimmung des eigent-
lichen Beulvorganges, da dieser im Gegensatz zum Vorbeulbereich mit sehr kleinen Zeit-
schrittweiten berechnet werden muli. Letzteres hat allerdings bei der Verwendung des
Newmark Verfahrens zur Zeitintegration den Vorteil, dal? die effektive Steifigkeitsmatrix
K* aus Gleichung (2.82) gut konditioniert ist, da der Massenanteil dominiert. Sie ist im
Gegensatz zur tangentiellen Steifigkeitsmatrix K fir dieses Problem sogar stets posi-
tiv definit. Daher eignen sich fur die transienten Probleme auch iterative Losungsverfah-
ren zur linearen Gleichungsldsung gut. Fiir unterschiedliche Werte der Zeitschrittweite At
sind in Abbildung 8.16 sowohl die Iterationsanzahl als auch die Rechenzeit zur Lésung
eines linearen Gleichungssystems mit der effektiven Steifigkeitsmatrix als Koeffizienten-
matrix dargestellt, vgl. [122]. Es wurde das cg-Verfahren mit MPILU-Vorkonditionierung
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Abbildung 8.16: Zur Konditionierung der effektiven Steifigkeitsmatrix K*

gewahlt. Die Anzahl der Iterationen und damit einhergehend die Rechenzeit verringert sich
deutlich fur kleinere Zeitschrittweiten. Fir groRe Zeitschrittweiten &ndert sich das Verhal-
ten des iterativen Losers kaum im Vergleich zum statischen Fall, d.h. der Losung mit der
tangentiellen Steifigkeitsmatrix als Koefizientenmatrix. Im Vorbeulbereich, der mit grof3en
Zeitschritten berechnet werden kann, sind demnach hohe Iterationszahlen zu erwarten, die
sich aber wéhrend des Beulvorganges, der mit sehr kleinen Zeitschritten berechnet werden
muf3, deutlich verringern.

Daher eignet sich die transiente Berechnung des Beulvorganges ungleich besser zur pa-
rallelelen Bearbeitung als die statische Analyse. Unter Anwendung des MPILU-vorkondi-
tionierten cg-Verfahrens wurde auch ein speedup berechnet, siehe Abbildung 8.17. Dabei
wurden die erhaltenen Rechenzeiten einerseits auf das aquivalente sequentielle Verfahren
bezogen (CG-MPILU) und andererseits auf das schnellste sequentielle Verfahren (SQMR-
LU). Durch den Einsatz von Parallelrechnern 1&it sich die Rechenzeit von 13 Stunden (CG-
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SOMR-LU —=— )
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Abbildung 8.17: Speedup fiir transiente Berechnung
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MPILU) bzw. 10.25 Stunden (SQMR-LU) auf 1.5 Stunden (CG-MPILU, 32 Prozessoren)
reduzieren. Dabei flacht die speedup Kurve bei Einsatz von mehr als 16 Prozessoren merk-
lich ab; hier macht sich die relativ kleine Problemgréfie von 9200 Elementen bemerkbar,
bei Verwendung von 32 Prozesoren bearbeitet jeder Prozessor nur noch ca. 290 Elemente.

Waunschenswert fur die transiente Berechnung, flr sequentielle ebenso wie fur paralle-
le Analysen, ist eine automatische Zeitschrittweitensteuerung, die bislang nur fir lineare
Analysen entwickelt wurde, siehe z.B. [117]. Zwar &Rt sich das dort beschriebene Verfah-
ren auch auf nichtlineare Probleme (bertragen, wird aber mit dem aktuellen, méglicher-
weise zu grofden Zeitschritt keine Konvergenz erzielt, so versagt dieses Verfahren. Da beli
dem untersuchten Zylinder der Beulvorgang sehr plotzlich einsetzt, wird mit einem grof3en
Zeitschritt aus der Berechnung des Vorbeulverhaltens keine Konvergenz mehr erzielt, die
automatische Steuerung versagt. Deshalb bewéhren sich hier simple Schrittweitensteuerun-
gen, die aufgrund der Anzahl von bendtigten Newton-Raphson Iterationen die Zeitschritt-
weite verkleinern oder auch erhéhen. Sollte keine Konvergenz erzielt werden, mul} eine
neue Iteration vom letzten auskonvergierten Zustand ausgehend mit Kleinerer Schrittweite
erfolgen.

8.7 Sensitivitdt von Gleichgewichtslagen im Vorbeulbereich

Mit den vorangegangenen Simulationen wurde ein Beulvorgang simuliert, der von einer
kontinuierlich anwachsenden Belastung hervorgerufen wird. Dies erlaubt aber keine Aus-
sage uber die Sicherheit einer Gleichgewichtslage im Vorbeulbereich, d.h. ihrer Sensitivi-
tat. Letzteres soll in diesem Abschnitt diskutiert werden.

Dabei wird der Zylinderschale bei unterschiedlichem Lastniveau unterschiedlich viel kine-
tische Energie durch Anfangsgeschwindigkeiten v, eingepragt. Die GroRe der kinetischen
Energie, die das System ertragt, onne zu Beulen, wird als quantitatives MaR fir die Stabili-
tat betrachtet, der reziproke Wert als MaR fiir die Sensitivitat. Die Vorgehensweise kann als
Suche nach der Separatrix im 2n-dimensionalen Raum aufgefa3t werden, der Begriff der
Sensitivitét ist dann eng mit dem Stabilitatsgrad, der den kleinsten Radiusvektor zur be-
nachbarten Separatrix angibt, verkntpft. Als Vergleichsgrolie zu den ermittelten Energien
kann die innere Energie des Zylinders im Beulpunkt dienen, sie betragt Wy;,, = 60 Nm.

Eine ungeklarte Frage hierbei ist, welche Form der Anfangsgeschwindigkeitsverteilung v,
zur kleinsten kinetischen Energie fuhrt, die zum Verlassen des Einzugsbereich der unter-
suchten stabilen Gleichgewichtslage, und damit zur gréf3ten Sensitivitat fihrt. Hier kdnnen
aber auch die vorangegangenen Untersuchungen Hinweise liefern. Bei den Verformungsfi-
guren der statischen Analysen in Abbildung 8.9 &ndert sich die Beulfigur im ersten Nach-
beulbereich gegeniiber dem Vorbeulbereich kaum, sodal eine Initiierung des Beulvorgan-
ges durch die Vorbeulfigur méglich erscheint. Ebenso konnte sich die mittels der tran-
sienten Berechnung ermittelte Nachbeulfigur aus Abbildung 8.13¢ als kritisch erweisen.
Dariber hinaus ist bekannt, dal? die Eigenmoden kritische Formen darstellen. Diese unter-
schiedlichen Formen der Anfangsgeschwindigkeitsverteilungen werden im Folgenden auf
Gleichgewichtslagen aufgebracht und die Systemantwort untersucht.
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Diese Untersuchungen zur Sensitivitat der vorgegebenen mechanischen Struktur mit im-
perfekter Geometrie sind streng zu unterscheiden von der Imperfektionsempfindlichkeit
einer Struktur. So ist es hier nicht Ziel, wie z.B. in [29, 28], das Imperfektionsmuster,
das zur minimalen ersten Beullast fuhrt, zu bestimmen, sondern die Geometrie bleibt fest
vorgegeben. Dal} es sich um einen imperfekten Zylinder handelt, ist dabei nebenséchlich.
Ebenso konnte es sich um eine beliebige — auch perfekte — Geometrie handeln. Gleichwohl
sei angemerkt, daR eine perfekte Struktur aufgrund der Vielzahl von vorhandenen Verzwei-
gungen und der Haufung von Singularitdten zu sogenannten mode-jumping Phdnomenen
fuhren konnte [120] und somit eine imperfekte Struktur einfacher handhabbar ist, bezie-
hungsweise umgekehrt nur unter der Berlcksichtigung wirklichkeitsnaher Imperfektionen
strukturell stabile und robuste Analysen mdglich sind. Wahrend also die Entwicklungen
in [28] zum Ziel haben, dasjenige Imperfektionsmuster zu ermitteln, das zur geringsten
Beullast flhrt, ist es hier von Interesse die Sicherheit eines Lastzustandes einer fest vor-
gegebenen mechanischen Struktur zu beurteilen. Dennoch wére auch der EinfluR einer
“ungunstigsten” Imperfektionsfigur auf die Sensitivitat der Struktur sehr interessant.

8.7.1 Definition der Anfangsgeschwindigkeitsverteilungen
Wie bereits erwahnt, sollen fir die folgenden Untersuchungen im Wesentlichen drei kon-
krete Anfangsgeschwindigkeitsverteilungen v, verwendet werden, die besonders plausibel

erscheinen. Soweit es sich nicht um Eigenschwingungsformen handelt, d.h. es nicht L6-
sungen von

(K, — AM)p =0 (8.2)

sind, sollen diese Formen v in Eigenschwingungsformen ¢, entwickelt werden:

v ="b1p, + by + b3p; + ... = BQ. (8.3)
Wegen
Q"MQ=I ud Q'K,Q=A (8.4)

lassen sich die gewinschten Koeffizienten b; aus
B=vQ™M (8.5)
berechnen. Daraus kann man dann die Anteile der jeweiligen Schwingungseigenformen an

der Stérungsform v ablesen.

In Abbildung 8.18 sind die Koeffizienten b; der ersten 100 Eigenformen fir das Endbeul-
muster aus Abbildung 8.135 und der Verschiebungsfigur gemaR Abbildung 8.9 fir das
Lastniveau von 80 kN und 120 kN gegeben. Dabei wurde mit der co-Norm normiert, d.h.
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Abbildung 8.18: Eigenkoordinaten der Anfangsgeschwindigkeitsverteilungen

der Maximalwert betrégt 1. Beim Endbeulmuster der transienten Berechnung zeigt sich
eine Dominanz einiger hoherer Formen, zwischen der 30. und 36. Eigenform. Ebenso sind
einige niedrige Eigenformen auch gut erkennbar beteiligt.

Bei der Verschiebungsfigur beim Lastniveau von 80 £ N dominieren niedrige Eigenformen,
es sind jedoch auch hohere Eigenformen enthalten, die hier gréfiere Amplituden besitzen
als beim Endbeulmuster. Mit dieser Storung werden demnach auch héhere Frequenzen
starker angeregt. Die Storung mit der Verschiebungsform bei 120 £V unterscheidet sich
von der bei 80 kN praktisch nicht, die Verschiebungsfigur &ndert sich qualitativ nicht.

Die erste Eigenschwingungsform der zylindrischen Struktur ist in Abbildung 8.19 darge-
stellt. Sie stellt ein reines L&ngsmuster dar.

8.7.2 Gleichgewichtslage bei 120 kN

Als erste zu untersuchende stabile Gleichgewichtslage wird die bei 120 kN gewéhlt. Aus
den statischen Untersuchungen ist bekannt, dal® sich mindestens eine instabile Gleichge-
wichtslage in der Nachbarschaft befindet, deren Verschiebungsfigur der stabilen Gleichge-
wichtslage zumindest ahnelt. Es wird zunéchst die statische Gleichgewichtslage berechnet
und anschlielRend eine transiente Berechnung unter konstanter Last durchgefihrt, wobei ei-
ne endlich groRe Anfangsgeschwindigkeit vorgegeben wird. Um hochfrequente Anteile zu
unterdriicken, wird eine numerische Dampfung tber das Newmark Verfahren eingebracht.
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Abbildung 8.19: Erste Schwingungseigenform

Zuerst wird die Anfangsgeschwindigkeit in Form der Verschiebungsfigur vorgegeben, die-
se Form also verstarkt. In Abbildung 8.20 ist das Phasenportrait des oberen Zylinderrandes
der sich einstellenden Bewegung dargestellt. Zur besseren Vergleichbarkeit der Bewegung
wird im jeweils linken Diagramm eine konstante Skalierung beibehalten, im rechten Dia-
gramm ist eine fir die dargestellte Bewegung optimale Skalierung gewéhlt. Es ist eine
abklingende Schwingung um die Gleichgewichtslage erkennbar. Die Anfangsgeschwin-
digkeit wurde so gewahlt, dal? sich eine Energie von Wy;,, = 0.5 Nm ergibt. Bei der Be-
trachtung des statischen Residuums ist die N&he einer weiteren Gleichgewichtslage nicht
zu erkennen, siehe Abbildung 8.21. Bei von der stabilen statischen Gleichgewichtslage
abweichenden Verformungen wéchst das statische Residuum an, weitere Gleichgewichts-
lagen in diesen Formen sind nicht zu vermuten. Ahnliche Kurvenverlaufe ergeben sich
auch fiir erheblich grélRere Energien. Ein unbegrenztes Ansteigen der Verschiebung der
Zylinderoberseite konnte erst bei einer kinetischen Energie von ca. Wy, = 50 Nm, also
in GroRenordnung der inneren Energie, beobachtet werden. Das System reagiert auf diese
Storform insensitiv.
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Abbildung 8.20: Phasendiagramm bei Storung mit Verformungsfigur, Wy;, = 0.5 Nm,
Last 120 kN
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Abbildung 8.21: Statisches Residuum bei Stérung mit Verformungsfigur, Wy;, =
0.5 Nm, Last 120 kN

Ein gleichartiges Systemverhalten stellt sich auch bei der Stérung mit der Endbeulfigur
aus Abbildung 8.134 ein. Das Phasendiagramm ist in Abbildung 8.22 wiedergegeben und
beschreibt eine abklingende Schwingung in der vorgegebenen Beulform. Die vorgegebene
Energie der Stérung betragt wie zuvor W,;, = 0.5 Nm. Auch hier gleicht der Verlauf der
statischen Residuumsnorm dem vorherigen bei der Anfangsgeschwindigkeit in der \erfor-
mungsfigur, siehe Abbildung 8.23. Es laRt sich auch hier keine statische Gleichgewichtsla-
ge in der Nachbarschaft vermuten. Mit dieser Anfangsgeschwindigkeitsverteilung l&it sich
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Abbildung 8.22: Phasendiagramm bei Stérung mit Endbeulmuster, Wy;, = 0.5 Nm,
Last 120 kN
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Abbildung 8.23: Statisches Residuum bei Stérung mit Endbeulmuster, Wy, =
0.5 Nm, Last 120 kN

ein Beulvorgang bereits mit einer kinetischen Energie von Wy, = 1.2 Nm erreichen. Der
Zylinder reagiert auf diese Anfangsgeschwindigkeitsverteilung deutlich sensitiver als auf
die Verschiebungsfigur der statischen Gleichgewichtslage.

Noch sensitiver reagiert der untersuchte Zylinder auf eine Anfangsgeschwindigkeitsver-
teilung in der ersten Eigenform. Wie aus der Phasenkurve in Abbildung 8.24 ersichtlich
ist, steigt die Verschiebung des oberen Zylinderrandes nach einigen Schwingungsvorgén-
gen an, der Zylinder beult. Die stabile Ausgangsgleichgewichtslage ist durch einen e ge-
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Abbildung 8.24: Phasendiagramm bei Storung mit erster Eigenform, Wy;, = 0.5 Nm,
Last 120 kN
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Abbildung 8.25: Statisches Residuum bei Stérung mit erster Eigenform, Wy, =
0.5 Nm, Last 120 kN

kennzeichnet. Die kinetische Energie dieser Anfangsgeschwindigkeit betragt wiederum
Wi = 0.5 Nm, die Struktur reagiert auf diese Form sensitiver als auf die beiden vor-
angegangenen. Auch hier kann der statischen Residuumsnorm in Abbildung 8.25 aber-
mals kein Hinweis auf eine statische Gleichgewichtslage entnommen werden. Fir diesen
Beulvorgang sind in Abbildung 8.26 charakteristische Verformungsfiguren dargestellt. Bei
der ersten Verformungsfigur hat sich die als Anfangsgeschwindigkeit aufgebrachte erste
Eigenschwingungsform voll entwickelt. Bei der zweiten Verformungsfigur ist bereits eine
Beule an der rechten unteren Seite erkennbar, die sich bei der dritten dargestellten Ver-
formungsfigur weiter ausgepréagt hat. Von dort ausgehend breitet sich anschlieRend das
Beulmuster weiter aus, bis sich wie in der 6. Verformungsfigur das Beulmuster Gber den
gesamten Zylinder erstreckt. Anzumerken bleibt, dal? dieser Beulvorgang nicht wie bei den
transienten Berechnungen der Abschnitte 8.6.1 und 8.6.2 von der ausgepréagten Delle der
ursprunglichen Geometrie ausgeht, obwohl auch hier die erste Schwingungseigenform ein
Maximum aufweist, d.h. hier eine starke Anregung erfolgt, sondern von der groRflachige-
ren Imperfektion an der rechten vorderen Seite (vergleiche Abbildung 8.3).

Eine Storung in der zweiten Eigenform wiederum mit der kinetischen Energie von W,;,, =
0.5 Nm verursacht kein Beulen der Zylinderstruktur, siehe Abbildung 8.27. Mit dieser An-
fangsgeschwindigkeit werden nur sehr kleine Verschiebungen des oberen Zylinderrandes
erreicht. Bei einer Simulation Uber einen langeren als den dargestellten Zeitraum, kommt
das System wieder bei der mit e gekennzeichneten Ausgangsgleichgewichtslage zur Ruhe.

Zusammenfassend erweist sich fir diese Gleichgewichtslage also die erste Eigenschwin-
gungsform als die kritischste der untersuchten Stérungen. Mit der Zufiihrung der sehr ge-
ringen Energie von Wy;,, = 0.5 Nm verglichen mit der inneren Energie des Zylinders von
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Abbildung 8.26: Verformungsfiguren, Storung mit erster Schwingungseigenform,
Wein = 0.5 Nm, Last 120 kN, skaliert mit dem Faktor 20 (1-3), 10
(4-5) und 1 (6)
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Abbildung 8.27: Phasendiagramm bei Stérung mit zweiter Eigenform, Wy,
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ca. 60 Nm, kann ein Beulen der Struktur ausgeldst werden. Diese Gleichgewichtslage ist
aufgrund der geringen erforderlichen Energie demnach von hoher Sensitivitéat.

8.7.3 Gleichgewichtslage bei 80 kN

Bei der statisch stabilen Gleichgewichtslage bei 80 kN ist nichts Uber eine benachbarte
Gleichgewichtslage bekannt. Dieses Lastniveau liegt jedoch oberhalb der durch die transi-
enten Simulationen ermittelten Nachbeullast von ca. 53 £V, sodal? ein Beulen der Struktur
erwartet werden kann. Nach den Ergebnissen aus der Untersuchung der Gleichgewichts-
lage bei 120 kN sollte auch hier die erste Schwingungseigenform eine kritische Stérung
darstellen. Tats&chlich kann durch die Stérung mit der ersten Schwingungseigenform mit
einer Energie von Wy, = 2.7 Nm ein Beulen des Zylinders ausgeldst werden, siehe Abbil-
dung 8.28. In Abbildung 8.29 sind die zu diesem Beulvorgang zugehérigen Verformungs-
figuren dargestellt. Zunéchst bildet sich wieder die angeregte erste Schwingungseigenform
aus 8.29,. Anders jedoch, als bei der hoheren Last von 120 kN, geht dieses die gesamte
Lange des Zylinders umfassende Beulmuster in ein Muster Uber, das in der Zylindemit-
te konzentriert ist 8.29,_5. Mit dem Einfallen weiterer Beulen ober- und unterhalb dieses
mittigen Beulmusters 8.29, breitet sich das Muster Uber den gesamten Zylinder aus 8.29s.
Abbildung 8.294 zeigt dann das ausgeprégte Beulmuster unskaliert.

Bei einer Storung mit dem Endbeulmuster aus Abbildung 8.13¢ stellt sich ein Versagen
des Zylinders bei einer Stoérung mit einer Energie von Wy;, = 5 Nm ein, siehe Abbil-
dung 8.30. Wie bei der Stérung mit der ersten Schwingungseigenform nimmt auch hier
die Sensitivitat beim niedrigeren Lastniveau ab, abermals ist die Sensitivitat gegentber der
Eigenform hoher. In Abbildung 8.31; ist das angeregte Beulmuster gut erkennbar, dieses
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Abbildung 8.28: Phasendiagramm bei Stérung mit erster Schwingungseigenform,
Wiin = 2.7 Nm, Last 80 kN



170 8. UNTERSUCHUNG EINES STAHLZYLINDERS MIT IMPERFEKTER (GEOMETRIE

P

(i
fi

Abbildung 8.29: Verformungsfiguren,

i
o
i

i
i

@
s
i
i

A

i
e
Rt
N

b
i

T
Tk

HT
T

e
HEE
e

Storung mit erster

o

7

Schwingungseigenform,

Wiin = 2.7 Nm, Last 80 kN, skaliert mit dem Faktor 5 (1-5) und

1 (6)
100
50
J

, 0
50
-100

0.1 0.2 0.3 0.4

Abbildung 8.30: Phasendiagramm bei Stérung mit Endbeulmuster, Wy;,

Verschiebung [mm]

Last 80 kN

Geschwindigkeit [mm/s]

200

150

™\

100
50

-50
-100
-150

HIYe
iV

P e i

-200

0.2

0.3
Verschiebung [mm)]

0.4

5 Nm,



8.7 SENSITIVITAT VON GLEICHGEWICHTSLAGEN IM VORBEULBEREICH 171
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Abbildung 8.31: Verformungsfiguren, Stérung mit Endbeulform, Wy, = 5 Nm, Last
80 kN, skaliert mit dem Faktor 10 (1-5) und 1 (6)

Muster andert sich wahrend des Beulvorganges nicht wesentlich, im Gegensatz zu dem
Beulvorgang aufgrund der Stérung mit der ersten Schwingungseigenform.

Die Vermutung, daR die Stérung mit der Verschiebungsfigur, die aus der transienten Be-
rechnung bei der Last von 80 £ N resultiert, zu kleineren kinetischen Energien fuhrt, besta-
tigt sich nicht. Eine Stérung mit dieser Figur mit der kinetischen Energie von W,;, = 5 Nm
fhrt nicht zum Beulen des Zylinders.

Auf eine Stérung mit der aus der statischen Berechnung resultierenden Verschiebungsfi-
gur reagiert die Struktur wiederum insensitiv, siehe Abbildung 8.32, wobei der Betrag der
zugefuhrten kinetischen Energie 12.5 Nm ist.

8.7.4 Gleichgewichtslage bei 50 kN

Fur die Gleichgewichtslage bei 50 kN sollen nur noch die Ergebnisse fur die erste Ei-
genform dargestellt werden, die Ergebnisse fiir die anderen Stérformen sind prinzipiell
gleich. Eine Stérung mit der Energie Wy;, = 0.5 Nm, die bei der Gleichgewichtslage
bei 120 £ N zum Versagen flhrte, hat bei dieser Gleichgewichtslage erwartungsgeman nur
kleine Schwingungen um die Gleichgewichtslage zur Folge, siehe Abbildung 8.33.

Wird die Storung in der ersten Eigenform mit der hundertfachen Energie W;;, = 50 Nm
eingebracht, so erhalt man, wie aus Abbildung 8.34 ersichtlich, relativ grof3e Auslenkungen
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Abbildung 8.32: Phasendiagramm bei Stérung mit Verformungsfigur, Wy,
12.5 Nm, Last 80 kN

des oberen Zylinderrandes, jedoch kein Beulen. Zu Beachten ist dabei, dal’ bei der transi-
enten Analyse in Abschnitt 8.6.1 das Beulen bereits bei einer Auslenkung des oberen Zy-
linderrandes von 0.364 mm einsetzt. Dieser Wert wird hier weit tberschritten, ohne dal? die
Struktur versagt. Auch kann aufgrund des statischen Residuums in Abbildung 8.35 keine
Gleichgewichtslage bei groRRen Verschiebungen vermutet werden. Ein Versagen der Struk-
tur kann erst mit einer unrealistisch hohen Energie von tber W;, = 2000 Nm erreicht
werden. Fir die Stérung in der Endbeulform betrégt die Energie ca. Wy, = 400 Nm.

Diese Gleichgewichtslage verhalt sich wie erwartet gegentiber den aufgebrachten Stérun-
gen insensitiv. Unabhangig von der Anfangsgeschwindigkeitsverteilung ist es nur durch

100 25 \
2.0
0 E ol O N
= ost ) \
'_g:, 0.5 (4 Y ;\\
0 2 0.0 +
Y
N /
SR S IAVANDS
-2.0
0.1 0.2 0.3 0.4_:LOO -2(55.1095 0.11 0.1105 0.111 0.1115
Verschiebung [mm)] Verschiebung [mm)]

Abbildung 8.33: Phasendiagramm bei Storung mit erster Eigenform, Wy;, = 0.5 Nm,
Last 50 kN
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Abbildung 8.35: Statisches Residuum bei Stérung mit erster Eigenform, Wy, =
50 Nm, Last 50 kN

sehr hohe kinetische Energien moglich, einen Beulvorgang zu initiieren. D.h. die Nach-
beullast scheint die niedrigst mogliche Traglast zu sein und bis dahin liegt keine Stabili-

tatsgefahrdung vor.
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8.7.5 Sensitivitit

In Abbildung 8.36 ist der Zusammenhang zwischen der Sensitivitat und dem Lastniveau
der stabilen Gleichgewichtslagen im Vorbeulbereich fur die Stérungen in der ersten Schwin-
gungseigenform und der Endbeulform aus der transienten Berechnung dargestellt. Die be-
rechneten Punkte sind durch Symbole gekennzeichnet.
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Abbildung 8.36: Sensitivitét

Fur Lasten in der N&he der ersten Beullast ist eine groRe Sensitivitdt zu beobachten. Die
Sensitivitat fur die erste Eigenform ist dabei deutlich héher als fir die Endbeulform. Bei
Kleineren Lasten verringert sich die Sensitivitat fir beide Stérungsformen. Bemerkens-
wert ist die Tatsache, dal3 generell mit der Anfangsgeschwindigkeitsverteilung in der er-
sten Schwingungseigenform die hochste Sensitivitat ermittelt wird. Bei dem Lastniveau
von 60 kN und kleiner ist die Sensitivitdt gegenuber der Beulform hoher als fir die er-
ste Schwingungseigenform. Die dazugehorigen kinetischen Energien sind dabei aber sehr
groR. Bei kleinen Lasten ist demnach auch die Sensitivitéat fir beide Anfangsgeschwin-
digkeitsverteilungen gering. Dennoch muR beachtet werden, dal bei maRig groRRen Lasten
zwischen 60 — 80 kN die zum Beulen des Zylinders notwendigen Energien noch in der
GroRenordnung der inneren Energie der Struktur sind. Erst bei Lasten unterhalb der Nach-
beullast, die mittels einer transienten Berechnung ermittelt wurde, nehmen diese Energi-
en sehr hohe Werte im Bereich von mehreren hundert bzw. tausend Nm an, sodal3 diese
Gleichgewichtslagen als insensitiv bezeichnet werden kénnen.
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8.8 Untersuchungen an symmetrischen Zylinderausschnitten

Aus Effizienzgriinden wird bei symmetrischen Strukturen oft angestrebt, an Stelle des voll-
standigen Systems nur ein Teilsystem unter Einarbeitung von entsprechenden Symmetrie-
randbedingungen zu berechnen. Durch diese Modellierung werden nur symmetrische L6-
sungen zugelassen, antisymmetrische oder unsymmetrische Losungen ausgeschlossen. Auf
diese Weise kdnnen aber nur perfekte Systeme behandelt werden, da im Allgemeinen Sy-
steme mit geometrischen Imperfektionen nicht mehr symmetrisch sind. Werden dennoch
bei geometrisch imperfekten Systemen lediglich Teilsysteme modelliert und mit Symme-
trierandbedingungen versehen, so wird damit nicht nur die Lésung, sondern auch die Geo-
metrie symmetrisiert. Die dann ermittelte Losung kann bei imperfektionsempfindlichen
mechanischen Strukturen von der Losung des vollstdndigen, unsymmetrischen Systems
stark abweichen. Der EinfluR dieser Modellierungsfrage soll in den folgenden Abschnit-
ten am Beispiel des in der vorliegenden Arbeit betrachteten imperfekten Zylinders unter-
sucht werden. Es werden zwei Zylinderhélften jeweils symmetrisch erganzt und mit Sym-
metrierandbedingungen modelliert. Hiermit entstehen zwei neue Modelle von imperfek-
ten Zylindern, deren Sollgeometrie zwar mit dem urspriinglichen Modell Ubereinstimmt,
die jedoch beide unterschiedliche, symmetrische Imperfektionsmuster besitzen. Mit diesen
beiden Modellen wird die transiente Berechnung des Beulvorganges analog zu Abschnitt
8.6.1 durchgefiihrt und die Sensitivitat von jeweils zwei Gleichgewichtslagen exemplarisch
bestimmt. Ebenso wird mit einem Zylinderviertel verfahren. Diese Ergebnisse werden an-
schlieBend mit den Resultaten des vollstandigen Modells verglichen.

8.8.1 Untersuchungen an Zylinderhilften

Bei der ersten untersuchten Zylinderhélfte ist der vordere linke Teil der Struktur entfernt
und durch Symmetrierandbedingungen ersetzt. In Abbildung 8.38, ist das Modell darge-
stellt. In diesem Modell ist die aufféllige Delle im Imperfektionsmuster des urspringlichen
Zylinders (vgl. Abbildung 8.3) entfernt. Fur den transienten Beulvorgang ist das Last-
Verschiebungsdiagramm in Abbildung 8.37 angegeben. Die berechnete Beullast betragt
185 kN und liegt damit ca. 10% uber der Beullast des vollstandigen Systems. Dies ist eine
Folge der Imperfektionsempfindlichkeit des untersuchten axial belasteten Zylinders. Wéh-
rend beim vollstdndigen System der Beulvorgang von der Delle im Imperfektionsmuster
ausgeht, beginnt der Beulvorgang bei der ersten Zylinderhélfte an einer anderen Stelle,
siehe Abbildung 8.38,. Das Beulmuster ist zunéchst deutlich hochwelliger als beim voll-
standigen System. Im Unterschied zu der Endbeulfigur in Abbildung 8.13¢ befindet sich
das zweireihige Endbeulmuster der ersten Zylinderhalfte weiter am unteren Zylinderrand.
Die Anzahl der Beulen in Umfangsrichtung ist aber gleich. Ebenso stimmt die Nachbeul-
last mit ca. 50 kN gut tberein.

Bei der zweiten Zylinderhélfte ist die rechte hintere H&lfte entfernt und durch Symmetrie-
randbedingungen ersetzt, siche Abbildung 8.40,. Die Last-Verschiebungskurve ist in Ab-
bildung 8.37 dargestellt. Die Beullast betrdgt 169 £ N und weicht nur um ca. 2% von der
Beullast des vollstandigen Systems ab. Auch der Beulvorgang der symmetrisch ergénzten
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zweiten Zylinderhélfte entspricht weit mehr dem der vollstandigen Struktur als bei der er-
sten Zylinderhélfte, da er ebenfalls durch die Delle im Imperfektionsmuster geprégt ist. Die
ermittelte Nachbeulfigur ist &hnlich zum vollstdndigen Zylinder zweireihig und in Zylin-
dermitte plaziert. Es befinden sich ebenfalls 16 Beulen in Umfangsrichtung. Aufgrund der
erzwungenen Symmetrie ist die Nachbeulfigur der zweiten Zylinderhalfte jedoch gegen-
uber der Figur der vollstdndigen Struktur gedreht. Auch hier liegt die Nachbeullast wieder
bei ca. 50 k.

8.8.2 Untersuchungen an einem Zylinderviertel

Eine weitere Verringerung des numerischen Aufwandes gegeniiber der Berechnung von
Zylinderhalften kann durch die Behandlung von Zylindervierteln erzielt werden. Hierzu
wird ein nur ein mogliches Viertel exemplarisch behandelt, siehe Abbildung 8.42,. Die
Last-Verschiebungskurve zeigt Abbildung 8.41. Die Beullast betrégt 206 £ N und liegt so-
mit deutlich hoher als bei den Zylinderhalften und beim vollstandigen Zylinder. Der Un-
terschied zum vollstandigen Zylinder betragt 25%. Auch bei diesem System ergibt sich
wieder eine nahezu konstante Nachbeullast, die wiederum ca. 50 kN betrégt.

Bei den Beulfiguren des Viertelsystems sind deutliche Unterschiede zu den vorher berech-
neten Zylindermodellen erkennbar. Bei dem untersuchten Zylinderviertel startet der Beul-
vorgang am oberen Rand mit kleinen Beulen, die sich um den Zylinderumfang schlieRRen,
Abbildung 8.42, ;. Dieses hochwellige Beulmuster breitet sich im Beulvorgang zum unte-
ren Zylinderrand hin aus, Abbildung 8.42;_. Dabei findet ein Ubergang zu einem zweirei-
higen Beulmuster mit jeweils 16 Beulen in Umfangsrichtung statt. Dieses Beulmuster ist,
wie schon das der Zylinderhalfte 1, am unteren Zylinderrand plaziert. Fir die nachfolgende
Sensitivitatsberechnung wird das Muster in Abbildung 8.42, gewahlt.

Fir die transiente Berechnung des Zylinderviertels wurde die Geschwindigkeit des obe-
ren Zylinderrandes mit v = 0.011 mm/s vorgegeben. Bei der Berechnung aller anderen
Modelle betragt diese Geschwindigkeit v = 0.01 mm/s. Bei der niedrigeren Geschwindig-
keitsvorgabe ergibt sich fur das betrachtete Zylinderviertel eine negative Last im Nachbeul-
bereich. D.h. der Zylinder versucht, den oberen Zylinderrand nach unten zu ziehen, bzw.
schneller zu kollabieren, als es die Verschiebungsvorgabe zuléaRt. Im physikalischen Expe-
riment wirde sich also der Zylinder von der Lastplatte 16sen. Aufgrund der Eigensteifig-
keit der Prifapparatur geldnge ihm das jedoch nicht, die Lastplatte bzw. der Hydraulikzy-
linder wirde nachfedern. Durch die leichte Erhdhung der vorgegebenen Geschwindigkeit
des oberen Zylinderrandes kann die durchgéngige Belastung ohne Abldsen des Zylinders
modelliert werden. Auch bei dieser leichten Erhéhung bleibt der Belastungsvorgang im
\orbeulbereich quasistatisch.

8.8.3 Vergleich der Sensitivitét

Fir die symmetrischen Zylinderhalften 1 und 2 und den Viertelzylinder aus den vorange-
gangenen Abschnitten wird die Sensitivitat an den Gleichgewichtslagen bei 80 kN und
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Abbildung 8.41: Last-Verformungskurve Zylinderviertel, transiente Belastung
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Sensitivitat der Zylindermodelle [1/Nm]
Vollstandiges Zylinder- Zylinder- Zylinder-

Last System halfte 1  halfte 2 viertel

1. Schwingungs- 120 kN 2.00 1.32 2.00 2.00
eigenform 80 kN 0.37 0.28 0.31 0.19
Endbeul- 120 kN 0.83 0.65 0.84 0.49
muster 80 kN 0.20 0.19 0.17 0.17

Tabelle 8.1: Sensitivitit der Zylinderhélften 1 und 2 und des Zylinderviertels

120 kN bestimmt. Als Anfangsgeschwindigkeitsverteilungen werden die erste Schwin-
gungseigenform und das Endbeulmuster aus der transienten Berechnung verwendet. Die
so erzielten Ergebnisse sind in Tabelle 8.1 angegeben, zum Vergleich sind die Werte fur
das vollstandige System ebenfalls enthalten.

Fur alle symmetrischen Teilsysteme verhélt sich die Gleichgewichtslage bei 120 kN und
bei 80 kN sensitiver gegentiber der ersten Schwingungseigenform. Bei beiden untersuchten
Anfangsgeschwindigkeitsverteilungen verringert sich die Sensitivitat fir Gleichgewichts-
lagen mit kleinerer Last.

Die Sensitivitaten beziglich der Anfangsgeschwindigkeitsverteilung in der ersten Schwin-
gungseigenform sind fiir alle Modelle bei beiden Laststufen &hnlich. Bei der Zylinderhalfte
1 ergibt sich beim Lastniveau von 120 kN eine geringere Sensitivitat. Dies ist nicht uner-
wartet, da der Beulpunkt dieser Zylinderhalfte gegeniiber der anderen Zylinderhalfte und
dem vollstandigen System deutlich erhéht ist und die untersuchte Gleichgewichtslage bei
120 kN dadurch vom Beulpunkt weiter entfernt ist, als bei den anderen Modellen. Da auch
das untersuchte Zylinderviertel eine deutlich erhohte Beullast besitzt, wére ein geringe-
rer Wert als 2.00 flr die Sensitivitat beim Lastniveau von 120 kN zu erwarten gewesen.
Bei der Betrachtung der ersten Eigenform der unterschiedlichen Modelle zeigt sich aber
ein Unterschied in der Eigenform des Viertelzylinders, bei dem sich 12 Langsbeulen in
Umfangsrichtung befinden, wéhrend es bei den anderen Systemen 13 Beulen sind. Die
bei dem vollstandigen System und den Zylinderhalften angeregte Schwingungsform ist bei
dem Zylinderviertel aus Symmetriegriinden nicht moglich. Auch die abweichende Sen-
sitivitat gegentiber der ersten Schwingungseigenform bei dem Lastniveau von 80 kN ist
darauf zurtickzufthrbar.

Eine &hnliche Situation ergibt sich fiir die Anfangsgeschwindigkeitsverteilung in der Nach-
beulfigur. Die Sensitivitaten fur den vollstandigen Zylinder und die Zylinderhalfte 2 stim-
men sehr gut Uberein. Eine Ausnahme stellt aus den oben geschilderten Griinden wieder
die Zylinderhélfte 1 und das Zylinderviertel beim Lastniveau von 120 kN dar. Beim nied-
rigeren Lastniveau bei 80 kN, d.h. in grol3erer Entfernung vom Beulpunkt, stimmt die Sen-
sitivitat fur alle Strukturen gut Uberein.
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8.8.4 Diskussion der Modellierung mit Zylinderausschnitten

Zwei wesentliche Unterschiede gehen mit der Modellierung des untersuchten Zylinders
als Zylinderausschnitte einher. Zuné&chst werden die moglichen Losungen auf symmetri-
sche Loésungen beschrankt. Durch die Symmetrierandbedingungen wird das System sym-
metrisch vervollstandigt, was insbesodere fir das Imperfektionsmuster gilt. Deshalb ist zu
erwarten, dal3 die Resultate fur diese imperfektionsempfindliche Struktur deutliche Un-
terschiede zu den Ergebnissen des vollstdndigen Systems aufweisen. In einiger Entfernung
von den singuldren Punkten sollten sich die unterschiedlichen Losungen aber wieder asym-
ptotisch annéhren, wie z.B. aus Abbildung 7.2 ersichtlich. Voraussetzung hierzu ist jedoch,
dafB es sich in beiden Féllen um den selben Losungsast handelt, was aufgrund der Ein-
schrankung der Losungsmaglichkeiten nicht notwendigerweise gegeben sein muf.

Wie bereits in Abschnitt 8.4 geschildert, ist die Beullast stark von den Imperfektionen ab-
hangig. Wahrend dort nur die Amplitude des Imperfektionsmusters variiert wurde, andert
sich bei der Modellierung mit Zylinderausschnitten das Imperfektionsmuster selbst. Der
Beginn des Beulvorgangs des vollstdndigen Zylinders ist wesentlich durch eine “Delle”
im Imperfektionsmuster gepréagt. Diese “Delle” ist in der Zylinderhalfte 2 enthalten. Fir
den vollstandigen Zylinder und die Zylinderhalfte 2 wird dann auch eine fast Gibereinstim-
mende Beullast berechnet. Bei den beiden anderen untersuchten Zylinderausschnitten, der
Zylinderhélfte 1 und dem Zylinderviertel, werden hingegen davon deutlich abweichende
Beullasten ermittelt.

Die Nachbeullasten, d.h. die Losung in grolRerer Entfernung des singuléren Punktes, zei-
gen eine groRe Ubereinstimmung zwischen den Zylinderausschnitten und dem vollstan-
digen System. Auch die Nachbeulmuster haben wesentliche gemeinsame Charakteristika.
So sind die Beulfiguren jeweils zweireihig mit je 16 Beulen in Umfangsrichtung. Bei der
Zylinderhdlfte 1 und dem Zylinderviertel befindet sich dieses Muster jedoch weiter am
unteren Zylinderrand. Da es sich bei den beiden Zylinderhalften um das gleiche Modell
handelt, das sich nur durch das Imperfektionsmuster unterscheidet, ist das gleiche Nach-
beulmuster moéglich. Aufgrund der unterschiedlichen Nachbeulfiguren handelt es sich aber
um unterschiedliche Losungséste. Offensichtlich ist dies ist eine Folge des unterschiedli-
chen Beulvorganges aufgrund des geénderten Imperfektionsmusters.

Die fir die Zylinderausschnitte an zwei Laststufen exemplarisch bestimmten Werte flr
die Sensitivitat stimmen sehr gut mit denen des vollstandigen Zylinders tiberein. Die auf-
tretenden Unterschiede sind bei der Zylinderhélfte 1 durch die feste Wahl der Laststufe
bei 120 £N bedingt, die sich bei diesem System in groRerer Entfernung von der Beullast
befindet als bei den anderen Systemen. Fir die Unterschiede ist hier also ausschlieRlich
das gednderte Imperfektionsmuster ausschlaggebend, die Verschiebungen kénnen durch
die Zylinderhalften noch ausreichend abgebildet werden. Die ermittelten Werte flir das Zy-
linderviertel stimmen nur teilweise mit dem vollstandigen Zylinder berein. Bei diesem
Modell machen sich die Einschrankungen der Verschiebunsmaoglichkeiten durch die Sym-
metrierandbedingungen bemerkbar. So wurde z.B. die als Anfangsgeschwindigkeitsver-
teilung genutzte erste Schwingungseigenform gegeniber den anderen Systemen geandert.
Die Sensitivitat gegentber dieser Anfangsgeschwindigkeitsverteilung ist daher nicht direkt
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mit den anderen Teilsystemen vergleichbar.

Insgesamt 1aBt sich feststellen, da mit der Modellierung des Zylinders durch mit Sym-
metrierandbedingungen versehenen Zylinderausschnitte grundsétzlich das Systemverhal-
ten gut abgebildet werden kann. Die damit erzielten Ergebnisse beziiglich Nachbeullasten,
Beulmuster und Sensitivitit zeigen eine gute Ubereinstimmung mit dem vollstandigen Sy-
stem. Es ist aber zu beachten, dall neben den Losungen auch das Imperfektionsmuster
symmetrisiert wird und daher imperfektionsempfindliche GréRRen, wie z.B. die Beullast,
nur unzureichend wiedergegeben werden. Bei einer starken Einschrdnkung der Verschie-
bungen, wie z.B. beim Zylinderviertel, zeigen sich aber auch qualitative Unterschiede, die
nicht allein auf das ge&nderte Imperfektionsmuster zurtickfuhrbar sind. Dies ist im Einzel-
fall nachzuprifen.

8.9 Zusammenfassung und Wertung der Resultate

Obgleich prinzipell moglich [28, 38], flhren statische Stabilitdtsuntersuchungen an dem
betrachteten imperfekten Zylinder nicht zu einer erfolgreichen Berechnung des Nachbeul-
verhaltens. Der Grund hierflr liegt einerseits bei der numerischen Pfadverfolgung, die we-
gen des komplizierten Nachbeulverhaltens des Zylinders mit vielen Lastwechseln und lo-
kalem Beulen nicht zuverldssig automatisch gesteuert werden kann. Andererseits machen
Konvergenzprobleme des Newton-Raphson Verfahrens im Bereich der vielen singuldren
Stellen die Bestimmung des Lésungspfades bis in den Nachbeulbereich praktisch undurch-
fuhrbar.

Transiente Analysen, die das dynamische Verhalten der Struktur wiedergeben, erlauben
hingegen, den Beulvorgang bis in den Nachbeulbereich zu bestimmen. Die ermittelte Nach-
beullast steht mit Experimenten und Bemessungsvorschriften sehr gut in Einklang. Auch
das berechnete Nachbeulmuster bildet wesentliche Charakteristika des Versuchs ab. Aller-
dings sei auf Untersuchungen in [120] hingewiesen, wonach unterschiedliche Anfangsbe-
dingungen beim Beulbeginn zu unterschiedlichen Nachbeulmustern fiihren kénnen, was
sich aber bei den betrachteten Zylindern nicht bewahrheitete. Die beschriebenen Simula-
tionen konnen sehr effizient auch mit iterativen Losern parallel durchgefiihrt werden, da
die Koeffizientenmatrix, die bei der Verwendung des Newmark Verfahrens entsteht, bei
Kleinen Zetschritten gut konditioniert ist. Nachteilig bei dieser Vorgehensweise ist, daf3
durch den Losungsprozess keine Information Uber die tangentielle Steifigkeitsmatrix ge-
liefert wird. Ebenso sind keine effizient nutzbaren Kriterien zur Bestimmung der Stabilitét
der Bewegung im Rahmen der Methode der Finiten Elemente verfugbar.

Zur Untersuchung der Sensitivitat von Gleichgewichtslagen im Vorbeulbereich wurde dem
System an verschiedenen Laststufen kinetische Energie in unterschiedlicher Form einge-
pragt. Dadurch konnte der Zylinder bei unterschiedlichem Lastniveau, das tber der be-
rechneten Nachbeullast lag, zum Beulen angeregt werden. Unterhalb des Lastniveaus der
Nachbeullast gelang dies nur mit sehr grof3en, fiir die Praxis irrelevanten Energien, woraus
geschlossen werden kann, dal3 die berechnete Nachbeullast fir diese Struktur tatséchlich
eine charakteristische GroRe darstellt, unterhalb der nur eine geringe Beulgefahr besteht.
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Fur Lasten ab ca. 70 kN ist der Zylinder am sensitivsten gegenuber einer Anfangsge-
schwindigkeitsverteilung in der ersten Schwingungseigenform. Darunter ist eine héhere
Sensitivitat fir die Endbeulform aus der transienten Berechnung festzustellen. Mit die-
ser Anregung kann direkt in die Nachbeulform tibergegangen werden. Allerdings sind die
bei diesem niedrigen Lastniveau erforderlichen kinetischen Energien flr beide Anfangsge-
schwindigkeitsverteilungen sehr hoch, verglichen mit der inneren Energie der Struktur. Zur
Bestimmung der Sensitivitét ist daher eine Beschrankung auf die erste Schwingungseigen-
form in weiten Bereichen zul&ssig. Erst bei sehr niedrigen Lasten erweist sich diese An-
fangsgeschwindigkeitsverteilung nicht mehr als die kritischste, und andere, auch praktisch
relevante Anfangsgeschwindigkeitsverteilungen mussen hier gleichfalls getestet werden.
Zu Bedenken ist allerdings, daR viele beliebige Geschwindigkeitsverteilungen das System
breitbandig anregen, und daher auch die hier betrachteten Stérformen enthalten sind; dies
gilt insbesondere fiir die erste Eigenform.

Die bei diesem Vorgehen bestimmte Energie, die zum Versagen des Zylinders notwen-
dig ist, steigt von 0.5 N'm bei einem Lastniveau von 120 kN auf den zehnfachen Wert bei
80 kN an, was einen deutlichen Rickgang der Sensitivitit der Gleichgewichtslage doku-
mentiert. Dennoch tberrascht dieser niedrige Wert der Energie, gemessen an der inneren
Energie des Zylinders. Auch Gleichgewichtslagen, die weit von der kritischen Beullast
entfernt sind, sind wie aus der Praxis des Beulens bekannt, sensitiv.

Die durch die aufgebrachten Stérungen ausgeldsten Beulvorgange enden zwar ausnahms-
los in Rautenbeulmustern, wie sie aus der experimentellen Praxis bekannt sind, die Ent-
wicklung des Beulmusters verlduft jedoch unterschiedlich. Zum Teil entwickelt sich das
Beulmuster von einer lokalen Beule ausgehend, wie bei der transienten Belastung, ande-
rerseits bildet sich bei anderen Stérungen unmittelbar groR3flachig ein vollstandiges Beul-
muster aus.

Fir den untersuchten Zylinder mit imperfekter Geometrie zeigt die Betrachtung des stati-
schen Residuums, mit dem es bei einfachen mechanischen Strukturen gelingt, benachbarte
Gleichgewichtslagen aufzufinden, kein Minimum bei einem Verformungszustand an. Es
ist also nicht gelungen, hiermit einen der vielen moglichen statischen Nachbeulpfade an-
zusteuern. Selbst bei der Kenntnis einer weiteren Gleichgewichtslage und der Stérung mit
einer dieser dhnlichen Form kann die Gleichgewichtslage nicht erkannt werden. Fur reali-
stische, groflRe Strukturen scheint das Vorgehen mit Residuumberechnung und Dampfung
der Schwingung demnach nicht geeignet, um benachbarte Gleichgewichtslagen zu bestim-
men. Die transiente Analyse mit sinnvoller allgemeiner Imperfektionsform scheint aber
eine flr die Ingenieurpraxis sinnvolle Alternative zu bieten.
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9 Zusammenfassung und Ausblick

Das Ziel der vorliegenden Arbeit lag in der Untersuchung der Stabilitat und Sensitivitat
von Gleichgewichtslagen mechanischer Strukturen mittels der Methode der Finiten Ele-
mente. Im Hinblick auf reale, komplexe Strukturen, die zu mechanischen Modellen mit
vielen Freiheitsgraden fiihren, wurde dabei besonderer Wert auf eine effiziente numeri-
sche Behandlung gelegt. Den wichtigsten Aspekt stellte dabei die Auflésung der bei der
Berechnung des nichtlinearen Strukturverhaltens mit Hilfe der FE-Methode entstehenden
linearen Gleichungssysteme dar. Hierzu wurde zunéchst die Einsatzmoglichkeit direkter
und iterativer Losertypen gepruft. Das verwendete Finite Element Programm wurde unter
Beschrankung auf iterative Krylov-Unterraum Verfahren zur linearen Gleichungslésung
parallelisiert. Am konkreten mechanischen System eines axial belasteten Stahlzylinders
wurden Untersuchungen bezlglich Stabilitat und Sensitivitat unter Nutzung von Parallel-
rechnern durchgefihrt und ausfuhrlich diskutiert. Im Folgenden werden die wesentlichen
Ergebnisse kurz zusammengefalit.

Die Vergleiche der unterschiedlichen Ldsertypen ergaben, daR sich iterative Krylov-Unter-
raum Verfahren grundsétzlich auch zur Losung von Versagens- und Stabilitadtsproblemen
dunner Schalenstrukturen eignen. lhnen ist vor allem ein niedriger Speicherbedarf zuei-
gen. Dies machte iterative LOser insbesondere dann attraktiv, wenn sehr grofie Probleme
zu lésen waren, oder Rechner mit nur sehr kleinem Hauptspeicher zur Verfligung standen.
In diesen Fallen zeichneten sich iterative Loser meist auch durch kirzere Rechenzeiten
aus. Direkte Losungsverfahren waren hingegen immer dann effizient einzusetzen, wenn
mit einer Koeffizientenmatrix mehrere rechte Seiten geldst werden multen, wie es z.B.
beim Bogenlangenverfahren der Fall ist. Auch beim Einsatz von Vektorrechnern erwiesen
sich die gut vektorisierbaren direkten Algorithmen als vorteilhaft. Bei sehr schlecht kondi-
tionierten Gleichungssystemen, wie sie z.B. bei der nichtlinearen statischen Analyse von
axial belasteten Zylindern entstehen, konvergierten die iterativen Ldser nicht mehr so gut.
Direkte Loser waren dann meist vorzuziehen.

Eine wichtige Fragestellung beim Einsatz iterativer Loser liegt in der Wahl einer geeig-
neten Vorkonditionierung zur Konvergenzbeschleunigung. Dies wird umso wichtiger, je
schlechter die zu lI6senden Probleme konditioniert sind. In der vorliegenden Arbeit wurden
rein algebraische Vorkonditionierungsstrategien eingesetzt, da diese fur alle Problemklas-
sen ohne Einschrankung nutzbar sind. Hierarchische und Mehrgitterstrategien fanden trotz
der bekannten Vorteile keine Berticksichtigung. Es zeigte sich, daB fir 3D Kontinuumspro-
bleme eine einfache Jacobi-Vorkonditionierung bereits sehr gute Ergebnisse lieferte, diese
hingegen bei diinnen Schalenproblemen nicht mehr ausreichend war. Varianten der unvoll-
standigen Cholesky Zerlegung lieferten in den meisten Fallen zufriedenstellende Ergeb-
nisse. Insbesondere die Vernachlassigung von Koppeleintrdgen unterschiedlicher Knoten-
freiheitsgrade in der Steifigkeitsmatrix und anschlief3ender unvollstdndiger Faktorisierung
fihrte in vielen Féllen zu effizienten iterativen Losungen. Dies gilt fir 3D Kontinuums-
probleme ebenso wie flr Schalenprobleme. Ein weiterer Aspekt war die Permutation der
Steifigkeitsmatrix vor der Berechnung einer unvollstandigen Zerlegung zur Vorkonditio-
nierung. Bei Steifigkeitsmatrizen mit groRer Bandbreite, wie sie z.B. durch automatische
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Netzgeneratoren oder bei adaptiver Verfeinerung entstehen, ist eine Band- bzw. Profilop-
timierung von groRem Vorteil. Bei allen nichtlinearen Problemen, die im Verlauf der vor-
liegenden Arbeit berechnet wurden, stellte sich aber die Kombination von direkten und
iterativen Verfahren als die mit Abstand effizienteste Losungstrategie heraus. Dazu wur-
de in jeder Newton Iteration die Steifigkeitsmatrix zundchst faktorisiert, also eine direkte
Losung berechnet, und anschlielend diese faktorisierte Matrix zur Vorkonditionierung der
nachfolgend zu I6senden linearen Gleichungssysteme eingesetzt. Eine Halbierung der Ge-
samtrechenzeit durch den Einsatz dieses Verfahrens war dabei nicht ungewdhnlich. Aller-
dings wird hierfur auch mehr Speicherplatz bendtigt, als zur rein direkten Losung.

Eine weitere Verkirzung der Rechenzeit wird durch den Einsatz von Parallelrechnern er-
mdoglicht. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde das Finite Elemente Programm FEAP
fur statische und dynamische nichtlineare Analysen ohne Beschrankung auf spezielle Ele-
menttypen flr ausschlieliche Verwendung iterativer Losungsstrategien parallelisiert. Da-
bei findet vor einer parallelen Bearbeitung als sequentieller Schritt zunéchst eine Gebiets-
zerlegung statt. Hierbei wird jedem Prozessor ein Teilgebiet des Gesamtproblems zur Be-
arbeitung zugewiesen und aufRerdem erhélt er Informationen tiber benachbarte Teilgebie-
te. Zur Gebietszerlegung finden allgemein erhéltliche Algorithmen Verwendung, die gute
Aufteilungen mit gleich groRen Teilgebieten und kleinen R&ndern zwischen den Teilge-
bieten liefern. Eine einmal zerlegte Struktur kann anschlielend fiir verschiedene parallele
Berechnungen genutzt werden. Ein dynamischer Lastausgleich findet wahrend der par-
allelen Berechnung nicht statt, da dies wegen des erheblichen Aufwandes zur parallelen
Berechnung der Neuverteilung und zur Migration der Elemente nur bei adaptiven Anwen-
dungen sinnvoll ist, die hier nicht behandelt wurden. Die mit der parallelen Programm-
version erzielten Verklrzungen der Rechenzeit, gemessen mit dem sogenannten speedup,
sind ausgezeichnet. Vergleicht man die Rechenzeiten mit dem &quivalenten sequentiellen
Losungsverfahren, so stellt sich ein nahezu optimaler inkrementeller speedup nahe 2 bei
der Verdoppelung der Anzahl der verwendeten Prozessoren ein. Ein Vergleich mit dem
schnellsten verfugbaren sequentiellen Losungsverfahren fallt allerdings fur sehr schlecht
konditionierte Probleme nicht so gut aus, da hier iterative Losungsverfahren generell ge-
genuber direkten Losern weniger vorteilhaft sind.

Die Beurteilung der Stabilitat einer Gleichgewichtslage eines konservativen Systems ist
mit der Methode der Finiten Elemente in einfacher Weise mdéglich. Auch das Nachbeul-
und Verzweigungsverhalten kann meist, verbunden mit einigem numerischem Aufwand,
bestimmt werden. Bei der praktischen Berechnung realer Systeme, wie z.B. bei dem in der
vorliegenden Arbeit untersuchten axial belasteten, geometrisch imperfekten Kreiszylinder,
erweist sich die Vorgehensweise der numerischen Pfadverfolgung allerdings nicht immer
als erfolgreich, wenn der numerische Aufwand in sinnvollem Rahmen gehalten werden
soll. Zum Einen treten bei komplexem Nachbeulverhalten Konvergenzprobleme des lokal
konvergenten Newton Verfahrens im Bereich nahezu singulérer Tangentensteifigkeitsma-
trizen auf, zum Anderen wird oft eine manuelle Steuerung des Kurvenverfolgungsalgo-
rithmus notwendig. Das Auftreten von Verzweigungspunkten zieht die Notwendigkeit ge-
sonderter numerischer Behandlung und anschliel3ender Verfolgung auch der zusétzlichen
Losungspfade nach sich. Insgesamt 1&Rt sich feststellen, daR diese rein statische Vorge-
hensweise fur die Untersuchung realitdtsnaher Systeme mit vielen Freiheitsgraden kaum
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geeignet ist.

Demgegentiber steht die Moglichkeit, das Beulverhalten nicht durch statische, sondern mit-
tels transienter Simulationen, d.h. unter Bericksichtigung der Tragheitskréafte, zu beschrei-
ben. Dadurch wird es mdglich, mit moderatem numerischem Aufwand das reale Beul-
verhalten der Struktur zu berechnen. Fur den konkret untersuchten axial belasteten Kreis-
zylinder konnte mittels der transienten Berechnung des Beulvorganges das Verhalten der
Struktur bis in den Nachbeulbereich ermittelt werden, was durch rein statische Analysen
nicht gelang. Die sich einstellende, nahezu konstante Nachbeullast stimmte sehr gut mit
dem experimentell ermittelten Wert tberein. Der Vorbeulbereich war bei der transienten
Berechnung durch die langsame Lastaufbringung identisch mit der statischen Berechnung.
Der Beulvorgang selbst wurde stark von den Imperfektionen der Struktur geprégt, wie
Untersuchungen an symmetrisch ergénzten Teilstrukturen ergaben. Das sich einstellende
Nachbeulmuster hingegen blieb auch bei den modifizierten Strukturen in seinen wesentli-
chen Charakteristika unverandert.

Mindestens ebenso wichtig wie das Nachbeulverhalten einer Struktur ist die Sensitivitat
der Gleichgewichtslagen im Vorbeulbereich. Insbesondere bei Bauteilen, die den ausge-
beulten Zustand nie erreichen sollen, wie z.B. bei dem betrachteten SiloschuB, ist dies eine
zentrale GroRe beim Entwurf. Die Sensitivitat wurde definiert als der reziproke Wert der ki-
netischen Energie, die dem System mindestens eingepragt werden muf3, um ausgehend von
einer stabilen Gleichgewichtslage eine zweite stabile Gleichgewichtslage oder unbegrenzt
anwachsende Verschiebungen zu erreichen. Fur den betrachteten Zylinder mit imperfekter
Geometrie zeigte sich nahe der Beullast erwartungsgemal eine hohe Sensitivitat. Das Ein-
prégen kinetischer Energie in Form der ersten Schwingungseigenform durch die Vorgabe
einer Anfangsgeschwindigkeitsverteilung in der statischen Gleichgewichtslage fiihrte be-
reits fur geringe Energien zu einem Beulen der Struktur. Bei einer anderen Gleichgewichts-
lage mit niedrigerem Lastniveau war hingegen ein Vielfaches der Energie zum Ausldsen
des Beulvorganges notwendig, die Sensitivitat der letzteren Gleichgewichtslage war also
geringer. Dennoch war die Energie, die zur Auslésung des Beulvorgangs notwendig ist,
Klein verglichen mit der inneren Energie der Struktur, sodal’ auch die Gleichgewichtslage
mit niedriger Last nicht als sicher betrachtet werden kann. Interessant war auch, dafi3 fur
Gleichgewichtslagen nahe der Nachbeullast nicht die erste Eigenform, sondern die bei der
transienten Berechnung des Beulens sich einstellende Verformungsfigur zu hoherer Sensi-
tivitat fuhrte.

Ein Mangel des beschriebenen Vorgehens besteht darin, dal? die Sensitivitat nicht allge-
mein sicher ermittelt werden kann, da letztendlich die kritische Anfangsgeschwindigkeits-
verteilung nicht mit Sicherheit vorhersagbar ist. In weiten Bereichen war aber die erste
Schwingungseigenform als kritische Storungsform zu beobachten. Beim Beispiel der Silo-
schale legten die Untersuchungen einer weiteren Gleichgewichtslage mit einem Lastniveau
unterhalb der Nachbeullast, die sich gegentiber allen betrachteten Stérungen als insensitiv
erwies, den Schluf3 nahe, daR nur die Gleichgewichtslagen unterhalb dieses Lastniveaus
wirklich sicher sind. D.h., die transiente Berechnung des Beulvorganges gibt das System-
verhalten und die Nachbeullast realistisch wieder.

Zur Absicherung dieser Ergebnisse sollten noch weitere, &hnliche Untersuchungen an Zy-
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lindern bzw. anderen beulgefahrdeten Strukturen erfolgen. Besonders wiinschenswert wa-
ren verlaRliche Aussagen uber die kritische Anfangsgeschwindigkeitsverteilung, hier ist
weitere Forschung vonnoten. Auch die Untersuchung der Interaktion zwischen “ungunsti-
gen” Imperfektionsformen und der Sensitivitat von Strukturen erscheint von hoher prakti-
scher Bedeutung.

Bei der Losertechnologie wird mit weiter wachsender Problemgrélie kaum ein Weg an den
Mehrgitterlosern vorbei fuhren. Allerdings scheint das Problem der schlechten Konditio-
nierung noch nicht voll geldst, auch wenn der Einsatz solcher Ldsertypen fir unterschiedli-
che Elementtypen, insbesondere bei hierarchischen adaptiven Netzen grol3e Rechenzeiter-
sparnisse verspricht. Die Restriktion und Prolongation von geschichtsabhangigen Varia-
blen und elementinternen Freiheitsgraden zwischen den Netzen muf3 aber auch noch zu-
friedenstellend geklart werden. Ebenso ist der Einsatz dieser Loser fir nicht hierarchische
Netze noch zu diskutieren. Hier kdnnten entsprechende Netzvergroberungsstrategien zu
Grobgitternetzen fiihren, die dann zur Mehrgitterlésung verwendet werden kénnen.

Ein lohnendes Ziel fur zukinftige Arbeiten liegt auch in der Kopplung adaptiver Verfahren
mit parallelen Losungsmethoden. Adaptive Netzverfeinerungsstrategien ermdglichen es,
mit einer minimalen Anzahl von Unbekannten eine Losung mit vorgegebener Genauigkeit
zu erzielen. Durch die Verbindung mit parallelen Lésungsmethoden kann diese Aufgabe
dann in deutlich verkirzter Zeit erledigt werden. Das groRte Problem hierbei liegt in der
dynamischen Verteilung der Rechenlast, erste Ergebnisse hierzu liegen im Schrifttum aber
bereits vor. Grofite Probleme werden dann unter Einsatz preiswerter Parallelrechner auf
Basis von PC-Clustern effizient l16sbar.
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A Mathematische Grundlagen

In diesem Abschnitt sollen kurz einige mathematischen Beziehungen angegeben werden,
die in der vorliegenden Arbeit verwendet wurden. Fir eine ausfiihrliche Darstellung wird
auf die Literatur verwiesen, z.B. [26].

A.1 Rechenregeln zur Divergenz
div(Tv) = v div(T") + T"grad v (A.1)

diviv xT)=v xdivT +gradv x T (A.2)

A.2 Gauflscher Integralsatz

Mit dem GauBschen Integralsatz oder auch Divergenztheorem kdnnen Volumen- in FI&-
chenintegrale transformiert werden:

/diVudv:/u-nda (A.3)
beziehungsweise
/divT dv:/T-nda, (A.4)

mit dem nach aul3en gerichteten Flachennormalenvektor n.

B Finite Element Formulierung am Beispiel eines
ebenen Scheibenelementes

Die in Abschnitt 2.2 eingefuhrte Finite Element Formulierung ist in Matrizendarstellung
von dem gewéhlten Modell abhangig. So unterscheiden sich Scheiben-, Volumen-, und
Schalenelemente in der Anzahl der Koordinaten und Freiheitsgrade pro Knoten, was sich
wiederum auf die Darstellung der Matrizen in den speziellen Fallen auswirkt. Fur den ein-
fachsten Fall der ebenen, geometrisch nichtlinearen Scheibe soll deshalb hier exemplarisch
die Formulierung angegeben werden.

Zundchst sind in der Ebene zwei Koordinaten zur Angabe der Lage der Knoten in der
Ausgangskonfiguration X ; notwendig:

X, = lX“ ] : (B.1)
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die Interpolation mittels der Ansatzfunktionen N; (&, n) erfolgt iber

=Y Ni(&n) X1 (B.2)

Entsprechend dem isoparametrischen Konzept kann die Lage der Knoten in der Momen-
tankonfiguration durch

zh = [ = ] = IZ Ni(&n) (X, +dy) (B.3)

T2 =1

mit dem Knotenverschiebungsvektor d mit

ut = 3" Ny (1) dy (B.4)
I=1

beschrieben werden. Durch die matrizielle Darstellung der Spannungs- und Verzerrungs-
tensoren

SH Ell
S =1 Sy und E = FEss (B5)
512 2E12

erhalt man unter Verwendung von (2.8) und der Einarbeitung der Diskretisierung die Dar-
stellung

. %(aﬂwl —1) %(2u1,1 + uil + u%l)
E'=| j(xhe,—1) | = 5(2ug o +u3, 4+ ul,y) (B.6)
iB,T133,2 U + U 1U12 + Uz + Uz 1 U220

und weiter unter Berucksichtigung von

I I
5213h = Z N od; und 5213{104 = Z N],a od; mit o= 1,2 (B?)

I=1 I=1

kann ¢ E" als (siehe Gleichung (2.45))

0F, I. N1,1$,7£ I.
(SEh = 6E22 = Z N]’ng (Sd[ = Z B[(Sd[ (BS)
25E12 I=1 N[J:Bg + NLQ:B?{ I=1
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angegeben werden. Die Ableitungen N, konnen dabei aus den Ableitungen der Ansatz-
funktionen in den lokalen Einheitskoordinaten & = [¢, 7] mit der Jacobimatrix J gewon-
nen werden:

Nig= l Nia ] =J! l Nie ] : (B.9)

Der ebenfalls in Gleichung (2.45) bendtigte Term

IAE, I. I, NI,INK,1
DSE = | 6AEy A Nr2Ngo Adg  (B.10)
20AE5 I=1K=1 %(NI,INK,Q + Nj2Nk)

ergibt durch anschliel}ende Bildung des inneren Tensorproduktes mit dem Spannungsten-
sor S

I I. I I
DSE - S =trace(SSE") =Y 3 od; SixIAdi = > Y 6d] GrxAdg(B.11)
=1 K=1 I=1K=1
mit
Sik = SN 1Nk + S2oNraNi o + S12(Ni,iNk2 + NiaoNk ). (B.12)

Unter Verwendung eines St. Venant Kirchhoff Materialgesetzes

E

1— 12

S=CFE =

E (B.13)

o ] =

O = ]

0
0
1w
2

lautet dann die linearisierte Form des Prinzips der virtuellen Verschiebungen fir ein Schei-
benelement e der konstanten Dicke ¢

DGE-Au = / (6ETCAE + ASETS) t dA (B.14)
Ie E
= S 3 adt / (B'CBy + Grx) t dA Ady (B.15)
=1 K=1 (4°) .
K;’ IK

C Speicherstruktur

Wenn die Koeffizientenmatrix nur diinn besetzt ist, empfiehlt es sich, nur die von Null ver-
schiedenen Eintrage abzuspeichern. Jedoch mu dann eine Zuordnung der gespeicherten
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Eintrage zur entsprechenden Position in der Matrix durch weitere Indexfelder erfolgen.
Fur symmetrische Matrizen muR dartiber hinaus nur die obere bzw. untere Dreieckmatrix
gespeichert werden.

Fur die n x n Matrix

1 0 13 0 15
0 2 0 24 25

A=|13 0 3 0 0 (C.1)
0 24 0 4 0
1525 0 0 5

soll die sogenannte compressed column storage Speicherstruktur (siehe z.B. [4] oder [36])
erlautert werden. In einem ersten real-Feld a werden alle Eintrdge im oberen Dreieck der

1 2 3| 4| 5| 6| 7| 8| 9
a 1113|15| 224 125| 3| 4| 5
ja| 1| 3| 5| 2| 4] 5] 3] 4| 5
ia| 1| 4| 7| 8] 910

Tabelle C.1: Kompakte Speicherstruktur

Matrix A zeilenweise gespeichert. Dieses Feld hat die L&nge nonzero(A), also die Anzahl
aller Nichtnullelemente von A. In einem weiteren integer-Feld ja wird die Zuordnung
zur jeweiligen Spalte realisiert. Beispielsweise gehort der dritte Matrixeintrag (Wert 15)
in die finfte Spalte, der siebte Eintrag (Wert 3) in die dritte Spalte. Damit ist aber noch
nicht die Zugehorigkeit eines Matrixeintrages zu einer Zeile festgelegt. Dieses geschieht
durch eine weiteres integer-Feld ia der Lange n + 1. Die Eintrage dieses Feldes ent-
halten jeweils die Nummer des ersten Eintrages einer Zeile. So beginnt die erste Zeile mit
dem ersten Eintrag, die zweite Zeile mit dem vierten Matrixeintrag, die dritte Zeile mit
dem siebten Eintrag usw. Der letzte Eintrag ia(n+1) ist fir symmetrische Matrizen stets
ia(n)+1; durch diesen zusétzlichen Eintrag sind Schleifen tiber Matrixzeilen einfach reali-
sierbar, da die Elemente der j-ten Zeile von ia(j) bisia(j+1)-1 gespeichert sind. Dieser
Zugriff wird bei einer symmetrischen Matrix durch den zusatzlichen Eintrag im ia-Feld
auch fur die letzte Zeile ermoglicht.
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