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1 Einleitung

In der Strukturmechanik sind vielfach nichtlineare Gleichungssysteme zu
l6sen, die z.B. bei der direkten Aufstellung der Differentialgleichungen und
ihrer Diskretisierung mit finiten Elementen oder finiten Differenzen an ei-
nem System, bei der Minimierung von Funktionen oder bei der Optimierung
entstehen.

Die Gleichungssysteme werden allgemein geschrieben als

F(x) =0 (1.1)

mit x als dem Vektor der Unbekannten des Systems (Verschiebungen und/oder
Spannungen). In der linearen Mechanik ergeben sich lineare Gleichungssy-
steme

Fx)=K-x—b (1.2)

wobei K z.B. als Steifigkeits- oder Flexibilititsmatrix, b als Vektor duflerer
Lasten und x als Verschiebungsvektor gedeutet werden kénnen.

Die gangigen Verfahren zur Lésung von Standard-Problemen werden im
Schrifttum zur numerischen Mathematik ausfiihrlich erértert /Ortega, Rhein-
boldt 1970/, /Dahlquist, Bjérk 1970/ und sollen im Rahmen der vorliegenden
Studie nur soweit im Kontext erforderlich ausschnittsweise wiedergegeben
werden.

Bei allgemeinen Funktionen in der nichtlinearen Mechanik besteht nun die
Schwierigkeit, ein geeignetes Verfahren zu finden, mit dem die Nullstellensu-
che fiir das nichtlineare System effizient vorgenommen werden kann.

Die einfachen Methoden zur Lésung von (1.1) versagen meist, wenn das Glei-
chungssystem F(x) mehrere Nullstellen d.h. mehrere Lésungsvektoren be-
sitzt oder mehrere Minima von ||F(x)|| (Euklidische Norm) existieren . Eine
einfache Abhilfe kann hierbei durch die Einbettung des gegebenen Problems
in eine Problemfamilie

H(x,t) =0
erreicht werden /Schwetlick 1979/.

Der Grundgedanke der Einbettung ist, die Losung fir H(x,1) diber die
Lésung einfacherer Probleme mit ¢ < 1 z.B. H(x,0) = 0 schrittweise zu
erzielen (t < 1).

Eine iibliche Einbettung stellt die vorliegende Form dar:
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H(x,t) =t -F(x)+ (1 — t)G(x)

Hierbei ist G(x) eine beliebige Funktion, deren Nullstellen bekannt sind.
Man spricht in dem vorliegenden Fall von einer homotopen Abbildung, wenn
die Abbildung H im Einheitsintervall [0,1] stetig ist. G(x) heifit dann ho-
motop zu F(x).

Wird das eingebettete Problem nicht nur fiir ausgewéahlte Werte von t son-
dern fiir eine Sequenz von Werten fiir ¢ aufsteigend von 0 — 1 gel6st, erhalt
man Informationen, wie das System F(x) entstanden ist. In der Struktur-
mechanik ist dieses Verfahren als inkrementelles Vorgehen bekannt; ¢ = 0
entspricht z.B. einer unbelasteten Struktur, wohingegen ¢ = 1 den aktuel-
len Lastzustand beschreibt, fiir den die Lésung gesucht wird. Im englischen
Schrifttum ist fiir dieses Vorgehen auch der Begriff ” Continuation Method”
gebrauchlich. *

In der Strukturmechanik entspricht £ meist dem Lastparameter, mit dem ein
vorgegebener Lastvektor multipliziert wird. In dhnlicher Form kénnen Pa-
rameter fiir Verschiebungen mit Verschiebungsvektoren verwendet werden.
Man spricht dann von last- bzw. verschiebungsgesteuerten Verfahren. Last-
gesteuerte Verfahren sind sinnvoll, solange die Verschiebungswerte mit den
Lastwerten kontinuierlich anwachsen (Bereich I in Bild 1.1). Mit verschie-
bungsgesteuerten Verfahren lassen sich auch Last- Verformungskurven mit
abfallenden Asten berechnen (Bereich II), sofern die Verschiebung kontinu-
ierlich zunimmt. Beide Parameter versagen als Steuerung, wenn entweder fiir
den vorgegebenen Wert keine Losung existiert oder mehrere Lésungen exi-
stieren, d.h. der Steuerparameter in einem Bereich des Losungspfads sowohl
zu- als auch abnimmt.

Fir allgemeine Funktionen bzw. Last-Verformungskurven, bei denen die
kontinuierliche Zunahme weder der Verschiebungen noch der Belastung gesi-
chert ist, empfiehlt es sich, auf eine verallgemeinerte Verfahrensklasse iiber-
zugehen, die Kurvenverfolgungsalgorithmen /Allgower 1981/. Hierbei kann
aus einer Vielzahl von Bedingungen, die Last- und/oder Verschiebungswerte
enthalten, eine sinnvolle Steuerung gewéhlt werden. Diese Verfahren sind in
der Strukturmechanik unter dem Begriff Bogenlidngenverfahren (arc-length-
methods) bekannt, da im einfachsten Fall eines Ein-Freiheitsgrad-Systems,
die Bedingung ||A,u|| = ¢ = konst. dazu fithrt, dal der Lésungspunkt auf
einem Kreisbogen mit Radius ¢ um den Punkt mit A, = 0 liegt.

Der Einsatz von allgemeinen Kurvenverfolgungsalgorithmen ist besonders bei
der Grenzlastuntersuchung von Tragwerken von Bedeutung. Durch die Be-
rechnung von allgemeinen Last- Verformungskurven, auch mit physikalisch
kaum zu realisierenden abfallenden Lastparametern, lassen sich wichtige Ein-
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Bild 1.1 Bereiche einer allgemeinen Last — Verschiebungskurve

blicke in das wirkliche Tragverhalten gewinnen.

Die vorliegende Arbeit ist so aufgebaut, dafl ausgehend von den Standard-
16sungsverfahren - Newton/Raphson und Modifikationen - auf die fiir Vektor-
rechner und Untersuchung von Systemen mit vielen Unbekannten besonders
geeigneten Quasi — Newton Verfahren ausfiihrlich eingegangen wird. Dabei
wird auch das wichtige numerische Verfahren der Strahlminimierung (Line
search) bei Ingenieurproblemen erdrtert. Den zweiten Hauptpunkt bilden
die Darstellung und Diskussion der Bogenlingenverfahren, fiir die einige Va-
rianten angegeben werden. Den methodischen Teil der Arbeit schliefit die
Kombination der Quasi — Newton Verfahren und Strahlminimierung mit den
Bogenlingenverfahren ab. Hierfiir werden effiziente Algorithmen vorgestellt.

Die Verifizierung und Diskussion der Methoden erfolgt an einigen numeri-
schen Beispielen mit dem Finite Element Programm NISA /Brendel et al
1981/, die den Anwendungsbereich und die Grenzen der dargestellten und
entwickelten Verfahren aufzeigen.

Ein Ausblick und die kritische Wertung der Verfahren bilden den Abschlufl
der Arbeit.



2 Ubersicht iiber Lésungsverfahren fiir nicht-
lineare Gleichungssysteme in der Struk-
turmechanik — inkrementell — iteratives
Vorgehen

Die nichtlinearen Probleme in der Strukturmechanik fithren bei Verwendung
numerischer Verfahren auf nichtlineare Gleichungssysteme der Form

H(x,t)= G bzw. F(x)=0 (2.1)

wobei der Einbettungsparameter ¢ iiblicherweise als Lastparameter A gegeben
ist. Fiir die zweite Form wird die Bedingung ¢ = A = konst. angenommen.
Auf den Aspekt, wenn ¢ iiber eine zusatzliche Gleichung gegeben ist, in der
auch Terme f(x) auftreten, wird ausfiihrlich in Abschnitt 6 eingegangen.

Die sinnvolle Vorgabe des Parameters ¢t oder A orientiert sich am (erwarte-

ten) Losungspfad in der Strukturmechanik, iiblicherweise einer Last —Ver-
schiebungskurve (Bild 2.1).

Bild 2.1 Allgemeiner, nichtlinearer Lésungspfad, Inkrementierung



Da der Lastparameter A meist Schwankungen unterworfen ist, oder z.B. eine
Belastung allméhlich aufgebracht wird, geniigt es meist nicht, nur die Lésung
fiir einen Punkt A, B oder C der Kurve zu ermitteln, sondern es mufl der
Lésungspfad in wesentlichen Punkten bekannt sein. D.h. es muf} schrittweise
bzw. inkrementell vorgegangen werden.

Ein zweiter Grund schrittweise vorzugehen, auch wenn nur ein Lésungspunkt
gesucht ist, liegt in der Schwierigkeit, ein Lésungsverfahren zu finden, das

z.B. als Losung fiir den Lastwert A, den Ldsungspunkt C in einem Schritt
liefert.

Ein dritter Grund ist bei wegabhingigem Verhalten (Plastizitit, Kontakt)
vorhanden, bei dem zu einer richtigen Beurteilung eines Zustandes der voll-
stindige Lésungspfad bis zur aktuellen Belastung bekannt sein mufl.

2.1 Inkrementelle Verfahren

Die Unterteilung in einzelne Schritte kann soweit gefithrt werden, dafl der
Losungspfad durch viele lineare Teilstiicke gut angendhert werden kann. Die
Linearisierung um den einzelnen Lésungspunkt x(*) liefert die Steigung der
Teilstiicke F/(™x)---. Auf die Gewinnung und genauere Bedeutung von
F/(™x) wird spiter eingegangen, hier sei nur festgehalten, daBl dieses Vor-
gehen zu dem bekannten Euler-Verfahren fiithrt.

F'(™x) - A™x = P(™*1)) — P(™)) = A™P (2.2)

mit A™t1ix Zuwachs im Schritt m + 1
P(™)\) Gesamtlast im Schritt m
A™tl p Lastzuwachs im Schritt m + 1

Fir einen Zuwachs der dufleren Last wird ein entsprechender Zuwachs der
Unbekannten x ermittelt. Deutlich ist, dal damit eine gewisse Abweichung

vom eigentlichen Losungspfad vorhanden ist, die wihrend der Berechnung
nicht korrigiert wird (Bild 2.2a).

Eine Korrektur kann auf einfache Weise erfolgen, indem das Residuum in
jedem Schritt beriicksichtigt wird.

F'(™x) - A™lx = —F("x,™1}) = A™HP _™ F (2.3)

Dieses Euler-Verfahren mit Riickwartseinsetzen kann ein Anwachsen der Ab-
weichung vom exakten Losungspfad verhindern (Bild 2.2b).Die gewonnene
Losung stellt aber nur eine Umschlielung des exakten Lésungspfades dar.
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Last Last

2
A
A
U =0
a) Euler Verfahren b) Euler Verfahren mit Riickwirtseinsetzen

Bild 2.2 Rein inkrementelle Verfahren (Ein-Dimensionales Pro-
blem)

2.2 Inkrementell-iterative Verfahren

Die Losung im Lastschritt (= Inkrement) kann weiter verbessert werden,
indem das Residuum als Fehler der Losung iterativ beseitigt wird. Dies
erfolgt in jedem Lastschritt vor einer weiteren Verinderung des Parameters

A (oder ).
Zur Iteration steht eine Vielzahl von Lésungsverfahren zur Verfiigung.

Die moglichen wesentlichen Unterschiede zur Lésung von

A(x®) . Ax = Y (x®) (2.4)

sind:
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1. Modifikation der Iterationsmatrix A(x()) und des Residuums
Y(x(*'))é — F(x("), A@)

2. Nur Modifikation des Residuums Y (x()) bei gleichbleibender Iterati-
onsmatrix z.B. A = A(x(%)

3. Nur Modifikation der Iterationsmatrix A(x(7)) bei gleichbleibender rech-
ter Seite Y = —F(x(®),m+1 })

Grafisch ist der Ablauf der Iteration in Bild 2.3 fiir alle drei Méglichkeiten
exemplarisch an einem eindimensionalen Problem dargestellt.

Die wesentlichen Verfahren zu den Méglichkeiten 1) und 2) werden ausfiihr-
lich in den folgenden Abschnitten behandelt.

Die Moglichkeit 3) ist eines der klassischen Verfahren zur Lésung von nicht-
linearen Gleichungssystemen, das auch unter dem Namen sukzessives Ein-
setzen oder gewohnliches Iterationsverfahren bekannt ist. In dieser Form
wird dies z.B. bei der Lésung von Problemen mit dem Ubertragungsverfah-
ren (Gesamtmatrixverfahren) verwendet, wenn die Koeflizienten der Matrix
durch Integration gewonnen werden.

Die Iterationsmatrix A(x(")) wird bei Moglichkeit 3) nicht als Tangenten-
oder Jacobi Matrix des Systems bestimmt. Die rechte Seite hingegen stellt
in jeder Iteration den aktuellen Gesamtlastzustand dar.

Diese Art von Sekantenverfahren ist iiblicherweise sehr robust, besitzt aber
keine besonders guten Konvergenzeigenschaften und wird daher in dieser
Arbeit nicht weiter behandelt.

Bemerkung 2.1: Liegen zustandsabhingige Lastfille vor, z.B. verformungs-
abhingige Belastungen oder ein Verschiebungslastfall, so d&ndert sich auch
bei Moglichkeit 3 der Vektor der rechten Seite wahrend der Iteration.

Bemerkung 2.2: Prinzipiell sind Kombinationen aller Verfahren miteinander
méglich, z.B. Anderung der Iterationsmatrix nur in jeder dritten Iteration
0.4. Da diese Vorgaben aber starker Heuristik unterliegen, soll dies den
Anwendern von Algorithmen nur als Wahlmoglichkeit gegeben werden. Eine
Regel zur Anwendung 1a8t sich allgemein nicht angeben.
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Last

m+1
A
m
A
4 -
u
1) Iterationsmatrix und Rechte Seite
Last v kasf
1 m+1 '
©
m m
A A
- i
u
2) Nur Rechte Seite 3) Nur Iterationsmatrix

Anderung von:

1) Iterationsmatrix und Rechte Seite
2) Nur Rechte Seite
3) Nur Iterationsmatrix

Bild 2.3 Inkrementell-iterative Verfahren - wesentliche Méglichkei-
ten
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3 Das Newton/Raphson Verfahren

Ubersichten iiber Newton Verfahren sind in der klassischen Literatur haufig
zu finden. Die im folgenden durchgefiihrte Kurzdarstellung lehnt sich in
weiten Teilen an /Schwetlick 1979/ an (siehe auch /Mahnken 1984/).

3.1 Nullstellensuche und Minimierungsproblem — ech-
tes Newton Verfahren

Das Newton/Raphson Verfahren kann im Zusammenhang mit der Lésung
nichtlinearer Probleme der Strukturmechanik an zwei Stellen eingesetzt wer-
den. Diese sind (

i) die Nullstellensuche fiir ein nichtlineares Gleichungssystem

ii) die Minimierungsaufgabe, die bei der Variationsformulierung
der Mechanik anfallt.

In matrizieller Formulierung gilt fiir ein System mit n Unbekannten und
Koeffizienten, die wiederum von Unbekannten abhéngen :

F(x) = [fu(x), - fo(x) -+ fu(x)] =0 (3.1)

F(x) kann als Vektor gedeutet werden, fiir den die Nullstelle(n) gesucht sind.
fi(x) wird als i te Komponente dieses Vektors bezeichnet. x ist im allgemei-
nen Fall ebenfalls ein Vektor.

Wird hingegen von einem Potential ausgegangen, d.h. eine Minimierungs-
aufgabe gestellt, so nimmt das Gleichungssystem eine spezielle Form an.

Funktion = Potential  II(x), gesucht: Minimum (3.2)

Zur Suche dieses Minimums wird eine Naherung mittels einer Taylorreihe
vorgenommen. Hierbei wird vorausgesetzt, dal die Funktion II{x) zweimal
differenzierbar ist. Auflerdem wird hier zur Vereinfachung angenommen, dafl
ein Minimum existiert, die Funktion also konvex ist.

Bei einer quadratischen Naherung in einer Umgebung von x( gilt:
M(x) = M(x®) + (x — xO)t(x®) + %(x — xO)t . I (x®)(x — x) (3.3)
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II'(x() ist der Gradient an der Stelle x(). In den Gleichungen der Struktur-
mechanik wird er auch als Fehlkraftvektor R (out-of- balance vektor) be-
zeichnet.

(3.4)

'(x®) = R(x®) = {aﬂ(x(i’) om(x) 3H(x(i))]t

321 ’ 622 azn

II"(x(9) ist die Hesse-Matrix H der Naherungsfunktion II(x) an der Stelle
x®). Diese entspricht bei einer Verschiebungsformulierung der Steifigkeits-
matrix der Mechanik.

M) onedd) - 2M(xD)
e ()Y — I — 82 8z18z; = Oz19zn
I(x¥)=H= Fn(x@) 92 - o2n(xld) (3.5)
Bxpndxy Bz, 022 Oxpnlzyn

Da TI(x) minimiert werden soll, muf die erste Abteilung II'(x) verschwinden

M'(x) = 0=0+II'(x®) + I"(x)(x — xO)
= R(x®) 4+ H(x®)(x — x*) (3.6)

Dies nun ist ein lineares Gleichungssystem mit nichtlinearen Koeffizienten,

wobei zu bemerken ist, daB H(x()) auf Grund der Herleitung symmetrisch
ist.

%11 _ 811
8z:,08z., 0z.0zp

(3.7)

Der Losungsalgorithmus bietet sich direkt an. Iterativ kann die Nullstelle
fir das Gleichungssystem gesucht werden; vorausgesetzt wird, dafi H nicht
singular ist.

x(+) = x@ _ H(x®)-! . R(x?) (3.8)

In der mathematischen Literatur wird dies umgeformt mit

s — —H(x("))“l . R(x("))
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Ist nach (i + k) Iterationen die Nullstelle fiir II'(x(+*)) gefunden, so ist
x0G+*) ein Losungsvektor fiir das Minimalproblem, wenn die zweite Abtei-
lung IT”(x(+%)) positiv ist. Dies entspricht der Fragestellung:

detH(xtt®) >0 7 (3.10)

Das heifit, daB zur Minimierung der als Ndherung angenommenen quadrati-
schen Funktion die zugehdrige Hesse-Matrix auch positiv definit sein mu#l.

Wird analog zur quadratischen Naherung fiir das Funktional das nichtlineare
Gleichungssystem in eine Taylorreihe an der Stelle x(*) entwickelt, die nach
dem linearen Glied abgebrochen wird, so gilt:

FOXD) = 0 = FE®) + F/(x0) - (x — x) (3.11)
Voraussetzung hierbei ist, daBl F(x) einmal stetig differenzierbar ist.

0f1(x)  8H(xY) . ofm(xlD)

. ‘ . Oy Oy N
F(xY)=3x")=| s : (3.12)
A (xD)  afh((x)) afu(x()
Ozq Oxy dzn

J(x()) wird iiblicherweise als Jacobimatrix des nichtlinearen Gleichungssy-
stems F(x) bezeichnet. Die Jacobimatrix ist nicht notwendigerweise symme-
trisch oder positiv definit.

Bemerkung3.1: Werden nichtlineare Gleichungssysteme iiber Gleichgewichts-
iiberlegungen, das Prinzip der virtuellen Arbeiten oder z.B. eine schwache
Form entwickelt, erhebt sich haufig die Frage, ob fiir das betrachtete Pro-
blem ein Funktional bzw. Potential vorliegt und ob ein Minimierungsproblem
gelost wird. Diese Frage kann mittels der Untersuchung der Jacobimatrix
beantwortet werden. Ist die Jacobimatrix symmetrisch, wird ein Extremal-
problem bearbeitet. Ist sie zusatzlich positiv definit, so wird eine Minimie-
rungsaufgabe gelost. D.h. es muf ein zugehoériges Funktional vorliegen, siche
auch /Marsden, Hughes 1983/.

Der Nullstellensuchalgorithmus fiir das nichtlineare Gleichungssystem ist iibli-
cherweise identisch mit dem Lésungsalgorithmus des Gleichungssystems fiir
die Minimierungsaufgabe.

Konvergenzverhalten:

Fiir ein quadratisches Funktional besitzt das Newton Verfahren quadratische
Konvergenz /Schwetlick 1979/, d.h. die Fehlernorm nimmt quadratisch ab.
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a- ||x® — xE))2 > =0+ —x®)  i=0,1... (3.13)

Fiir nichtquadratische Funktionale ist quadratische Konvergenz nur in der
niheren Umgebung der Nullstelle gesichert.

Numerische Aspekte

Fehler aus vorherigen Schritten fithren bei der Nullstellensuche und bei Mi-
nimierungsproblemen nicht zur Divergenz, sondern verschlechtern nur das
Gesamtkonvergenzverhalten. Das Verhalten vom aktuellen Schritt x(*) bis
zur Lésung x(™ ist jedoch nur von den Schritten > ¢ abhingig.

Fiir nichtquadratische Funktionale ist die Schrittweite und damit der Start-
vektor x(®) von Bedeutung. Liegt der Startvektor nicht im ” quadratischen”
Einzugsbereich der Losung, kann Divergenz auftreten. Bei Ingenieurproble-
men heifit dies, dafl fir die Berechnung einer Last/Verschiebungskurve die
Schrittgrofie klein genug gewahlt werden mu#fl.

Die Aufstellung der Jacobi/Hesse— bzw. Steifigkeitsmatrizen gehort zu den
numerisch aufwendigsten Prozessen in der F.E. Methode. Auch bei quadra-
tischer Konvergenz ist die Effizienz des Verfahrens dann oft fraglich.

3.2 Modifizierte Newton Verfahren

Da die Aufstellung der Jacobi/Hesse — Matrix sehr aufwendig ist, wird ver-
sucht den Rechenaufwand durch Umgehung einer Neuaufstellung zu verrin-
gern.

Beim einfachsten Verfahren wird die Jacobi — Matrix nur einmal erstellt
und bleibt fiir alle weiteren Iterationsschritte unverindert. Dieses Verfahren
wird als das modifizierte Newton Verfahren bezeichnet; im Ingenieurschrift-
tum findet man hierfiir die Begriffe Anfangssteifigkeitsiteration bzw. "initial
load matrix iteration”. Diese Vereinfachung macht sich beim Konvergenz-
verhalten bemerkbar. Fiir ein quadratisches Funktional ist die Konvergenz
nur noch linear; der Hauptaufwand der Berechnung liegt dann in der hiufi-
gen Aufstellung der Gradienten. Bei nicht quadratischen Funktionalen mit
starken Verdnderungen der Gradienten kann die Konvergenzrate wesentlich
verringert werden. In vielen Fillen wird dann ohne wesentliche Schrittwei-
tenverringerung keine Konvergenz mehr erreicht.

In einer hiufig verwendeten Variante des modifizierten Newton Verfahrens
wird die Jacobimatrix nur fiir einige Schritte beibehalten und danach wieder
neu aufgestellt. Damit kann der Einzugsbereich des modifizierten Verfahrens
vergroflert werden.
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A x*

— /
K u
a) Standard Newton Verfahren b) Modifiziertes Newton Verfahren

Bild 3.1 Standard Newton und modifiziertes Newton Verfahren
(einfachste Form)

In anderen Varianten wird die Jacobimatrix mit einem Faktor multipliziert
(= Relaxation). In den folgenden Schritten wird dann mit dieser Matrix
iteriert.

Eine weitere Variante stellt die Mittelpunktsteifigkeitsmethode dar, bei der
die Jacobimatrix bei einer Neuaufstellung nicht fiir die Stelle x() sondern fiir
(x® + 0.5 - x() aufgestellt wird. Damit wird mit einer ”Sekantenmatrix”
iteriert, die zumindest im Bereich x(!) < (x() 4+ 0.5.x()) eine Sekantenmatrix
darstellt.
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neu aufgestellt

——

u

a) Neuaufstellung der Jakobimatrix im Inkrement

A x‘_)1.5x’”

i N /

f
I
I

c

b) Multiplikation der Jakobimatrix c) Mittelpunktsteifigkeit

mit einem Faktor a

Bild 3.2 Varianten des modifizierten Newton Verfahrens

Im Prinzip sind sehr viele Modifikationen des Newton Verfahrens méglich, die
fiir einzelne Probleme gute d.h. mehr als lineare Konvergenz aufweisen. Dies
sind aber haufig Einzellésungen, deren Beurteilung sich nicht verallgemeinern
laft. Bessere Konvergenz ist im allgemeinen Fall nur mit Zusatzaufwand, z.B.
der Suche von guten Relaxationsfaktoren oder Kombination mit Iterations-
verfahren zu erreichen.
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4 Sekantenverfahren

4.1 Allgemeines

Unter Sekantenverfahren werden Verfahren verstanden, bei denen die Ja-
cobi/Hesse — Matrizen in den einzelnen Schritten iiber Sekantenbeziehungen
aufgestellt bzw. angepafit werden.

Im allgemeinen Fall kénnen Sekantenverfahren als diskretisierte Newton-
Verfahren interpretiert werden /Ortega, Rheinboldt 1970 S. 189 ff/

Bild 4.1 Sekantenverfahren

Eindimensionaler Fall:
Diskretes Newton Verfahren

(k) (k)y — (kY11
Pk 1) — () _ f(= +hh(k3 f(z*)

(=) (4.1)
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Als Spezialfall die Regula-Falsi-Iteration

24D = 5®) [f B SEDN o) (4.2)

mit h*) = F — z(*), wobei & fest vorgegeben wird.

Sekanten-Iteration

e P 43)

-1 _ (k)

mit A = g*=1 _ 28

Fiir viele Unbekannte lassen sich mit Hilfe von n + 1 Schitzwerten oder vor-
liegenden Lésungen Sekantenmatrizen aufbauen. Der numerische Aufwand

entspricht wegen der vielen Funktionsauswertungen mindestens dem eines
Newton-Verfahrens. /Ortega, Rheinboldt 1970/

Bei der Sekantenbildung entstehen vollbesetzte Matrizen, die den Gesamtauf-
wand wegen der erforderlichen Gleichungsauflésung pro Schritt wesentlich
erhéhen. Da auflerdem immer n + 1 Losungsvektoren gespeichert werden
miissen, sind diese Verfahren nach Gl. 4.1 - 4.3 nur fiir kleine Probleme zu
empfehlen.

Einen weit grofleren Anwendungsbereich finden Sekantenverfahren, die auf
der Modifikation vorliegender Tangenten- oder Sekantenmatrizen beruhen,
fiir die als Oberbegriff auch die Bezeichnung Modifikationsverfahren zu fin-
den ist. Im allgemeinsten Fall wird die Einheitsmatrix als Ausgangsma-
trix verwendet. Miissen die Modifikationen Sekantenbeziehungen geniigen,
so werden diese Verfahren als Quasi-Newton Verfahren bezeichnet.

Modifikation von Matrizen und Inversen

Ihre hiufige Verwendung verdanken diese Verfahren der einfachen Modifi-
kationsform, bei der die Ausgangsmatrix durch die Addition von Rang-Eins
Matrizen verandert wird.

A+ — A () 4 (k) | (k) (4.4)

Im allgemeinen Fall erfolgt eine Anderung mit vielen (m) Vektoren, wobei,
wenn A eine Matrix mit (n-n) Zeilen/Spaltenist, die Zahl der Modifikationen
m < n sein soll. U,V sind dann Matrizen, die die Modifikationsvektoren
enthalten.
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A+ — A L U. Vv (4.5)
Die einfache Modifikationsform fiithrt dazu, dafl die Inverse der modifizierten
Matrix ebenfalls einfach darstellbar ist.

Im allgemeinen Fall gilt:
Sherman-Morrison- Woodbury Formel

(A+UVH1=AT1T-A 1. UT+ VIATIU) I VIA? (4.6)

Die Inversion ist durchfiihrbar, wenn A und (I+V*A~'U) invertierbar sind.
Im Spezialfall m = 1, d.h. Anderung um eine Rang Eins — Matrix gilt:

LY

Sherman-Morrison-Formel:

1
1 + vtA-1qn

(A +uvt)™t=A"1 A luvtAl (4.7)

Dies ist durchfithrbar, wenn A invertierbar und (1 + vtA~1u) # 0 ist.

Die Entdeckung der speziellen Inversen wird /Shermann, Morrison 1947/

zugeschrieben. Eine schéne Ubersicht iiber Inverse modifizierter Matrizen ist
in /Zielke 1970/ zu finden, siehe auch /Zielke 1968/.

In der Strukturmechanik entspricht A dblicherweise der Steifigkeitsmatrix
und ist invertierbar. Bei sinnvoller Wahl der Modifikationsvektoren v und u
ist auflerdem gesichert, dafl ¢ = 1 + v*A~1u # 0 ist.

4.2 Quasi — Newton Verfahren

Die Entwicklung der Quasi-Newton Verfahren baut auf zwei Stringen auf.
Der erste ausgehend von /Davidon 1959/ wurde bei der Lésung von Mini-
mierungsaufgaben entwickelt. Der zweite diente nach einem Vorschlag von
/Broyden 1965/ zur Lésung von nichtlinearen Gleichungssystemen. Beide
Arbeiten haben den Grundstein zu einer neuen Klasse von Algorithmen ge-
legt, die unter den Namen Quasi Newton, Variable Metrik, Sekanten, Update
oder Modifikationsverfahren bekannt sind. Einfithrungen in diese Verfahren
sind in vielen Biichern zu finden /Ortega, Rheinboldt 1970/, /Murray 1972/,
[Wolfe 1975/, /Luenberger 1984/, /Schwetlick 1979/. Eine grundlegende
Ubersicht geben /Dennis und More 1977/. In der vorliegenden Arbeit wird
nur auf die vier gebrauchlichsten Verfahren, das Davidon-, das Broyden-,
das Davidon- Fletcher- Powell- (DFP) und das Broyden- Fletcher- Goldfarb-
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Shanno (BFGS)- Verfahren eingegangen. IThre Vor- und Nachteile beziiglich
Konvergenz, numerischer Empfindlichkeit und Effizienz werden diskutiert.

Quasi-Newton Approximation der Jacobi/Hessematrix

Die Anforderung an die Approximation der Jacobi — Matrix lautet:

F(x(")) - F(x(k—l)) = A(k)(x(k) — x(k—l))

In der Strukturmechanik entspricht A der Steifigkeitsmatrix K , F den Un-
gleichgewichtskraften r und x den Lagevektoren.

r(®) _ p(e-1) — g | Au(® (4.8)

4

-mit Au® = x() _ x(+-1) (4.9)

Diese Beziehung wird als Quasi-Newton Gleichung bezeichnet. Im eindimen-
sionalen Fall ist diese Sekantenbeziehung leicht darstellbar (Bild 4.2).

(0)

Au™

=V

Bild 4.2 Quasi Newton Schema
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Die neuen Matrizen A(*+1) bzw K(*+1) haben die Sekantenbeziehung zu erfiil-
len Au(®) ist der Verschiebungsvektor in der k — ten Iteration.

Ar® ist die Differenz der Ungleichgewichtskrifte zwischen der k — ten und
(k — 1)ten Iteration

Art®) = pe-1) _ (k)
(RUe-1) _ ple-1)) _ (R — FR)) (4.10)

mit:
F*) . innere Krifte im i — ten Inkrement und der k — ten Iteration

R(®) ... duBere Krifte im i — ten Inkrement und der k — ten Iteration

Bemerkung 4.1: Vorausgesetzt wird ein sogenanntes inkrementell iteratives
Vorgehen. Hierbei wird bei dem Einbettungsproblem H(x,t) = 0 das Null-
stellenproblem fiir eine Familie von Parametern t = t,,¢,,...t,, dh. Ci(x) =

H(x,t;) = 0 geldst. In der Strukturmechanik entspricht t meist einem Last-
faktor (siehe Abschnitt 6).

Modifikationsmoglichkeiten

Viele Matrizenformulierungen erfilllen die Quasi — Newton Gleichung. Fiir
technische Anwendungen sind zwei Arten der Modifikationsverfahren (matrix
update) von Bedeutung:

Rang - Eins Anderungen (rank one update)

K® - KE-1) 4 o.5.xt (4.11)

Rang — Zwei Anderungen (rank two updates)
K®=KFYs.2.x+8.v .yt (4.12)

4.2.1 Rang — Eins Anderungen

Wird Gleichung (4.11) in Gleichung (4.8) eingesetzt, so ergeben sich zwei
Bedingungen:

1
a = m (413)
z = Ar®) — K& Ay (4.14)
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x ist hierbei ein beliebiger Vektor, der so zu wihlen ist, dafl xtAu(® =£ 0 ist.
D.h. x darf nicht orthogonal zu Au® sein. Nur dann ist diese Rang Eins
Anderung mdglich.

Aus der Vielzahl der méoglichen Rang — Eins Anderungen wird hier auf die
Vorschlige von /Broyden 1965/ und /Davidon 1959/ ausfiihrlich eingegan-
gen. Zur Diskussion anderer Vorschlige wie Powell Symmetric Broyden

(PSB) /Powell 1970/ sowie /Kleinmichel 1981/ sei auf die Bemerkungen und
das weiterfilhrende Schrifttum verweisen.

Broyden Rang-Eins Anderung
Broydens Vorschlag /1965/ mit

x = Au®) = gK*-1)7 pk-1) (4.15)

s... Line Search Parameter (siche Abschnitt 5)

und

ArF) — Kle=1) . Aye)

) — (k1)
K = K = a®yiaa®

(Au®)? (4.16)

basiert auf der Idee, dafl die Matrizen K(*=1) und K®) fiir den Fall, daB x
orthogonal zu Au® ist, identisch sind bzw. sich auf einer Senkrechten zu
Au'® gleich verhalten sollen.

Broydens Vorschlag ergibt eine nichtsymmetrische Sekanten-Matrix, die da-
mit nur als Approximation zur Jacobi — Matrix und nicht zur Hesse-Matrix
angesehen werden kann. Dies war auch das Ziel Broydens bei der Entwick-
lung eines effizienten Verfahrens zur Gleichungslésung.

Eine weitere Eigenschaft des Broyden’schen Vorschlags ist, dafl aus der Menge
der moglichen Rang — Eins Anderungen, die die Quasi — Newton Gleichung
erfiillen, sich die Broyden Anderung K®) als die der Matrix K*-1) nichste
Matrix erweist /Dennis, More 1977/. Als Mafl dient hierbei die Frobenius
Norm. /Schwarz et al 1968/

1Al = (ZFe | @ [2)1/?
Zur Verwendung des Verfahrens bei der Gleichungslésung mufl die neue Ma-

trix K() invertierbar (regulir) sein. Die Inversion erfolgt nach der Sherman-
Morrison Formel: (siche Anhang) /Zielke 1970/

. (Au® — KG-1)7 Ar()Au®)* . K-

()t — gle-1)1
K K Au®)? . K(k-1)71 A p(k)

(4.17)
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Voraussetzung hierfiir ist, dafl der Nenner # 0 ist.

¢ = AuKEDTAr® £ g (4.18)

d.h. der Verschiebungszuwachs Au*) darf nicht orthogonal zu der Verschie-
bungsinderung Ad = K®*1)7 Ar® infolge der Anderung der Ungleichge-
wichtskréfte sein.

Bemerkung 4.2: Die Determinante von Matrizen mit Rang Eins Anderungen
188t sich einfach bestimmen. Es ist siche /Pearson 1969/:

det(I+vwh) =1+ vlw (4.19)

Damit gilt im Fall der Broyden Anderung:

k k— k k)t
det(K®) = degicte-n 4 (B — KO DAuB)Au®

Au(k)tAll(k)
(=17 Ar%) — Au®))Au®
— (k-1) | (K - L )ou
= detK det[I + AulAuk)
(k) g (k—1)"1 (*)
_ Ar)’K Au ) - detK(*=1) (4.20)

Aul*) Au(k)

Da Ar(®)’ . K(¢=1)7T" Au®) auch < 0 werden kann, wird in /Powell 1970/
empfohlen, die Rang — Fins Anderung mit einem Faktor © zu multiplizieren.

Damit kann gesichert werden, dafl die neue Matrix nichtsingular wird und
positiv definit bleibt.

( Ar(e) — g(k-1) Au(")) Aul®)*
Aul®* Aulk)

K® =Kk 1 @ (4.21)

Die Determinante kann dabei mittels © in einer festgelegten Relation zur
alten Determinante det K(*~1) gehalten werden.

Ar(e) K (e=1)"1 A (k)
Aul®) Aulk)
Da die Quasi Newton Verfahren im Rahmen dieser Arbeit auch zur Berech-

nung von Last-Verschiebungskurven mit negativen Determinanten eingesetzt
werden sollten, wurde die geschilderte Variation mit © nicht verwendet.

detK® = detK* V(1 -0 + 0 (4.22)
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Die angegebene Formel kann aber gut fiir die Berechnung der augenblickli-
chen Determinante eingesetzt werden.

Davidon Rang Eins Anderung
Davidons Vorschlag /1959/ mit
x = Ar® — K¢ . Au® (4.23)

und

Arte) — K(k=1) , A k)
(Ar® — KO-DAu®) Aul? (&

K® = K*-1) 4 r®) — KE-DAu() (4.24)

basiert auf dem Ziel, eine einfache Anderungsformel fiir Matrizen bei Mini-
mierungsproblemen zu entwickeln. Diese Anderungsmatrix mufl als Naherung
zur Hesse Matrix symmetrisch sein.

Ein wesentlicher Nachteil der Anderungsmatrix ist, daff sie, wenn x und
Au®) orthogonal zu einander sind, d.h. bei x!Au*) = 0 nicht definiert
ist. Es sei weiter bemerkt, dafl wegen der Unbestimmtheit des Nenners die
positive Definitheit der Anderung nicht garantiert werden kann.

Die Inversion erfolgt wieder nach Sherman/Morrison:

(Au®) — KE-DT Ar@)(Au®) — K(k-l)“Ar(’e))t

(k)™ _ p(k—1)"1
K K + (Aul®) — KG==1)"T Ar(R))tAr(®)

(4.25)
Voraussetzung fiir die Invertierbarkeit ist, dafi der Nenner # 0 wird:
e = (Au®) — KEDTApB)EALR £ g, (4.26)
Die Determinante wird nach (4.19) zu
Ar(® KE-DT Ap(k) _ ApR) Ay*)
(k) — (k1)
det(K®) = det(K*) - (T as)  (427)

mit
Au® = g. gG-1)7 | ((k-1)

27



und s... Line search Parameter (siehe Abschnitt 5).
wird der Ausdruck (4.27) zu

Ar(k)tK(k“l)_l [(1 — s)r(k“l) — r(k)]

k k—
det(K( )) Panad det(K( 1)) . Au(k)z [(1 _ 3)1'("'1) — r(k)]

(4.28)

Fir s = 1, d.h. ohne Strahlminimierung (Line Search) vereinfacht sich dies
weiter zu

Ar(k)'K(k“l)_l . r(k)

det(K®)) = det(K*-1). YN0

(4.29)

Da innerhalb der benutzten Algorithmen alle Gréflen in 4.28/4.29 vorliegen,
ist die Determinante leicht bestimmbar.

Bemerkung 4.3: zu Rang-Eins Anderungen

Rang — Eins Anderungsmatrizen erscheinen sehr effizient. Die beiden disku-
tierten Formen kénnen jedoch wesentliche Bedingungen nicht erfiillen.

1. Die in der Strukturmechanik vorliegenden Minimierungsprobleme fiih-
ren zu symmetrischen Hesse Matrizen. Die Broyden Formel mit un-
symmetrischen Rang-Eins Anderungen ist hingegen nur fiir die Glei-
chungslésung mit allgemeinen Jacobi Matrizen geeignet.

2. Das Minimierungsproblem erfordert auflerdem, daf die Hessematrix po-
sitlv definit ist. Dies kann von der Davidon Anderung nicht garantiert
werden.

In /Kleinmichel 1981/ wird hingegen eine Rang-Eins Anderung vorgeschla-
gen, die beide obengenannten Bedingungen erfiillt. Im Rahmen der vorlie-
genden Arbeit wurde dieses Verfahren numerisch nicht weiter untersucht.

(sieche hierzu Anhang Teil B).

4.2.2 Rang — Zwei Anderungen

Aus den vorab genannten Forderungen an die Aufdatierungsformeln - Sym-
metrie, positive Definitheit - fiir die Anwendung auf Minimierungsprobleme
entwickelte /Powell 1970/ eine Rang — Zwei Formel fiir Broydens Anderung
zur Erzeugung einer symmetrischen, positiv definiten Matrix.
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Entwicklung:
Quasi — Newton Bedingung

—A-s)- ¢
C,—a+ ~ ) (4.30)
Symmetrie Bedingung
1 ¢
Cg = 5(01 -+ Cl) (4.31)
Quasi-Newton Bedingung
. _ C(k) L)L ot
Symmetrie Bedingung
1 ¢
Cf*D = Z(Cf) + i) (4.33)

Diese Sequenz konvergiert zu

y — A(R-1) S)ct + c(y — Ak-1), s)t _(y — A(k=1), S)ts

(k)= (k-1) (
A A t ' ¢ls (cts)?

cct

(4.34)

Mit ¢ = s ergibt sich die Powell-Symmetrische-Broyden (PSB) Aufdatierung.
Letztere hat wieder die Eigenschaft, daf die Frobeniusnorm der geinderten
Matrix von allen Quasi-Newton Rang — Zwei Anderungen unter obengenann-
ten Bedingungen der Ausgangsmatrix am nachsten kommt.

Dennoch hat sich die PSB Aufdatierung nicht als sehr erfolgreich erwiesen.

Die Erfilllung der positiven Definitheit erfolgt im néchsten Schritt. Fiir
eine ausfilhrliche Herleitung sei auf /Dennis & More 1977/ verwiesen. Die

Bedingung lautet, dafl alle Eigenwerte der aufdatierten Matrix gréfier als
Null sind.

Wird die Rang — Zwei Aufdatierung umgeschrieben zu:

AR = Alk=1) 4 u;ul + uyu} (4.35)

dann lautet die Determinante nach /Pearson 1969/
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det(I+ ujul + uul) = (1 + wluz)(1 + uiu,;) — uiy; - wiu,

Uber diese Bedingung 1a8t sich eine Familie von Rang — Zwei Aufdatierungs-
formeln entwickeln:

(k=1) ot A (k=1) :
AT SSAT LYY L ! (4.36)

(k) — A(k-1) _
AT =A stA(k-1)g yts

mit

t A(k—1) y A% Ds
w = VstA S[y‘s — s‘A("‘l)s] (4.37)

Ay

In ihrer urspriinglichen Form wurde diese allgemeine Darstellung von /Bro-
yden 1967/ angegeben und spiter von /Fletcher 1970/ umgeformt. Beide
Namen werden fir dieselbe Formel verwendet: Broyden-3 Klasse bzw. Flet-
cher Familie.

Abhingig von 7 lassen sich verschiedene Aufdatierungsmatrizen erzeugen.
Die bekanntesten sind fiir 7 = 1 die Davidon- Fletcher- Powell (DFP) Auf-
datierung und fiir 7 = 0 die Broyden- Fletcher- Goldfarb- Shanno (BFGS)
Aufdatierung.

Die allgemeine Form der Broyden Klasse wurde erst nach der unabhiangigen

Entwicklung der DFP und BFGS-Formeln entdeckt.
Die Ausgangsformel fiir die DFP Aufdatierung stammt von /Davidon 1959/.

t t t
B _ o Y54 (k-1 sy’ | YY
AW = (1- -;t-;-)A( NI - ;};) + 5 (4.38)

Die Inverse lautet:

sst A(k-1)71 yyt . All-1)"1

()™t — A (e-1)7" —
A =A + yts ytA(k—l)—ly

(4.39)

d.h. eine Inverse existiert nur, wenn A(*~1) regular und y's # 0 ist. AuBer-
dem: Ist A®~1 positiv definit und y*s > 0, so ist auch A®) positiv definit,
denn

yt:A(k—l)‘l y

det A*) = det A(*-1)] -
y's

] (4.40)
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A(®) ist dann nicht singulir, wenn y!A*~D7" o£ 0 ist.

Die Aufdatierungsformel des BFGS Verfahrens entspricht genau der inversen
Form der DFP Aufdatierung, wenn auflerdem s und y vertauscht werden.

t A(k=1)ggt A (k1)

k k-1) , ¥Y
AR — A(-1) o > AGa (4.41)
Inverse der BFGS-Aufdatierung
-t SY'. .\ (p_1)-1 yst,  sst
AT — (I — y_‘s)A( ) (I — ;t—; + Sr—t; (4.42)

Fir die Inverse gelten die selben Bedingungen wie fiir die Inverse der DFP-
Aufdatierung.

A® it fiir das BFGS Verfahren nicht singular, wenn die Inverse A®™" nicht
singular ist. Dies ist einfach zu iberpriifen, da

(AWPFERN=1 — (ARPTFY=1 4 oyt (4.43)
mit
(k—1)"1
ot ale=1)t oy S A y
V= (y A y) [yts ytA(k_l)—ly] (4‘44)

d.h. ist die Inverse der DFP Aufdatierung nicht singuldr, so ist auch die
Inverse der BFGS Aufdatierung nicht singuldr, da die symmetrische Rang-
Eins Anderung vvt die Regularitit nicht negativ beeinflufit.

Die Determinante der BFGS Aufdatierung lautet:

Ke=1)" Aplk) . Ap(R)
Au® . Ar(®
Au® - Aul®® . K-
T AuRr K E-D) Ak )
Auk) Arp(e)
AU KE-DARF

detK®) = det(K*V). det[I +

= det(K*-1) (4.45)
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4.2.3 Konvergenz

Die Eignung der geschilderten Aufdatierungsformeln fiir Probleme der Struk-
turmechanik ist davon abhingig, ob die Konvergenz zu den richtigen Losun-
gen gesichert ist. Die Konvergenz der betrachteten Verfahren wird wesentlich
von der optimalen (perfekten) Schrittweite bestimmt. Da hierauf in einem
gesonderten Abschnitt ausfithrlich eingegangen wird, wird hier nur eine Kurz-
form wiedergegeben.

Fiir jeden Losungsvektor Au® 1t sich die Funktion minimieren

f(e) = f(x® + & - Au®) = Minimum

Das Minimum wird bestimmt mittels:

of

o f/(x(k) +aAu®) . Au® = F(k)t(a,-) .Au® =0 (4.46)
(84

d.h. dann sind der Gradient fiir die perfekte Schrittweite a; und der Losungs-
vektor (Vektor der Suchrichtung) Au(*) orthogonal zueinander.

Exakte (perfekte) Schrittweiten « sind nur sehr schwer und mit grofilem Auf-
wand erreichbar. Daher ist es fiir praktische Probleme wichtig, die Konver-
genz auch fiir nicht exakte Schrittweiten zu sichern.

Wird angenommen, dafl die optimale Schrittweite ; mittels Strahlminimie-
rung exakt oder auch asymptotisch exakt bestimmt werden kann, dann kon-
vergieren alle Verfahren der Broydenklasse fiir 7¢[0,1] zur richtigen Ldésung.
Voraussetzung ist, dafl das Funktional zweifach differenzierbar und stetig ist
/Stoer 1984/. Die Konvergenz ist im Falle quadratischer Funktionen bei per-
fekter Schrittweite quadratisch und bei nicht-quadratischen Funktionen bei
asymptotisch exakter Schrittweite iiberlinear.

Im Weiteren ist zu untersuchen, ob auch fiir nicht asymptotisch exakte Strahl-
minimierung ausreichende Konvergenz zu erzielen ist.

Fir das DFP-Verfahren wird dies ausfiihrlich in /Luenberger 1984/ dar-
gestellt. Aus der Herleitung der DFP-Aufdatierung als ein Verfahren der
konjugierten Richtungen wird gezeigt, daB das DFP- Verfahren wie das Ver-
fahren der konjugierten Richtungen sehr sensibel gegeniiber der Genauigkeit
der Strahlminimierung ist. Wird die Strahlminimierung ungenau, geht bei
ungiinstiger Eigenwertstruktur der Hessematrix die Eigenschaft der konju-
gierten Richtungen schnell verloren und die Konvergenzrate sinkt. Konver-
genz kann im ungiinstigen Fall nicht mehr garantiert werden.
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Das BFGS Verfahren konvergiert hingegen auch mit nicht exakter Strahlmi-
nimierung. /Powell 1976/ gibt zwei Ungleichungen an, deren Erfiillung die
Konvergenz auch bei nicht exakter Strahlminimierung sichert.

Die erste Bedingung fordert, daBl der Funktionswert kleiner wird, als die
Summe aus altem Funktionswert plus der mit einem Faktor multiplizierten
Anderung:

£ s Au®) < F¥) 4 ¢ - oW A (4.47)

Die zweite Bedingung sichert, dafl die Strahlminimierung nicht zwischen zu
kleinen Werten erfolgt

F(x® + a;Au®)f - Au®) > ¢ PO Aul® (4.48)
wobei: 0<e < %
und ¢1 < ¢3 < 1 zu erfiillen ist.

d.h. die Strahlminimierung hat nur innerhalb bestimmter Schranken zu er-
folgen und sichert, daB die neuen Vektoren sich in der Umgebung befinden,
in der f(x) konvex ist. Dies verhindert die Divergenz des Verfahrens und
fihrt zu gréferer numerischer Stabilitit.

Die Reduktion des Aufwands fiir Verfahren ohne exakte Strahlminimierung
ist betrichtlich, da die Ermittlung der Gradienten (Residuen) fiir mehrere
Werte sehr viele numerische Operationen erfordern kann. (siehe hierzu Ab-
schnitt 10).

4.2.4 Verbesserung der Aufdatierung durch Skalierung

Neben der Empfindlichkeit des DFP Verfahrens auf die Genauigkeit der
Strahlminimierung wurde auch der Einflul einer Skalierung der Funktion
oder der Variablen auf das Konvergenzverhalten beobachtet /Bard 1968/.

Den Einfluf der Skalierung untersuchten daraufhin /Oren, Luenberger 1974/
an Hand einer Familie von Rang-Zwei Anderungsformeln nach /Huang 1970/,
die eine weitere Verallgemeinerung der Broyden- Klasse darstellen:

A(k"l) . s(k)s(k)' A_(k"'l) (k) y(k)y(k)t

(k) — AGe-1) _
AT =4 SEFAG g T s

+ 0. v .y (4.49)
mit
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v(®) = g(B) A (e=1)g(k) | y(k) _ (k) 5(k) g (e=1) | (k) (4.50)

Das DFP-Verfahren entsteht hieraus mit v = 1; ek = 0.

Bei Forderung der Quasi-Newton Bedingung A®) . s(*) = y(*) wird dies fiir
beliebige ) und v* zu

Alk=1) g(R)g(k)* A (k1) , NOWC,
A® = (A1) _ ) . Ry (R Yy (8 4 Y
=(A ST AGDl T O WIWEIE A o
(4.51)
mit
® Ak, g
ONROWNCINON S ARG
W = (AT S~ s AGDs) (4.52)

Der einzige Unterschied zwischen dieser Untermenge der Huang- Aufda-
tierungen zur Broyden-Familie besteht im Skalierungsfaktor , der bei der
Broyden-Familie ¥ = 1 betrigt. Fiir positiv definite Matrizen sind ©®) und
~(*) als positiv anzunehmen.

Zur sinnvollen Wahl der Gréfle von von @(*) und 4(*) muB die Eigenwertstruk-
tur der Aufdatierungsformel untersucht werden. ©®) wird auf den Bereich
zwischen 0 und 1 eingeschrankt. Als Mafl der Anniherung der aufdatier-
ten Matrix an die Hessematrix wird hier an Stelle des euklidischen Mafles
|M® — 1| die Konditionszahl ¢(M*)) verwendet.

Wobei

M) = H1/2 A (/2 (4.53)
mit
H .... Hessematrix

A®) _ Anniherung an die Inverse der Hessematrix

/ Oren Luenberger 1974/ zeigen, daf die unskalierte Aufdatierungsformel zu
Matrizen fiihren kann, deren Konditionszahl schlechter ist als die der Hes-
sematrix. Diese schlechte Konditionszahl - d.h. weit auseinander liegende
Eigenwerte - verhindert hiufig eine gute Konvergenz der Rang — Zwei Auf-
datierungen. Wird der Skalierungsfaktor 4(¥) aber so gewihlt, dafl 1/4(*)
im Intervall der Eigenwerte von M(*~!) liegt, dann ist die Konditionszahl
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co(Mk) < ¢(Mk(*-1). Einige sinnvolle Vorschlige zur Ermittlung von y(*)
werden in /Oren, Luenberger 1974/ angegeben.

Eine Méoglichkeit besteht darin, v*) = o{®) d.h. gleich dem Strahlminimie-
rungswert zu setzen. Ist der Wert a(*) aber ungenau, z.B. bei einem Energie-
plateau (flachen Funktionen), so kann der Fehler in 4(*) erheblich sein.

Eine bessere Méglichkeit ist

® - (1 s(k)* y (k) p(R)! (k)
7 = (- ) aeym T AG=Dy ()

(4.54)

wobel
0<e<1

Innerhalb eines Algorithmus kann die Skalierung in ausgewihlten Schritten
oder in jedem Schritt angewendet werden. Wird immer skaliert, so geht die
Eigenschaft A%*-1!) = H-! bei quadratischen Problemen verloren. Anderer-

seits ist gesichert, daf die Konditionszahl c(M(®)) der Vergleichsmatrix M{*)
monoton abnimmt.

/Oren 1974/ weist nach, daB die Skalierung zu Algorithmen fiihrt, die we-
sentlich weniger empfindlich gegen nicht quadratische Terme der Funktion
sind als die DFP Aufdatierung. Auflerdem sind die skalierten Aufdatierung-
en (self-scaling variable metric = SSVM algorithms) auch bei nicht exakter
Strahlminimierung stabiler als die DFP Algorithmen. Sie konvergieren min-
destens immer so gut wie die Methode des steilsten Abstiegs.

Eine optimale Konditionierung erfordert einen Abgleich der beiden Skalie-

rungsparameter Y*) und ©®). Diese ist dann gegeben /Oren, Spedicato
1976/, wenn

e a(R)
o) — :/T(S(e:_ :2)) (4.55)

mit

o =s'y

P ytA(k—l)y

e=stA-1)7'g

A®=17"  Approximation an die Inverse der Hesse-Matrix
und

~v® € [o/1,¢/0] (4.56)
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/Oren, Spedicato 1976/ untersuchen verschiedene Vorschlige fiir v(*). Aus
den angegebenen numerischen Beispielen 1afit sich aber kein bester Wert fiir
~(*) ermitteln.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurden SSVM Algorithmen nicht im-
plementiert. Eine Erweiterung der bestehenden Algorithmen 1st aber mit
geringem Aufwand mdglich.

4.3  Vektorisierte Aufdatierungsformeln und Algo-
rithmen

4.3.1 Allgemeines

Die Berechnung der Inversen und ihre Aufdatierung wird bei der Loésung
der nichtlinearen Gleichungen nicht ausgefiithrt. An ihrer Stelle werden die
Aufdatierungsvektoren direkt zur Losung verwendet. Damit reduziert sich
der Aufwand fiir die Losung in jeder Iteration innerhalb eines Lésungsschritts
auf einmal Vorwarts- /Riickwartseinsetzen sowie mehrere Vektoroperationen
fir jede Aufdatierung. Innerhalb dieses Lésungskonzeptes miissen die Auf-
datierungsvektoren und einige Faktoren fiir jede Iteration gespeichert werden.
Auf erdem wird die Ausgangsmatrix K(%) in ihrer zerlegten Form aufbewahrt.

Das Vorgehen wird im Folgenden gezeigt. Die Lésung des nichtlinearen Glei-
chungssystems in der k — ten Iterationsschleife lautet:

de+1) — g, (k) (4.57)

Bei den meisten Quasi — Newton Algorithmen ist die Strahlminimierung
(siehe Abschnitt 5 ) zur Sicherung der Konvergenz obligatorisch. Wird die
Energie in Richtung von d(*+1) minimiert, gilt fiir den Lésungsvektor Au(*+1)
(= Verschiebungsvektor) in der (k+1) - ten Iteration:

Aultt) = 5. g(k+1) (4.58)

mit s als Strahlminimierungsfaktor.

Die vektorisierten Formen fiir die Inversen, bei denen die Aufdatierungs-
vektoren und -faktoren fiir jede Iteration entweder im Kernspeicher oder
auf Sekundarspeicher abgelegt werden, werden in den folgenden Abschnitten
erlautert.
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4.3.2 Rang-Eins Anderungen

BROYDEN

Inverse der aufdatierten Matrix:

KO = (I+a® . wh® . Au®) ( I4aF-DwE-Dagk-1)
oo (T4 aOwHAUDYKO™  (4.59)

Aufdatierungsvektoren: Au®, w(¥)
w() = Ayl — KO-1D7 061 4 gE-170 () (4.60)
Aufdatierungsfaktor: ‘

1
o Au(i)'(Au(i) — w(‘))

a® (4.61)

Losungsalgorithmus fiir nichtlineare Gleichungen

In der k ten Iteration

Schritt

1. Lose d = K™ . p(d)

2.  Firi=1k—1
hole Au®, w(®) o)) aus dem Speicher
8=Au.d

d:d—{-ﬂ.a(i).w(i)
3. wk) = Au®) — Au®) /s + d

(k) — 1
4. O = A (aut_w®)

B =Au®.d
5. d*+) = d 4 8. o® . w®

6. Speichern von Au®, w(k) o)

Aus Gleichung (4.59) wird das Vorgehen offensichtlich. An das Vorwirts/-
Riickwartseinsetzen schlieflen sich pro Iteration bei n Freiheitsgraden
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(kE—1) % [(2n + 1) Multiplikation,n Addition|
+(4n + 1)Multiplikation,3n Additionen
an.
Im Kernspeicher wird aktuell nur Platz fiir 4 Vektoren benétigt!

Bemerkung 4.4: Im Algorithmus muf gesichert werden, dafl a(*) in Schritt 6
nicht sehr groB wird, d.h. Au®'(Au® — w(*)) darf nicht zu null werden. In
diesem Fall ist von einer Aufdatierung in der jeweiligen Iteration abzusehen.

DAVIDON

Inverse der aufdatierten Matrix

k
K& = gO + Z a w6 (4'62)

b=l

Aufdatierungsvektor: w(®)

w() = Aul® - KO- p6-1D) L KOE-DT 00 = An® — Au®) /s + KE-D 00
| (4.63)
Aufdatierungsfaktor

1
T WO — ()

o (4.64)

Losungsalgorithmus fiir nichtlineare Gleichungen:

In der k-ten Iteration
Schritte
1. Lose d = K@ . (%)

2. Fir:=1,k—1
hole w(*), o) aus dem Speicher
8 =wl" .k
d=d+8-a).wl

3. wk) = Au®) — Au®) /s + d

(k) — 1
4. O = WD)

5. ﬂ = 1,‘,r(i‘)t . r(k)
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det) = d + 8- of®) . wlk)
6. Speichern von w(®) a(¥),

Das einfache Vorgehen wird aus Gleichung (4.62) offensichtlich. An das
Vorwirts-/Riickwértseinsetzen schlieflen sich bei n Freiheitsgraden pro Ite-
ration

(k — 1) * [(2n + 2) Multiplikation; 1n Additionen]
+(4n + 2)Multiplikation, 3n Additionen
an.
Im Kernspeicher wird aktuell Platz fiir 5 Vektoren benétigt.

Bemerkung 4.5: Im Algorithmus mufl gesichert werden, dafl der Nenner in
Schritt 4 nicht zu null wird. Ansonsten mufl von der Aufdatierung in dieser
Iterationsschleife abgesehen werden.

4.3.3 Rang-Zwei Anderungen

DFP - Davidon/Fletcher/Powell

Inverse der aufdatierten Matrix

k k
KO7 = KO 4+ 3 a®AuDAu® — 3 g0w Dy (4.65)
. =1

=1
Aufdatierungsvektoren: Au(i), wii)

w® = KO- p6-1) _ g 6-17106) o Aul) /s — KGE-D7, p0) (4.66)

Aufdatierungsfaktoren:

_ 1 ﬂ(i) _ 1
o Au(")'(r(“l) —_ r(")) - W(")’(r(""l) — r(i))

o®

(4.67)

Losungsalgorithmus fiir nichtlineare Gleichungen:

In der k-ten Iteration
Schritt
1. Losed = KO .k

2. Firi=1k—1
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hole Au®) w® a9 B() aus dem Speicher
y = Au® . x® |
5 — w®* . k)

d = d ..|.. v - a(‘)Au(") _ 6 .ﬂ(i) . w({)

3. wk = Aul®) /s — d

4. alf) = Au(k)‘(r(:—l)_r(k)) ’ ( besser mit Ar®) = rk=1) — r(*) )

;3(k) — 1
wik)? (r(k"l)—r("))

5. v = Aul®) . ¢(F) .
5§ = wie)t . plk)

A0+ = d - a® . Au® — 5. B0 . w®
6. Speichern YonAu("), w(k) k) (%)

Das generelle Vorgehen wird aus Gleichung (4.65) offensichtlich. An das
Vorwirts- /Riickwirtseinsetzen schlieflen sich bei n Freiheitsgraden pro Ite-
ration
(k — 1) * [(4n + 2) Multiplikation; 2n Additionen]

+(7n + 2)Multiplikation,4nAdditionen an.
Im Kernspeicher wird aktuell Platz fiir 5 Vektoren bendtigt.

Bemerkung 4.6: Im Algorithmus mufl gesichert werden, dafl die Nenner im
Schritt 4 nicht zu null werden. Ansonsten mufl von der Aufdatierung in dieser
Iterationsschleife abgesehen werden.

BFGS - Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno

Zwei vektorisierte Algorithmen fiir das BFGS-Verfahren werden in /Ma-
thies,Strang 1979/ beschrieben. Aufbauend auf dem Aufsatz von /Brodlie et
al 1973 / wurde dort besonders auf die Vorteile der sogenannten Produktform
eingegangen und das zugehérige Program in ALGOL beigegeben.

In /Brodlie et al 1973/ wird gezeigt, daf} sich im Fall positiv definiter Ma-
trizen K eine (scheinbar) besonders giinstige Form der Aufdatierung fiir
die gesamte Familie der Broyden -Verfahren erzielen 1afit. Die aufdatierte
Matrix ist als Produkt mehrerer Matrizen darstellbar: — Produktform:
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K®™ = (I 4+ xy)K* D7 (I 4 xyt)t = AK*-D7 A (4.68)

Fiir das BFGS Verfahren sind

Au®
X = Aa AL (4.69)
_Au(k)t Ar(k) 1
—_ (23 (k=1) A u(*) (k)
y = &( Au(")'K("“l)Auk) K" YAu'™ + Ar (4.70)

Der wesentliche Vorteil der Formulierung in Produktform gegeniiber den For-
mulierungen in Standardform liegt in der einfachen Ermittlung der Anderung

der Konditionszahl zwischen der urspriinglichen Matrix K*) und der aufda-
tierten Matrix K(*+1),

Die Konditionszahl wird wie folgt definiert

-1
CK®) = K® || KB | (4.71)

mit || . || als Spektralnorm.

Die Spektralnorm von K entspricht:

I K® = VA (4.72)

mit A, als groftem Eigenwert der Matrix . Die Wurzel aus dem Verhéltnis
zwischen groftem und kleinstem Eigenwert der Matrix K(* . K(*) bestimmt
die Konditionszahl. Im Falle symmetrischer Matrizen K*) entspricht v/
dem gréfiten Eigenwert von K(*), Es ist:

C(K®) = C(AK* VA < ¢(KF-V[C(A))?

bzw.

C(K%* 1) = C(ATTK®[A-1]) < C(KM)[C(A-Y)]? (4.73)
Fir die spezielle Form von A = I — xy* gilt
C(A™Y) = C(A) (4.74)

Damit kann das Verhaltnis der Konditionszahl zweier aufeinander folgender
Aufdatierungen zwischen zwei Schranken geschiatzt werden
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1 C(K®)

< [c(A))? 4.75
c@p = cacey) = [(A) (475)
Die Eigenwerte der Matrix H = A*A, mit
H=A'A =1+ xy" + yx' + (x'x)yy* (4.76)

liegen zwischen 0 und A; /Brodlie et al 1973/. (n-2) Eigenwerte sind iden-
tisch 1. Die beiden restlichen Eigenwerte ergeben sich aus der folgenden
quadratischen Gleichung:

AT AR+ xy) + (v'y) - (%)) + (1 +x'y)? = 0 (4.77)

Es kann gezeigt werden, dafl fiir die beiden Eigenwerte folgende Schranken
gelten:

[1<A|und 0 <Ay <1

Damit ist:

o(a) = () (4.78)
mit

él — [(x*x)/2(yty) /2 + {(xtx)(y'y) + 4(1 + yty) /2
A [4(1 + xty]?

Mit den beiden Schranken fiir die Konditionszahl kann die Qualitit der Auf-
datierung beurteilt werden. Im Falle ungiinstiger Verhiltnisse - grofier Kon-
ditionszahlen - ist dann von der Verwendung der Aufdatierung abzusehen.

Bemerkung 4.7: Ein Nachteil der Produktform ist, dal die Bildung einer
Wurzel vorgenommen werden mufl . Nur fiir positiv definite Matrizen ist ge-

sichert, dafl der Term ( A,I(ﬁllngﬁ(:u,,) > 0 ist. Damit fallt die Produktform

fir die Verwendung bei nicht positiv definiten Matrizen aus.

(4.79)

Die Zahl der erforderlichen numerischen Operationen bei Anwendung der
Produktform liegt auflerdem nicht unterhalb anderer dquivalenter Formen.
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BFGS - Originalform

Die Inverse der aufdatierten Matrix lautet

Ar(®) . AR Aul® Ak

N CRENTOINT
(4.80)

Fiir diese urspriingliche Form, wie sie in den Standardwerken /Luenberger

1984/ zu finden ist, geben /Matthies,Strang 1979/ den zugehorigen Algorith-

mus zur Gleichungslésung an. K(*~1) muf nicht positiv definit sein.

Aut®) . Ar(R)

() _
K& =0- o am/K

K71 -

Bemerkung 4.8: Setzt man eine Zerlegung von K = LODOLE® voraus, so
gilt, dafl wie bei der Produktform auch fiir die Originalform bei einem sich
nicht verindernden Lastvektor P in jeder Iteration das Vorwérts/Riickwirt-
seinsetzen durchgefihrt werden mufl.

Die folgende modifizierte Form (siehe auch /Chrisfield 1979,1984/) fiithrt zu
einer wesentlichen Reduktion des Aufwandes.

Modifizierte BFGS-Aufdatierung = Additive Form:

Inverse der aufdatierten Matrix

KE-D" AL AQ®  Ag AR g le-1)1
AulR) Ar(k) B Au®)* Arlk)
Ar(k)tK(k_l)-l Ar(k) Au(k)Au(k)t
I ORI TN D

KE™ — Kk-1)"1 _

k k
=KO7 Y aO(Au® . w £ whAuD) 1+ 3 gOAuD A (b) (4.81)
i=1

=1

Aufdatierungsvektoren: Au®®) w(®

w( = K67 p6-1) _ g(@-1)7  L6) - Au(i)/s — K617 L06) (4.82)

Aufdatierungsfaktoren:

(3 1
a\t) =
Au(i)t(r(i"l) — r("))
B = o)) . W (pli=1) _ 10 4 1] (4.83)
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Losungsalgorithmus fiir nichtlineare Gleichungen

In der k-ten Iteration
Schritt
1. Lose d = KO . p(®)

2.  Fiari=1k—1
hole Au®, w®, o, 30) aus dem Speicher
v = Aul)' . p(®)
§ = w®' . plk)
d=d—v.0a9. w4 (=5.a +v.80)Au)

LN

3. w®) = Au® /s — d

k) — 1
4. A = A (r—D) _p(®))

BE = o®[a®) . w® (pk-1) _ p®)) 4 1]

5. ¥ = Au(")i . r(k)
§ = wk) . plk)

A+ — d — oy o) w4 (—6a® 4 4 BR)Au®)
6. Speichern vonAu®, wi¥) (¥) g(¥)

Das generelle Vorgehen wird aus Gleichung (4.81) offensichtlich. An das
Vorwirts- /Riickwértseinsetzen schlieflen sich bei n Freiheitsgraden pro Ite-
ration

(k — 1) * [(4n + 3)Multiplikation; 4n Additionen]
+(7n + 5)Multiplikation,3nAdditionen
an.
Im Kernspeicher wird aktuell Platz fiir 5 Vektoren benétigt.

Bemerkung 4.9: Da sich die Konditionszahl der modifizierten BFGS Form
nicht so einfach bestimmen 148t wie fiir die Produktform, empfiehlt es sich,
die Anderung der Determinante zu beobachten.

Aul® Arp)
| AuRP K (k=1) A (k)

det(K(®) = det(K*-1) (4.84)
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Mit Strahlminimierung gilt:

K(k—'l) . Au(k) = 8- r(k_'l)

det(K(®)

R T AlR)
det(K("—l)) A% det

Aul®* (p=1) _ (k)

(k) et —
AW det = ———p—rs (4.85)
Dieses kann in obigem Algorithmus in Schritt 4 eingefiigt werden.
Schritt 4a:
Adet = -
T g Al D)
Bemerkung 4.10: Ist in jedem Schritt die Berechnung
x® = K®™ . p (4.86)

durchzufiihren, so ergibt sich der Losungsvektor x(®) mittels einfacher Vek-
toroperationen.

K& = ge-1)"" a(k)(Au(k)w(k)‘ + w(k)Au(k)') + ﬂ(k)Au(k)Au(k)‘ (4.87)

x¥) — K& .p
= K*D7.pya® (Au . P) . w®

—x(&=-1)

+a® . w®. P 4 gE AR’ . PlAU®) (4.88)

D.h. es sind nur (4n+2) Multiplikationen; 2n Additionen erforderlich.

Bemerkung4.11: In /Matthies,Strang 1979/ wird empfohlen, im Fall schlech-
ter Konditionszahlen fiir die Aufdatierung im betreffenden Iterationsschritt
k mit der alten Matrix K*) = K(*-1) weiter zu arbeiten. Die numerische
Loésung des Beispiels Kragarm (Abschnitt 10) zeigte aber, daff die Konver-
genz mit dieser Einschrinkung wegen der geringeren Anzahl der Vektoren
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deutlich langsamer wurde, d.h. die Anforderungen an die Konditionszahl
konnen sicher noch herabgesetzt werden.

Bemerkung4.12: Die dargestellten Algorithmen zeigen, dafl auf die urspriing-
liche Bandstruktur der Matrix bei den Aufdatierungen keine Riicksicht ge-
nommen wird. Es erscheint daher sinnvoll zu sein, auch die meist diinne
Besetzung der Matrizen in den Quasi — Newton Algorithmus einzubeziehen.
In /Kamat et al 1981 / werden solche Vorschlige an einigen Beispielen ausge-
testet. Allerdings werden mit diesen Strategien die Matrizen selbst aufgebaut
und dann mittels z.B. Gaufl Elimination geldst. Einige Vorschlige zielen auch
auf die direkte Verinderung der faktorisierten Matrix K() = LOD®LE) d.h.
L®) bzw. D) werden aufdatiert.

Die Effizienz dieser Verfahren ist fiir Strukturprobleme, verglichen mit den
vektorisierten Algorithmen, gering:. Die Beriicksichtigung der diinnen Be-
legung in Kombination mit vektorisierten Algorithmen wird im Schrifttum
nicht diskutiert. Sie scheint aber angesichts der Rechengeschwindigkeiten,
mit denen Skalarprodukte durchgefiihrt werden, ohne Bedeutung zu sein.

4.4 Quasi — Newton Verfahren mit reduzierter Auf-
datierung

Quasi-Newton Verfahren, die im Gegensatz zu den in den vorigen Abschnit-
ten vorgestellten Algorithmen nur die Information der (k- 1)ten Iteration zur
Bestimmung der Aufdatierung verwenden, werden im englischen Schrifttum
/Nazareth 1981b/Nocedal 1980/ treffend als ”memoryless methods” gekenn-
zeichnet. In dieser Arbeit wird hierfiir der Begriff reduzierte Aufdatierung
benutzt.

/Chrisfield 1979,1984/ verwendet Modifikationen des "memoryless” BFGS
Verfahrens zur Entwicklung ”beschleunigter” modifizierter Newton Algorith-
men (Accelerated modified Newton schemes). Diese Verfahren sind rechen-
technisch sehr effizient und bendtigen nur wenig mehr Speicherplatz als das
normale modifizierte Newton Verfahren, da nur ein Aufdatierungsvektor be-
nutzt wird.

Am Beispiel des BFGS Algorithmus soll das Vorgehen mit reduzierter Auf-
datierung gezeigt werden.

BFGS-Verfahren mit reduzierter Aufdatierung

Inverse der aufdatierten Matrix

K®™ = KO _ o Au®w®’  w®Au®) 1 g0 Au®). Au®” (4.89)
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Aufdatierungsvektoren: Au®, w(*)

w® = KO . ple=1) _ KO 00 - Ay /g K1 pl) (4.90)

Aufdatierungsfaktoren:

1
(k) —
. Auk) (ple=1) — y(k)) (4.91)
ﬁ(k) = o® [a(k) ) w(k)t(r(k——l) _ r(")) +1) (4.92)

Die einzige Anderung , die hierbei erfolgt, ist das Ersetzen von K®™" durch
K©™, Dann entfallen in allen beschriebenen Algorithmen die Schritte 2
sowie die Speicheroperationen in Schritt 6.

Der Mehraufwand der Quasi-Newton Verfahren mit reduzierter Aufdatierung
verglichen mit dem modifizierten Newton Verfahren belauft sich auf zwei
Skalarprodukte sowie 4 - 5 Vektoradditionen fiir Rang — Eins Aufdatierungen
sowie zwel weitere Skalarprodukte fiir Rang — Zwei Aufdatierungen.

Bemerkung4.13: Chrisfields beschleunigte Newton Verfahren /Crisfield 1979,
1982, 1984/ wurden direkt aus Gleichung (4.81a) entwickelt. Es sei aber
festgestellt, daf die erzeugten Ein- bzw. Zwei-Parameter beschleunigten Ver-
fahren weder Symmetrie noch positive Definitheit der modifizierten Matrix
bewahren. Ein wesentlicher Vorteil gegeniiber den unverinderten Verfahren
mit reduzierter Aufdatierung ist daher nicht feststellbar.
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5 Strahlminimierung - Line Search

5.1 Allgemeines

Strahlminimierung (”Line Search”) beschreibt die Suche nach einem Mini-
mum lings einer Linie bzw eines Strahles. Hierbei wird eine eindimensionale
Minimumsuche durchgefiihrt, d.h. es wird eine Variable variiert. Siehe /Lu-
enberger 1984/ fiir eine Einfithrung.

Interessant im Zusammenhang mit den in dieser Arbeit behandelten Verfah-
ren ist der Einsatz der Strahlminimierung bei mehrdimensionalen Problemen.

Hierbei wird davon ausgegangen, dafl ein erster Schitzwert fiir eine Lésung

bereits vorliegt, z.B. aus einem Newtonschritt. Dargestellt an einem quadra-
tischen Problem gilt:

I = %xth + x'P (5.1)

Gesucht: Minimum

gegeben: Startwert x(*) und Schatzwert d(*)

Neuer Wert:
x(k+1) — x(k) + o - d(k) (5.2)
Minimierung:
ol Ol Ox
= = (R
9 0— 5% 9o | 0 (5.3)
ox
5 = d® (5.4)
ol
= = Q(x™ + ad®) + P (5.5)
(Qx® +aQ - d® + P)t.d®) =0 (5.6)

x(M'Qd® + ptd®*) rtd(®
a= - = — (5.7)
d*)* Qd*) d()*Qd(*)

mit r = Qx(k) + P

a beschreibt das Minimum von II in Richtung d(® .
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Fiir quadratische Probleme ergibt sich eine lineare Gleichung in «, die wie
oben dargestellt exakt gelést werden kann. Im allgemeinen Fall ist II eine
nichtlineare (nicht quadratische) Funktion von x und die Minimierung hat
iterativ zu erfolgen.

In der Strukturmechanik wird iiblicherweise das Minimum der Gesamtenergie
gesucht. Die Suche kann entweder iiber eine direkte Auswertung der Energie
erfolgen, oder mit Hilfe der Residuen vorgenommen werden.

Werden die Energie und somit der Funktionswert der zu minimierenden Fun-
tion direkt bestimmt, so kann ein klassisches Verfahren wie die Fibonacci-
Regel oder dhnliche Methoden /Luenberger 1984/ zur Suche verwendet wer-
den. Haufig wird die nichtlineare Energiefunktion an diskreten Stellen d.h.
fiir verschiedene a(?) ausgewertet und unter Verwendung dieser Stiitzstellen
durch ein Polynom quadratischer oder héherer Ordnung /Irons,Elsawaf 1979/
angendhert. Dann wird das Minimum dieses Ersatzproblems bestimmt.

(Bild 5.1)

. Ersatzfunktion
Energie |
e = a-22+b-z22+c-z4+d
e = 3-a-224+2-b-z24+c=0
e’ = 6-a-z4+2-5>0
I; = O™ 4 q-d®)
[ )
: %Iz
S

= |

Bild 5.1 Néherung der Energiefunktion durch Ersatzpolynome

Da Energien in den Strukturberechnungen iiblicherweise nicht ermittelt wer-
den, bedeutet jede Funktionsauswertung bei Systemen mit vielen Freiheits-
graden einen erheblichen numerischen Aufwand.

Wird hingegen der Grra,dient'g—lt;‘I zur Minimumsuche herangezogen, bringt dies
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einen wesentlichen numerischen Vorteil, da die hierbei erforderliche Berech-
nung des Residuums im Rahmen einer Berechnung ohnehin hiufig erfolgt.

Tt(a)‘

ol

& min

al

Bild 5.2 Ermittlung des Energieminimums durch Nullstellensuche
fiir den Gradienten

Die erste Ableitung der Energie liegt bei den Aufgaben der Strukturmechanik
immer als schwache Form der Differentialgleichung bzw. als Gateaux — Ab-
leitung infolge eines Variationsprinzips vor. Hier gilt es diese Ableitung -
das Residuum - fiir mehrere a-Werte auszuwerten und die Nullstelle von
o8 — oLl %X 7y bestimmen (Bild 5.2).

Damit ist zuerst das Residuum zu ermitteln.
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A1)

o = r® Ix(k+1)zx(k)+a(f)d(k) (5.8)
Im zweite Schritt ist der Gra.dlent I .4 berechnen.
811G . i
B = pO ., q® 5.9
da ' (5-9)

An den Nullstellen von E(a) befindet sich das Minimum fiir II(a).

Die Nullstellensuche mufl effektiv gestaltet werden, da fiir jeden Suchschritt
eine Auswertung des Residuums erforderlich ist.

Ein Vorschlag von /Irons,Elsawaf 1977/ beschrinkt die Auswertung des Re-
siduums auf die Werte fiir o) = [0, 0.25, 0.85, 2.8, 4.0]. E(a) wird

mittels einer Lagrangeinterpolation angenéhert und fiir diese Naherung wird
die Nullstelle bestimmt.

E(a) = ZE ONI A (5.10)

=1

mit z.B. 5 Stutzstellen

@ — _(@—a)(a—as)(a - a)(a - as)

5.11
(a2 — a1)(az — az)(az — ag)(az — as) (5-11)
und
OFE n . OL0)
— =0=Y E(a) =" 5.
5 = 0= LB (5.12)
Zum Beispiel:
aL® 1 1 1 1
o =L + + + ] (5.13)
(84 a—ao a — O3 o — Qg a — Qg

Dieses Vorgehen reduziert die Minimumsuche auf 4 Auswertungen des Resi-
duums und die Nullstellensuche in einem Ersatzproblem. Der Erfolg dieses
Konzepts ist aber stark von der Giite der Naherung an den wirklichen Ver-
lauf von E(a) im betrachteten Bereich abhingig. Dies gilt ebenfalls fiir die
Annaherung durch andere Polynome.

Die effizienteste Methode, wie sie auch in /Matthies,Strang 1979/ /Crisfield
1983/ und /Hallquist 1986/ enthalten ist, beruht auf einer einfachen linearen
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Inter- bzw. Extrapolation zwischen zwei Werten fiir E(a). /Crisfield 1989/
lafit auch Extrapolationen zu, die nach den Erfahrungen des Autors dieses
Berichts haufig zu ineffektiven Lésungen fithren. Extrapolationen destabi-
lisieren den Losungsalgorithmus und sind im Fall der Nichtkonvergenz nur
schwer einzuschrinken.

Die Verwendung der Strahlminimierung zur Eingrenzung des Minimums in-
nerhalb eines gewéihlten Interwalls hingegen fiihrt zu einem stabilen Algo-
rithmus. Voraussetzung hierfiir ist eine sinnvolle - nicht zu kleine - Aus-
gangsschrittweite.

5.2 Einfache Strahlminimierungsalgorithmen

Der Vorteil dieser Verfahren besteht darin, dafi das Residuum nur fiir eine
Mindestzahl von Punkten ausgewertet wird.

Der Algorithmus selbst basiert auf einem Regula Falsi Schema. (Bild 5.3).
Hierbei wird zwischen zwei Gradientenwerten EC¢~Y) und E®) interpoliert.

Bild 5.3 Regula Falsi Schema zur Strahlminimierung

An der Nullstelle ali*!) wird ein neues Residuum r(+)(x(*) 4 o(i+1) . 4(4))
bestimmt und ein neuer Gradientenwert E(+?) berechnet. Die nichste Inter-
polation erfolgt zwischen E(+1) und dem der beiden Werte E¢-1) bzw. EG),
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der ein zu E¢*1) entgegengesetztes Vorzeichen besitzt. Diese Interpolations-

folge wird solange fortgesetzt, bis der Absolutwert des Gradienten kleiner ist
als - E(©), '

Schranke:
| ED |<n| E® | (5.14)

7 ...Line Search Toleranz

Um ein Suchen ohne wesentliche Anderung der Schrittweite zu verhindern,
wird haufig eine weitere Schranke hinzugezogen.

| &) — a1 |< 0.59(al?) + ali=1)) (5.15)

Bei Unterschreitung dieser Schranke wird die Suche ebenfalls abgebrochen.

Line Search Algorithmus:

L EO = 0(a® = g).d®
E® = £ (o® = 1). d®
a = E(O) ’ a(a) =0

b= E® . a® =1
2. Abpriifung der Schranke:
a-b>07 Ja — Ende (keine Extrapolation!)

[b|<n | E@]7? Ja — Ende konvergiert
| ) — (@) |< 0.59(a® + o)) Ja — Ende konvergiert

3. Interpolation (Regula Falsi)
o) = [(a®) — o®))/(a—b)]-a+ a®

4. Neues Residuum:
r(a(i))

5. Neuer Gradient EG = [rt(a()}t . d%)
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6. E®.p> 07 — weiter mit Schritt 7
Nein; a = b
o) = o®

7. b= E®

a® = o

8. Zugelassene Maximalanzahl der Iterationen erreicht?
Ja — Stop
Nein — Weiter mit Schritt 2.

5.3 Exakte - Inexakte Strahlminimierung

Wird die Strahlminimierung nur zur Konvergenzsicherung und -beschleuni-
gung eingesetzt, so geniigt meist eine grobe Toleranz von 7 = 0.8 =+ 0.9.
Dies bezeichnet man als inexakte Strahlminimierung, da das Minimum nicht
exakt gesucht wird.

Bei den Quasi-Newton Verfahren geniigt die inexakte Strahlminimierung nur
beim BFGS-Verfahren zur Konvergenz. Alle anderen in den vorigen Ab-
schnitten besprochenen Quasi-Newton Verfahren sollten theoretisch mit ex-
akter Strahlminimierung angewendet werden. Bei der Durchfiihrung der
Berechnung auf einem Computer wiirde dies bedeuten, dafl eine Toleranz
im Rahmen der Maschinengenauigkeit gewahlt werden miifite. Numerische
Beispiele haben jedoch gezeigt, dafl dies fiir praktische Anwendungen nicht
unbedingt erforderlich ist. Meist geniigt eine Toleranz von 5 = 0.3 — 0.5.

Im Rahmen eines effizienten Verfahrens sollte aulerdem die Zahl der Strahl-
minimierungen nicht mehr als 3 - 4 pro Schritt betragen, sonst sind a priori
kleinere Schrittweiten sinnvoller.
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6 Kurvenverfolgungsalgorithmen

6.1 Allgemeines

6.1.1 Einfache Verfahren

Kurvenverfolgungsalgorithmen werden in der Strukturmechanik zur Berech-
nung des nichtlinearen Verhaltens von Strukturen unter bestimmten Bela-
stungen benétigt. Thre wesentliche Eigenschaft besteht darin, sich dem Kur-
venverlauf anzupassen, um méglichst gute Konvergenz bei der Ldsung der
nichtlinearen Gleichungen zu ermdéglichen.

Das klassische Vorgehen innerhalb eines Newton/Raphson Lésungsschemas
( GL. 6.1 ) besteht darin, dafl z.B mit wachsenden Verschiebungsinkrementen
Au aus

K-Au=X-P-R (6.1)

die Vorgabe A fiir die folgenden Schritte des Lastfaktors A angepafit, d.h.
verkleinert oder vergréfiert wird.

Die mathematische Seite dieses Vorgehens wird ausfiihrlich in /Schwetlick
1971/ Kap. 11 diskutiert. Bekanntermafien fithrt dieses Vorgehen der soge-
nannten Lastkontrolle nur dann zum Erfolg, wenn die Tangentenmatrix K
nicht singular wird.

Eine einfache Abhilfe wird hierzu von /Bergan et al 1978/ vorgeschlagen.

Zur Steuerung des Algorithmus in der Niahe der Singularitit von K wer-
Aun(®'.p
Aud)*.P
Diagonalterme von D bei einer LDL® Zerlegung verwendet.

und die Vorzeichen der

den der aktuelle Steifigkeitsparameter S, =

Der aktuelle Steifigkeitsparameter wird in der Nihe eines Durchschlagpunk-
tes, wie in Bild 6.1 dargestellt, sehr klein. Unterschreitet der S, Parameter
eine vorgegebene Schranke, so wird das Newton Verfahren mit Iterationen
durch ein einfaches Euler Verfahren mit Riickwirtseinsetzen ersetzt. Der
Lastfaktor und die zugehérigen Verschiebungen werden zuriickskaliert, sofern
die euklidische Norm des Verschiebungsinkrements eine vorgegebene Gréfle
iiberschreitet. Zeigt sich bei einer Zerlegung von K in LDL Form ein nega-
tiver Diagonalterm in D, so wird das Vorzeichen des Lastfaktors geindert.
Uberschreitet der aktuelle Steifigkeitsparameter S, in einem spéateren Schritt
wieder die vorgegebene Schranke, wird wieder auf das Newton Verfahren mit
Iteration umgeschaltet (siehe Bild 6.2).
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Bild 6.1 Kurvenverfolgungsalgorithmen
Klassisches Vorgehen - Lastkontrolle

Dieses Vorgehen erfordert eine sehr feine Abstimmung der Lastinkremente,
um Divergenz zu vermeiden.

Diesem einfachen Verfahren entsprechen die Vorschlage von Branin und Smale
(siehe hierzu /Keller 1978/) bei Einbettungsverfahren, die ebenfalls die Vor-
zeichen der Determinante zur Steuerung des Vorzeichens des Einbettungs-
Parameters nutzen.

Wihrend die Steuerung des Vorzeichens der Last sich iiber die Determinante
am Verhalten der Struktur orientiert, ist die Wahl der Schrittweite und ihre
Anderung beim klassischen Verfahren weitgehend von der Erfahrung des An-
wenders abhingig. Es liegen zwar Vorschlige vor /W. Schmidt 1978/, diese
haben aber nur wenig Eingang in Ingenieuranwendungen gefunden.

6.1.2 Bogenlingenverfahren

Einen wesentlichen Fortschritt sowohl in Bezug auf die Uberwindung sin-
guldrer Punkte als auch in Bezug auf die Schrittweitensteuerung stellen die
sogenannten Bogenlingenverfahren dar. Hierbei wird zu dem nichtlinearen
Gleichungssystem K - Au = A . P — F eine weitere Gleichung hinzugefiigt,
die mindestens eine der Variablen aus dem Vektor Au bzw. den Lastfaktor
A enthalt. Die Grundgedanken des Verfahrens stammen von Davidenko 1953
siche /Allgéwer 1981/ und wurden schon von /Anselone, Moore 1966/ fiir
Probleme der Strukturmechanik eingesetzt. Bis Anfang der 70 er Jahre waren
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Lastfaktor
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|
| |
| |
| |
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Verschiebung
. o

Newton/ Euler‘ Newton/Raphson
Raphson mit
mit lteration Iteration

Bild 6.2 Einfacher Kurvenverfolgungsalgorithmus fiir nichtsinguli-
re Matrizen nach /Bergan et al 1978/

die Arbeiten auf dem Gebiet der Bogenlingenverfahren sowohl bei den In-
genieuren als auch den Mathematikern auf Einzellésungen beschrinkt. Erst
mit den Verdffentlichungen von /Riks 1972,1979/ und /Keener, Keller 1973/
wurde eine Systematisierung erreicht. Hier ist aus der Ingenieurliteratur
ebenfalls /Wempner 1971/ zu erwihnen . In der Mathematik erlebten die
Verfahren seit 1975 — 76 eine stiirmische Entwicklung siehe hierzu /Schwetlick
1979/ /Menzel, Schwetlick 1978/ /Pénisch,Schwetlick 1982/ und die globale
Ubersicht von /Allgéwer/.

Bis 1980/81 sind hingegen nur wenige Anwendungen in der Ingenieurpra-
xis bekannt /Wessels 1977/. Der Durchbruch in der Anwendung wurde erst
durch die Arbeiten von /Crisfield 1981/ und /Ramm 1981/ erreicht. Seither
ist eine Vielzahl von Veréffentlichungen auf dem Gebiet der Bogenlingenver-
fahren in der Strukturmechanik und Ingenieuranwendung erschienen. Auf
vereinzelte wesentliche Arbeiten wird in den folgenden Abschnitten einge-
gangen.

Zu bemerken ist, dafl sowohl /Crisfield 1981,1982/ als auch /Ramm 1981/
das wesentliche algorithmische Vorgehen nach den Arbeiten von /Haisler,
Stricklin, Key 1977/ sowie /Batoz, Dhatt 1979/ iiber verschiebungsgesteuerte
Verfahren konzipieren und von /Riks 1972/ nur die Grundidee der Iteration
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im Last-/Verschiebungsraum iibernehmen.

In den folgenden Abschnitten wird auf die verschiedenen Kurvenverfolgungs-
algorithmen, die auf der Erweiterung des urspriinglichen Gleichungssystems
um eine Gleichung beruhen eingegangen.

6.2 Erweiterte Gleichungssysteme — Newton Verfah-
ren — Direkte Lésung

6.2.1 Anufbau eines erweiterten Gleichungssystems

Die wesentliche Idee in der Entwicklung leistungsfahiger Algorithmen zur Be-
rechnung hoch nichtlinearer, parameterabhingiger Gleichungssysteme ist die
Erweiterung des Ausgangssystems um eine oder mehrere Gleichungen. In der
vorliegenden Arbeit wird die Diskussion auf die Erweiterung um eine Glei-
chung bei Problemen der Strukturmechanik beschrinkt. Fiir die Méglich-
keiten, die mit Erweiterungen um mehrere Gleichungen bestehen, sei neben
Abschnitt 9 auf die Arbeit von /Keener,Keller 1973/ sowie die Ubersicht in
/Fink, Rheinboldt 1984/ und die ingenieurmiflige Anwendung in /Wriggers,
Wagner, Miehe 1988/ sowie /Kroplin, Dinkler 1985/ verwiesen. (Siehe auch
Abschnitt 9.)

In der Strukturmechanik 148t sich die schwache Form eines geometrisch und/-
oder materiell nichtlinearen Problem iibersichtlich in Matrixform wie folgt
darstellen:

G(x,X;m) = n'(R(x) = A-P) = 0 (6.2)

mit 7 ... virtuelle Verschiebungen
X ... Positionsvektor der aktuellen Lage
R(x) ... Vektor der inneren Krifte
P ... Vektor der dufleren Krifte

A... proportionaler Lastfaktor

Die Anwendung der Variationsrechnung auf G1.(6.2) fiithrt auf die nichtlinea-
ren Gleichgewichtsbeziehungen

F(x,\,P)=R(x)—A-P=0 (6.3)

Die Darstellung sei hier auf richtungstreue Belastungen d.h. einen kon-
stanten Lastvektor beschrinkt. Fiir die Behandlung verformungsabhingiger
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Belastungen in Kombination mit Bogenlingenverfahren sei auf /Schweizer-
hof,Ramm 1986/ verwiesen.

Die klassische Losungsmethode fiir Gl. (6.3) ist das Newton/Raphson Ver-
fahren, das zu dem bereits in den vorigen Abschnitten beschriebenen inkre-
mentell /iterativen Vorgehen fiihrt:

KY - Au® = —[R(x)) — . P] (6.4)

mit + + .
x(’+1) —_— x(‘) + Au(’) (6.5)

dF . . . .
—X)  die durch konsistente Lineari-

Ky ist die Tangentensteifigkeitsmatrix —~

sierung gewonnen wird.

Die iibliche Nebenbedingung bei diesen inkrementellen Verfahren besteht
darin, den Lastparameter A (- das Lastniveau -) in jedem Inkrement kon-
stant zu halten.

Klassische Bedingung:

A=0 (6.6)

Diese Bedingung wird allgemeiner gefait und als eine beliebige Funktion der
augenblicklichen Lage, des Lastfaktors und des Lastvektors angenommen (Gl.
6.7).

f(sta P) =0 (67)

Damit wird A auch als Variable innerhalb des Newton Schemas betrachtet
und Gl. (6.4) lautet in konsistent linearisierter Form:

K@ . Au® — P . AXD = ("2 +29). P - R(xY) (6.8)

mit ™A™ u Lastfaktor, Verschiebungen im Ausgangszustand m
A®) u®) inkrementeller Lastfaktor, Verschiebungsvektor
AXO)| Aul) iterativer Lastfaktor, Verschiebungsvektor
Der Fufizeiger T steht fiir die Tangentensteifigkeitsmatrix.

Wiahrend der Iteration werden dann sowohl Last- als auch Verschiebungs-
werte verandert (Bild 6.3).
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Bild 6.3 Iteration im Last-/Verschiebungsraum

Innerhalb des Newton-Schemas mufl auch die zusitzliche Gleichung lineari-
siert werden:

v = ?jgf(x(‘) + eAu® A0 PY |, (6.9)

o = dé_ £, 20 4 eAAD, P) s (6.10)
€

Damit ergibt sich das vollstindige Gleichungssystem zu:

K -p Au) ] TRED) - +2)P]  [FO
v 0 : AXND | T T f(x(i),,\(i),P) - f®

System;atrix A
(6.11)

Der Zusatzkopfzeiger (k) wird fiir die Steifigkeitsmatrix eingefiihrt. Ist k = 1,
so handelt es sich um ein echtes Newton-Verfahren; ist k = 0, so wird ein
modifiziertes Newton Verfahren eingesetzt.
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Die neue Systemmatrix (Jacobimatrix) A ist fiir allgemeine Zusatzgleichun-
gen unsymmetrisch. Es lassen sich jedoch leicht Bedingungen konstruieren,
fiir die sich symmetrische Systemmatrizen ergeben /Bathe, Dvorkin 1983/.

Die Jacobimatrix A ist durch die Nebenbedingung fiir die Singularitats-
punkte der Hessematrix Kg) a priori nicht singulir, vorausgesetzt v(*) £ 0
/Riks 1979/Keller1982/. v(*) und o sind im Fall nichtlinearer Nebenbedin-
gungen im Inkrement nicht konstant.

6.2.2 Losung des erweiterten Systems mit Gleichungsldsern fiir
unsymmetrischen Matrizen

Beim direkten Weg der Losung von (Gl. 6.11) werden allgemeine Glei-
chungsléser fiir unsymmetrische Matrizen benétigt. Damit werden zwar
alle Schwierigkeiten mit Singularititen umgangen, aber wegen der durch das
Hinzufiigen einer Spalte und einer Zeile erheblich groflerer Bandbreite von
A gegeniiber der Bandbreite von K7 erscheint dieses Vorgehen fiir grofle
Gleichungssysteme aus Effizienzgriinden nicht sinnvoll. Einige speziell ent-
wickelte Gleichungsléser /Endo, Oden, Miller 1984 / Waszcyszyn 1983/ nut-
zen die besondere Unsymmetrie von A, die sich auf eine Zeile und eine Spalte
beschrankt. Wird die Bedingungsgleichung als letzte Gleichung angefiigt,
kann die Symmetrie der Matrix K1 benutzt werden und die Operationen des

Gleichungslosers beschranken sich auf die halbe Bandbreite von K71 sowie die
zusatzliche Zeile und Spalte (Bild 6.4).

Wird ein echtes Newton/Raphson Verfahren verwendet, so sind diese spezi-
ellen Gleichungsléser unabhangig von der verwendeten Zusatzgleichung nu-
merisch ebenso effizient wie die im folgenden besprochenen Verfahren mit
reduzierten Gleichungssystemen. Dies gilt auch bei Verwendung eines modi-
fizierten Newton/Raphson Verfahrens und einer linearen Zusatzgleichung. Ist
die Zusatzgleichung jedoch nichtlinear, so bleibt beim modifizierten Newton
Verfahren mit der Gesamtmatrix auch der Anteil der Zusatzgleichung in A
konstant, wohingegen er bei den reduzierten Gleichungssystemen in jeder
Iteration angepafit wird. Alternativ kann zwar auf eine Neuaufstellung von
K verzichtet werden, aber bei nichtlinearen Zusatzgleichungen ist dann A
trotzdem auch beim modifizierten Newton-Verfahren neu zu faktorisieren.

Ein wesentlicher Nachteil der Lésung mit einer unsymmetrischen Systemma-
trix A ist, dafl wesentliche Informationen iiber die Struktursteifigkeitsmatrix
Kr wie die Determinante oder Lage der Eigenwerte, die sich tiblicherweise
bei der Faktorisierung automatisch ergeben, nur mit zusitzlichem Aufwand
zu erhalten sind.
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Bild 6.4 Verwendung spezieller Gleichungsloser fiir erweiterte Glei-
chungssysteme nach /Waszcyszyn 1983/

6.2.3 Reduktion auf ein Gleichungssystem der Ausgangsgrofle

Die Reduktion auf ein kleineres Gleichungssystem kann mittels Vorwegelimi-
nation der Lastgréfie AX() erfolgen. Dies ist nur méglich, sofern a(® # 0
ist. Liegen Zusatzgleichungen vor, die unabhingig vom Lastparameter sind,

so mufl zur Reduktion eine Aufteilung vorgenommen werden, wie sie zuerst
von /Batoz,Dhatt 1979/ und danach von /Crisfield 1981/ und /Ramm 1981/
vorgeschlagen wurde.

Die in /Schweizerhof, Wriggers1986/ analog zu /Keller 1978/ vorgestellte
Reduktion erklart den Einflul einer Zusatzgleichung auf den Iterationsablauf.

Die Umformung der linearisierten Zusatzgleichung ergibt:

AN = _ L £ 4 v Au® 6.12
a(‘)
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Eingesetzt in Gleichung (6.11) gilt:

. N ) ] (%)
[Kgc) + }/a(z) .P. v(t) lAu(‘) — _.F(“) — ();(1) . P (613)

AK

In Gl. (6.13) wird auf die urspriingliche Matrix Kgf ) eine Matrix AK®
mit dem Rang Eins aufaddiert; auflerdem wird die rechte Seite mit einem
Residuum aus der Zusatzgleichung verindert. Diese Rang-Eins Anderung
AK®) erzeugt fiir allgemeine Zusatzgleichungen eine unsymmetrische Koeffi-
zientenmatrix. Thre Auswirkung auf den Iterationsablauf ist fiir lineare und
nichtlineare Zusatzgleichungen in Bild 6.5 fiir ein Lastinkrement dargestellt.

Deutlich wird, da sich AK® fiir nichtlineare Zusatzgleichungen in jeder
Iteration dndert. \

= Lol V|

Lineare Zusatzgleichung Nichtlineare Zusatzgleichung

Bild 6.5 Iterationsablauf bei linearen und nichtlinearen Zusatzglei-
chungen

Die Inversion des reduzierten Gleichungssystems (6.13) wird mit Anwendung
der Sherman/Morrison Formel /Sherman,Morrison 1947/ durchgefiihrt:

1 ¢ -1
K + 5 PV =K — . x. gt (6.14)
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mit z = KM .0 (6.15)
x = Kg,f)_l-P

B = (o®4+PKPT . )1 (6.16)
Damit gilt:
)t o KPT L pLyer g™
K + 5 P v) = K g SRR AL (6.17)

al®) + PtKP ™ v

Die Losung der Gleichung (6.13) erfolgt mit Hilfe von GI. (6.17). Deutlich

wird, dafl die Matrix K( ) zu faktorisieren ist, sowie das Vorwirts/Riickwart-
seinsetzen fir zwel rechte Seiten vorzunehmen ist.

A =KPT.Pp A= —_KPT.FO (6.18)
Damit 148t sich die Losung von GI. (6.13) schreiben als

f(') + v(i)‘ . AuII
a(’:) -+ v(i)' . AuI

Au®) = — - Au’ + Au?? (6.19)

Wird Gl. (6.19) in Gl. (6.12) eingesetat, ergibt sich die iterative Anderung
des Lastfaktors AX(®) zu:

f(") + v(i)t . AuII

() — _
AT = a(i) + V(i)t Aul

(6.20)
und

Au® = AXO) . Au? + AuT (6.21)
Der iterative Verschiebungsvektor setzt sich somit - wie auch in /Batoz,
Dhatt 1989/ und /Ramm 1981/ - aus dem Anteil Au'! infolge der Ungleich-

gewichtskrifte sowie einem Vielfachen des Ldsungsvektors Au’ infolge des
Lastvektors zusammen.

Der wesentliche Nachteil des Vorgehens mit der urspriinglichen Matrix Kg‘ )
besteht darin, dafl im Gegensatz zum Vorgehen mit der unsymmetrischen
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Matrix A die Matrix K singuldr werden kann. Die theoretisch zu erwar-
tenden Probleme bei der Gleichungslosung haben sich bei numerischen Bei-
spielen aber als nicht wesentlich herausgestellt. Die Singularitatsstelle von
K1 wird bei numerischen Berechnungen mit Rechenanlagen mit hoher Wahr-
scheinlichkeit nicht genau getroffen. Nach /Keller 1978/ kann dieses Problem
auch auf einfache Weise umgangen werden.

Fiir lineare Zusatzgleichungen entsprechen die Gleichungen (6.20) und (6.21)
den in /Batoz,Dhatt 1979/ und /Ramm1981/ angegebenen Formeln.

Wesentlich ist auflerdem, dafl fiir Gleichung (6.20) die Einschriankung fiir
a® = 0 nicht mehr gilt, d.h. also auch Zusatzgleichungen ohne Anteile fiir
den Lastfaktor verwendet werden kénnen.

Die Vorteile des Vorgehens mit der urspriinglichen Matrix sind klar:

1. Kg' ) ist symmetrisch und besitzt die urspriingliche Bandbreite. Damit
haben die verschiedenen Bogenlingenverfahren keinen Einflufl auf das
Vorgehen bei der Gleichungslésung.

2. Wird mit dem modifizierten Newton/Raphson Verfahren gearbeitet,
so wird trotzdem die Zusatzgleichung in jedem Schritt in der Form
des echten Newton Verfahrens erfullt. D.h. es wird nicht nur mit
dem Residuum und einer konstanten Matrix im Lastinkrement iteriert.
Damit kénnen auch beim modifizierten Newton Verfahren die Effekte
nichtlinearer Zusatzgleichungen gut beriicksichtigt werden.

3. Die Informationen iiber die Steifigkeitsmatrix Kr liegen wie iiblich vor:

Determinante, Anzahl der Vorzeichendnderungen der Diagonalterme
usw.

4. Die Anderungen der Determinante der modifizierten Steifigkeitsmatrix
nach Gl. (6.13) laBt sich leicht mittels folgender Formel kontrollieren
/Pearson 1969/.

det[K$ 4 Py = detk® . (1 + —

cAult - v®
e 6 Au’ - v¥) (6.22)
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6.2.4 Direkte Erfiillung der Zusatzgleichung

Die fiir die Durchsetzung der Bogenldngenverfahren in der Anwenung wesent-
lichen Arbeiten von /Ramm 1981/ und /Crisfield 1981/ gehen nicht von einer
Newton Formulierung /Riks 1972,1979/, /Keller 1978/ aus, sondern teilen
das erweiterte Gleichungssystem mit einfachen Matrizenoperationen in zwei
Teile auf, die sukzessive gelost werden. Dieses Vorgehen wurde erstmals von
/Batoz,Dhatt 1979/ fiir verschiebungsgesteuerte Verfahren vorgeschlagen.

Das nichtlineare, erweiterte Gleichungssystem lautet mit Gl. (6.3) und (6.7):

F(x,\,P)=R(x)—A-P=0 (a)
f(x’ A) P) =0. (b) (6'23)

Die Anwendung des Newtonverfahrens auf Gl. (6.23a) mit den Verschiebun-
gen als Variable fiithrt auf:

KPAu® = —(R(x)® - AP) (6.24)

Die Lésung von Gleichung (6.24) kann in zwei Terme aufgespalten werden

Aul) = —Kg)_l -R(x®) 4 Kg)_l -P (6.25)

= Aul! + A-Auf

Eine fiir strukturmechanische Aufgaben giinstigere Aufteilung ergibt sich aus
der Aufspaltung des Lastfaktors in

A=" 24+ 20 4 Ax0 (6.26)

wie sie bereits in Gl. 6.8 zu Grunde gelegt wurde.

Bemerkung 6.1: Das hier geschilderte Vorgehen ist nicht auf lineare Pro-
portionalititsfaktoren beschrinkt; es kénnen in dhnlicher Weise z.B. globale
Homotopien der Form H(x,)) = F(x) — e *F(x,) /Allgower,Georg 1980/
untersucht werden. In diesem Fall mufl dann von einer Aufteilung wie in GL.
(6.26) abgesehen werden. Wesentlich fiir das Vorgehen ist, dafi der Vektor P
bzw. F(x(®)) unabhingig vom aktuellen Faktor X ist. .

Unter Betiicksichtigung von Gl. (6.26)1aBt sich die rechte Seite der Gleichung
(6.24) darstellen als
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—(R(x®D-X1-P) = —(RED)—(™A+20).P)+AND. P
= —FO AN .P (6.27)

Da der Proportionalitatsfaktor A in Gl. 6.23a nur linear auftritt, entspricht
dies mit Gl. 6.24 dem entsprechenden Teil der Newton Gleichung des er-
weiterten Systems. Damit wird Gleichung (6.25) wieder in dieselbe Form
iiberfithrt, wie sie sich als Ergebnis des Newton-Verfahrens mit Reduktion
auf das urspriingliche Gleichungssystem ergab (Gl. 6.20).

Au® = AXO . Au 4+ Aul! (6.28)
siehe Gl. (6.18) und GI. (6.21)
AX® ist nun mit Hilfe der zusatzlichen Gleichung (6.23b) zu bestimmen.

Im allgemeinen Fall ist f(x, A, P) nichtlinear fiir A bzw. AX®,

Fiir lineare bzw. quadratische Zusatzgleichungen lassen sich die Lésungen
fiir AX®) direkt angeben, /Ramm 1981/ bzw. /Crisfield 1981/,

Wird das Newton Verfahren zur Losung von Gl. 6.23b verwendet, so gilt:

£(x,\,P) = f(x(0),\,P) = H(x()) + H(LP)  (6.29)
Ableitung nach A :

d } . . ) ) )
-J;f[x(A(’)+<-:AA(‘)),A(‘)+€A/\(‘),P] lezo = diefl[x(A(‘)+eA/\(‘)] le—o

d . .
+ - £ 1 eAXD P) |

(6.30)
Mit Gleichung 6.20 und
x+) = xO 4 Aul® = x4 AXD . Au? + Au!!
ax(i+1) d )
= — (?) e I
o de[x()« + eAAY)] |ezo= Au (6.31)

gilt:
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d . . af ox 11
2. (3) @) = ZL.==vAu!’ (6.3
7 HlxOY +eadD)] = == o5 = vIPAuT (6.32)
-c;ifz()‘(i)'f"fAA(i):P) = o) (8.33)
€
damit (v(i)t-AuI-i—a(i))-A/\(i) = —f0 (6.34)

Die Anderung im Lastparameter wird dann in der i-ten Iteration zu

_ £
(@) _ f
A= o)) + v@*' . Aul

(6.35)

Naturgemifl entspricht AX® nach Gl. 6.35 nur fiir den Fall linearer Zusatz-
gleichungen dem Faktor nach Gl. 6.20.

6.3 Algorithmen
6.3.1 Allgemeines

Im Prinzip steht eine unendlich grofie Zahl von Zusatzgleichungen fiir mégli-
che Bogenlingenverfahren zur Verfiigung. In den folgenden Abschnitten wird
aber nur auf die wesentlichen Verfahren eingegangen.

Der Algorithmus der Bogenlingenverfahren beruht auf einer Zwei- Schritte
Losungsstrategie (Bild 6.6), die auch als Priadiktor-Korrektor Verfahren be-
zeichnet wird. Im ersten Schritt - dem Pridiktor-Schritt - wird der Faktor
A™) auf einen beliebigen Wert gesetzt und die Ausgangsgleichung (6.2) wird
gelost. Der Ergebnisvektor Au und A*) werden beziiglich einer vorge-
gebenen Grofle zuriickskaliert. Als Gréfienvorgaben sind sowohl Lastwerte,
einzelne Verschiebungswerte als auch Verschiebungsnormen oder generell die
Lange des Last- Verschiebungsvektors vt = a(*) . [Au(), A()] méglich.

Bemerkung 6.2: Die Schrittweitenbegrenzung im Pradiktorschritt ist zwar in
allen Algorithmen der Bogenlingenverfahren enthalten und fiir die Sicherung
der Konvergenz wichtig. Der begrenzte Pradiktorschritt ist aber nicht das
wesentliche Merkmal der Bogenlingenverfahren, auch wenn die Bezeichnung
Bogenlingenverfahren (arc length procedures) weitgehend von dem Vorgehen
in ersten Schritt geprigt ist.

Die wesentliche Unterscheidung zu den klassischen Verfahren mit Vorgabe
eines konstanten Faktors A bilden der zweite und alle weiteren Schritte - die
Korrektorschritte - , die von der Wahl der Zusatzgleichung abhingig sind.
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b1l) Lastvorgabe
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Vorgabe z.B. Lastwert A
oder Verschiebungswert @

b2) Verschiebungsvorgabe

a) Priadiktorschritt
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b3) Iteration auf konstanter Normalenebene

b) Korrektorschritt

Bild 6.6 Pradiktor — Korrektor Verfahren — Méglichkeiten
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6.3.2 Priadiktorschritt

Vorgabe:

Verschiebungswert: u; = U = const.

oder

Bogenlinge : s = \/x(l)tx(l) + B2 . - AWXE) = konst.
mit s... vorgegebener Wert
x(1)... Verschiebungswert im 1. Schritt

X)), Lastfaktor im 1. Schritt

Algorithmus:
Schritt 1.
KPAu® = (™A + AP — R(™x) = A®) . P
| x*) = Au®™)
Schritt 2. Skalierungsfaktor

Verschiebungsvorgabe
o) = tg)
Z;
oder
Bogenlingenvorgabe
al?) = s/y/x()t . x() 4 G2A() . A(%)
Schritt 3.

xD = a®) . x(*) = Au!
A1) = 40, ()

™) und "*x stehen fiir einen konvergierten Gleichgewichtszustand. A(*) ist ein
beliebig vorgegebener Faktor; 3 ist ein Skalierungsfaktor, der in Abschnitt
6.4 diskutiert wird. s,u; bzw. u sind vorgegebene Werte bzw. Vektoren.
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6.3.3 Korrektorschritte

Grundsétzlich kénnen in der Strukturmechanik drei Typen von Zusatzglei-
chungen, haufig auch als Bedingungsgleichungen bezeichnet, aufgestellt wer-
den.

1. Gleichungen, die nur Lastterme enthalten.
f=f\P)

2. Gleichungen, die lineare Verschiebungsterme und evtl. Lastterme be-
inhalten.

f=f(ziyz;) oder  « f= f(zi,2;,A,P)
z;,2; ... Verschiebungskomponenten

3. Gleichungen, die auf Normen beruhen. Diese enthalten Verschiebungs-
terme und evtl. auch Lastterme in mehr als nur linearer Form.

Typ 1 entspricht dem klassischen Vorgehen der Lastkontrolle. Die iibliche
Bedingungsgleichung lautet:

f= AD —c=0 c... Konstante

Wird das Schema des Bogenldngenverfahrens angewendet, so ergibt Gl. 6.11
bzw. 6.20

AN = 0
und Au®) = Aul

D. h. die Bogenlingenverfahren enthalten als Untermenge auch die klassische
Lastkontrolle.

In Typ 2 sind alle Zusatzgleichungen enthalten, die nur lineare Terme - Ver-
schiebungen und evtl. Lastwerte - aufweisen. Zu diesem Typ gehdren die
Verschiebungskontrolle /Batoz,Dhatt 1979/ und die Iteration auf Normalen-
ebenen /Riks 1972/, /Ramm 1981/.

Zu Typ 3 gehoren alle Zusatzgleichungen, die auch Terme quadratischer und
héherer Ordnung in den Verschiebungen und evtl. Lastwerten enthalten.
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Diese Zusatzgleichungen beschreiben beispielsweise Normen, die Lange bzw.
eine Teillinge des Last-Verschiebungsvektors /Crisfield 1981/.

Algorithmus - Korrektorschritte

Iterationsschleife:
Schritt 4.
Aull = _Kg{e)-l . F6)
Schritt 5.
AX®) = ||| abhingig von der Zusatzgleichung
und dem gewéhlten Lésungsverfahren
Schritt 6.
Au®) = AXO) . Aul 4 AuH
Schritt 7.

A(H"l) e A(’) + AA(i);
X6+ — %@ 1+ Au®

Abfrage Konvergenz ?

Die neben der Standardlastkontrolle iiblichen Bedingungsgleichungen, die zu
unterschiedlichen Formeln fir AX(®) in Schritt 5 fiihren, werden in den fol-
genden Abschnitten diskutiert.

6.3.4 Lineare Bedingungsgleichungen
6.3.4.1 Einfache Verschiebungssteuerung

Die einfachste lineare Zusatzgleichung ist die Vorgabe eines Verschiebungs-
wertes u; = konst. im Inkrement /Haisler,Stricklin,Key 1977/.

Damit gilt fiir die Zusatzgleichung:

f(X) =Uu; — ﬂj =0 (636)

Da die Zusatzgleichung linear ist, filhren alle in Abschnitt 6.2 geschilderten
Verfahren zur selben Anderung im Lastwert AX().

v =[0000 ...1...0]
12....... F....
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vi)' . Au! = Au§
v . Ault = Auﬁf

Damit:

=0
f-—A-_-\

G _ -
A = () tAe A (6.37)
A'u,.‘}r A'u,jf-

Die Formel (6.37) entspricht exakt der in /Batoz,Dhatt 1979/ durch einfache
Matrizenoperationen hergeleiteten Gleichung.

Bemerkung 6.3: Schwierigkeiten mit diesem Verfahren kénnen bei sogenann-
ten Verschiebungsumkehrpunkten (Turning points) auftreten, wenn in ei-
ner Last-Verschiebungskurve die Richtung der Verschiebung wechselt. Dann
kann im ungiinstigen Fall Auf = 0 werden. Dies ist bei der Auswahl der
steuernden Verschiebung zu beachten. Eventuell mufl auf eine andere Ver-
schiebung zur Steuerung iibergegangen werden.

6.3.4.2 Verschiebungssteuerung mit mehreren Verschiebungster-
men

Um diein 6.3.4.1 geschilderten Schwierigkeiten zu umgehen, wurden von /Po-
well,Simons 1981/ mehrere Verschiebungswerte gleichzeitig zur Steuerung der
Iteration herangezogen, siche auch /Simons,Bergan,Nygard 1984/. Werden
die Verschiebungen unterschiedlich gewichtet, so lautet die Zusatzgleichung

wj - uU; + wy U + - wp o wy = ¢ = konst

damit
f=wj ujt+we-ue+w-yy—c=0 (6.38)
Es ist: v(")'-_—[0...wj...wk...wl...0]
v()=Vektor der Wichtungskoeffizienten

of) =0
v(")'-AuI:wj-u§+wk-u£+w;-u{

) I
v Ault = w; - ulT wy - ul 4wy - ufT
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Lastfaktor:

=0

>

A _[V(e)' ) — ¢ v Aul _ v AuH
o v . Auf T v Aul

(6.39)

Bemerkung 6.4: Wie bei der einfachen Verschiebungssteuerung mufl vermie-
- den werden, dafl der Nenner in Gl. (6.39) zu Null wird. Hierzu ist der Vektor
der Wichtungskoeffizienten anzupassen. Auferdem sollten Verschiebungen
mit wesentlichen Komponenten im Verschiebungsvektor zur Kontrolle her-
angezogen werden. Diese Auswahl, die nur schlecht automatisiert werden
kann, ist die Schwiche des Verfahrens.

6.3.4.3 Last-Verschiebungssteuerung mit mehreren Verschiebungen

Wird die Zusatzgleichung (6.38) bzw (6.36) noch um einen Lastterm erwei-
tert, so konnen die Probleme mit Verschiebungsumkehrpunkten vermieden
werden. |

f=w-uj+wp up+w-yy—c+pB-A=0 (6.40)
Im Unterschied zu 6.3.4.2 bzw. 6.3.4.1 ist nun oY) = B8 und der Lastfaktor

v(i)‘ Au”

() - _
AA B+ v Aul

(6.41)

Wie bei den Gleichungen (6.37) und (6.39) mufl auch hier darauf geachtet
werden, daBl der Nenner nicht verschwindet, d.h. Iterationsebene und Kur-
venverlauf parallel laufen. Dies ist auch bei dieser Zusatzgleichung nicht
grundsidtzlich gesichert.

6.3.4.4 Iteration auf Normalenebenen

Diese Form der Zusatzgleichung wurde urspriinglich eingefiihrt, um zu ver-
hindern, daf die Determinante der Systemmatrix in Durchschlagspunkten zu
Null wird. /Riks 1972/ wies nach, dafl die Jacobideterminante des erweiter-

ten Systems dann den grofiten Wert im Durchschlagspunkt annimmt, wenn
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die Iterationsebene den Last/Verformungspfad méglichst orthogonal schnei-
det. Eine Bedingungsgleichung, die diese Forderung moglichst gut erfiillt,
lautet

F=tW.t-tF)=0 (6.42)

Fiir ein System mit einem Freiheitsgrad kann dies geometrisch interpretiert

werden (Bild 6.7).

—

Bild 6.7 Iteration auf Normalenebenen

Deutlich wird, daBl die oben zitierte optimale Forderung mit dieser Zusatz-
gleichung zwar nicht erreicht, aber fiir den Fall gleichmafiger Kriitmmung der
Lastverschiebungskurve gut angenahert wird.

Der Vektor t beschreibt die aktuelle Lage ausgehend von einer Gleichge-
wichtslage m. Der Vektor t(*) stellt die Normale auf der Iterationsebene
dar.

t*) = ¢(x*), g. P, () (6.43)

B ist ein Skalierungsfaktor, der in Abschnitt 6.4 diskutiert wird.

Bleibt der Normalenvektor t(*) im Lastschritt unverindert t(*) = t(1) _ dann
entspricht dies der Iteration auf einer konstanten Normalenebene. Wird der
Normalenvektor jeweils der aktuellen Lage angepafit t*) = t(¥) | so wird auf
angepafiten Normalenebenen iteriert /Ramm 1981/ (siehe Bild 6.7).
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Es ist klar, daf8 die optimale Iterationsebene, bei der die Normale t(*) der
Tangente t* an die Last- Verschiebungskurve entspricht, wihrend der Itera-
tion nur verwendet werden kann, wenn mit einem echten Newton-Verfahren
gearbeitet wird. m in Bild 6.7 fallt dann mit dem aktuellen Iterationsschritt
1 zusammen. Damit wird auf der aktuellen Normalenebene iteriert. Dann
gilt:

f=(x® —mx)(x — x¥) 4 g2 PP(AR —™ A)(A — A(R)) (6.44)
B*PTP it sich durch eine Konstante 8 = 32PTP ersetzen.
Damit lauten die Lastfaktoren fiir die verschiedenen Normalenebenen:

Iteration auf konstanten (k = 1) und angepafiten (k = 7) Normalenebenen

(x(k) _m x)t . Aul!

A0 =
A ﬁ . \(&) + (x(k) _m x)t cAud

(6.45)

Bemerkung 6.5: Das Residuum f©) ist in jeder Iteration gleich Null, da die
lineare Zusatzgleichung exakt erfiillt wird.

Iteration auf aktuellen Normalenebenen

Hier ist x(® —™ x = A® . Aul. A®entspricht dem Unterschied im Last-
parameter zwischen dem Gleichgewichtspunkt ¢* und 7 und ist wihrend der
Iteration unbekannt. D.h. in der hier dargestellten einfachen Form kann
zwar die Tangente an die Last-Verschiebungskurve erzeugt werden, aber ihre
Lange ist unbestimmt. Dies ist fiir die Forderung f = t(*) . (t — t(*)) = 0 je-
doch ohne Bedeutung, wie aus der Gleichung fiir den Lastparameter deutlich
wird.

AW Al Aul! Aul’ . Au?

AN = = ——
B+ Ak £ X(K) . Aul . Aul B+ Aul* . Au?

(6.46)

Diskussion:

1. Die einfache Ermittlung der Tangente durch Gleichungslésung ist der
Gewinnung iiber die Inversion der erweiterten Matrix /Riks 1972/ an
Effizienz iiberlegen.
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. Die Iteration auf angepafiten Normalebenen ist der Iteration mit kon-
stanten Normalenebenen vorzuziehen, da sich dann die Iterationsrich-
tung dem Verlauf der Last-Verschiebungskurve anpafit.

. Die Giite der Iteration auf aktuellen Normalenebenen hiangt nach den
Erfahrungen des Autors stark von der Schrittweite und der Korrektheit
der Tangentensteifigkeitsmatrix ab. Liegt der iterative Tangentenvek-
tor Au’ weit neben dem Tangentenvektor einer Gleichgewichtslage, so
kann die Iteration schnell in die falsche Richtung divergieren.

. Die Iteration auf angepafiten Normalenebenen ist weniger empfindlich
gegeniiber der Anderung des Tangentenvektors und daher hiufig sta-
biler als die Iteration auf aktuellen Normalenebenen. Auflerdem kann
auch bei Verwendung des modifizierten Newton Verfahrens auf ange-
paBiten Normalenebenen iteriert werden, wihrend aktuelle Normalene-
benen dann nicht berechnet werden kdnnen.

. Sowohl bei der Iteration auf konstanten als auch angepafiten Normale-
nebenen kann der Nenner von Gleichung (6.46) zu Null werden, d.h. die
Last- Verschiebungskurve parallel zur Iterationsebene verlaufen. Dies
ist bei der Iteration auf aktuellen Normalenebenen nicht moglich.

Bemerkung 6.6: Die Iteration auf Normalenebenen kann als Sonderfall der
Last-Verschiebungssteuerung mit dem inkrementellen Verschiebungsvektor +
Lastfaktor bzw. dem aktuellen Tangentenvektor + Lastfaktor (A(*) = 1) als
Wichtungsvektor angesehen werden.

6.3.4.5 Iteration mit konstanter duflerer Energie

Eine weitere Variation des Wichtungsvektors wird von /Bathe, Dvorkin 1983/
mit dem Kriterium der konstanten dufleren Energie im Inkrement vorgestellt.

Der Algorithmus unterscheidet sich von den hier vorgestellten Methoden

durch die Schrittweitenbegrenzung iiber einen Energiewert im Pradiktor-
schritt.

Pradiktorschritt:

Vorgabe eines Energiewertes: | W |= const.
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Skalierung des Lastwerts :
(™A + —;-a(*) WY Pt xC) | W | (6.47)

2 Wl .
o e N

ol*) = (6.48)
Alle weiteren Schritte verlaufen analog wie in Abschnitt 6.3.1.

Im Korrektorschritt wird der Zuwachs der Energie zu Null festgelegt.
/Bathe,Dvorkin 1983/ schreiben als Zusatzgleichung:

(mA4+ 20 4 %AA("))P‘ c(x—x) =0 (6.49)

Diese Zusatzgleichung beinhaltet zwei Lésungen. Die erste Losung ist trivial
und wiirde das Lastinkrement vollig umkehren:

AN = _2(™ ) 4 A6 (6.50)

Innerhalb des Algorithmus ist diese Losung ohne Bedeutung.

Der zweite Teil der Losung ergibt den Lastfaktor:

mit
v =p
a® =0
Lastfaktor:
; PtAuII
AN = - (6.51)

Bemerkung 6.7: Bei Betrachtung von P als speziellem Wichtungsvektor sind
die Vor- und Nachteile dieses Vorgehens identisch mit denen der Verfahren
mit Iteration auf Ebenen. Der Nenner kann ebenfalls zu Null werden, d.h.
Iterationsebene und Losungskurve kdnnen parallel verlaufen. Ein weiterer
Nachteil des Verfahrens ist, dafi nur die belasteten Freiheitsgrade die Ite-
ration kontrollieren. Im Gegensatz zur Iteration auf Normalenebenen mufl
die Schrittweite W (= Energie) daher besonders stark skaliert werden. Ba-
the/Dvorkin empfehlen ihr Verfahren deswegen besonders fiir stark nichtli-
neare Bereiche z. B. in der Nahe von Durchschlagpunkten.
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6.3.5 Nichtlineare Bedingungsgleichungen
6.3.5.1 Quadratische Zusatzgleichung

Eine wesentliche Verbesserung beziiglich Schrittweitensteuerung und globaler
Konvergenzsicherung /Watson, Holzer 1983/ stellt der Vorschlag von /Cris-
field 1981/ und /Keller 1978/ mit einer quadratischen Zusatzgleichung dar.
Damit wird vermieden, daf Iterationsebene und Last-Verschiebungskurve
parallel zueinander bzw. auseinander laufen. Schnittpunkte der Iterati-
onsflache mit der Lastverschiebungskurve sind dann zumindest fiir sinnvolle
Schrittweiten gesichert.

Die Zusatzgleichung lautet:

f=(x-mx)(x—mx)+p82 - Pt.-PA-m A2 —s =0 (6.52)

Diese Form, bei der die Linge des Last—/ Verschiebungsinkrements wahrend
der Iterationen konstant gehalten wird, ist das Verfahren, welches der Be-
schreibung " Bogenlingenverfahren” am nachsten kommmt.

Ll ¥

Bild 6.8 Iteration mit quadratischer Zuatzgleichung

Zur Bestimmung des Lastfaktors kann sowohl das Newton Verfahren fiir das
Gesamtsystem nach Abschnitt 6.2.3 /Schweizerhof, Wriggers 1986/ benutzt
werden, oder die Zusatzgleichung kann direkt erfiillt werden. Im Vorschlag,
diese Zusatzgleichung direkt zu 15sen, liegt der wesentliche Beitrag /Crisfields
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1981/. Das Vorgehen nach dem Newton-Verfahren wird mit allen algorith-

mischen Einzelheiten bereits 1978 von /Keller/ beschrieben.

6.3.5.1.1 Newton-Verfahren fiir das Gesamtsystem

Es ist
v = (@ _m oy L
f
@) _ g2.ptpr . L
o) = g2 ptpA®) . =
\ f
mit -
B=4@PP
und
f = \/(x(‘) —m x)t(x() —m x) + BZPtP . A()
Lastfaktor:

FOF 4 (x® —mx)t . Aud!

AN = L .
ﬁ . A(‘) + (x(t) —m x)t cAul

6.3.5.1.2 Direkte Erfiillung der Zusatzgleichung

(6.53)

(6.54)

/Crisfield 1981/ schlagt die direkte Erfillung der quadratischen Zusatzglei-

chung vor.
Mit
x(+1) — 5 (&) + Auld = x® + AXOANI + Aul!
x(&) —m g — y(®
x-"x=u 4+ Au®
A=" 4+ A0 + AXD
gilt:

(@® + AuOP(u® + Au®) + B (0O 4 AXNDY? = 42
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Quadratische Gleichung fiir AX®);

a- AN 126 AN fcpd—s?=0 (6.56)

a=Au-Au!+ 8

b=u® Au! + Aull'Au? + A
¢ = 2u' Aul? + Aul"* Au!

d = u® ul) 4 gAY

d=s?, wenn im vorigen Schritt die quadratische Zusatzgleichung angesetzt
wurde.

Es ergeben sich zwei Losungen fiir den Lastfaktor AX(®):

. — 2 _
AND o b E VB —ac (6.57)
a

Ubliche Ldsung: . Reelle Wurzeln

Die Auswahl der richtigen Lésung kann nach verschiedenen Kriterien erfol-

gen. [Crisfield 1981/ schlagt vor, die Wurzel von (G1.6.57) zu wihlen, die
zum groften Wert von g = ul+1'u® fithrt, d.h. der Lastfaktor wird gewahlt,
der den kleinsten Winkel zwischen den Verschiebungen u®®) und u+?) ergibt.

Vergleich der Werte:

g= uH @ — 4@ 4 AXOAN + Aul?)
= u®(@® 4+ Au'?) + AXD . u' . Au?  (6.58)

Als zweite Méglichkeit 148t sich die Newtonlésung verwenden:

Es wird das Vorzeichen gesucht und iiberpriift, welche Lésung der Newton
Lésung am nachsten kommt.

Da die Zusatzgleichung in jedem Iterationsschritt erfiillt wird, gilt:

2 Aull
B - A6 + ulAul

signAXC) = sign[— ] (6.59)
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Sonderfall:

Wird b < ac, so ergeben sich keine reellen Losungen fiir AX®). Dann sollte
mit der Losung des Newton Verfahrens fortgefahren werden. In diesem -
seltenen - Fall empfiehlt es sich auch, die Schrittweite zu reduzieren, da nach
den Erfahrungen des Autors meist numerische Probleme bei der Ermittlung
von Au'f bzw. Au’ hierfiir verantwortlich sind.

6.3.5.1.3 Iterative Losung der Zusatzgleichung

Die Probleme mit der Auswahl der Wurzel bzw. mit komplexen Wurzeln
kénnen manchmal durch die iterative Losung der Zusatzgleichung umgangen
werden.

Nach den Gleichungen (6.28)-(6.35) gilt fiir diese separate Iteration:
Mit

f=-"x)x="x) +BA TP — =0 (6:60)

Werden die einzelnen Iterationsschritte mit dem Laufindex k bezeichnet, so
1st:

A*A®) ... Anderung im Iterationsschritt

Damit
k
“A®) Z X0 4 $° ATAG-D
j=1
k
*x*) = x® 4 > A* AV DAU + Au¥!
=1
bzw.
k
u® = u® 4+ ST ANGVAW + AulT = x®) _mx
i=1

Fiir das Newton-Verfahren sind nach Gl. (6.9), (6.10) bzw. (6.31 - 6.33)
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*v(k)‘ — 2(*x(k) _m x) — 2*u(k)
o) = 28 *\® (6.61)

Wird angenommen, daf im Pradiktorschritt bzw. im vorigen iibergeordneten
Iterationsschritt i die Zusatzgleichung exakt erfiillt wurde, gilt:

A*X) =0 und *f0 =0
*f(l) —_ (u(i) + AuII)t(u(i) 4 Au”) +B‘(A(i) _ /\)2 _ g2

= (2u® + AuT) Au" + W' + A — X)? — 7] =0 (6.62)

*f(T’Tzo
A@) - (2u® + AuT)! Al uD Au 4 1/2AuT Au!!
= 28A6) + 2(u(") + Aull)tAul! - BA(i) + (u(") + Aull)tAull
(6.63)
Fir alle weiteren Schritte der separaten Iteration gilt:
* £(k)
AR = f (6.64)

28 *A0) 4 2+ Al
Konvergenz wird nach Unterschreiten einer vorgegebenen Schranke e fir
A*A®) bzw. *f(*) angenommen.

Damit ergeben sich die Verschiebungen/Lastfaktor in der iibergeordneten
Iteration i zu:

k
AXD = STAN® (6.65)
5=1
. k
Aul) = Y A A®Au! + Au¥? (6.66)
=1

Bemerkung 6.8: Da im Fall reeller Wurzeln zwei Lésungen méglich sind, mufl
auch hier gesichert werden, daf die richtige Losung gewihlt wird, um ein
Riickgehen auf dem Ldsungspfad zu vermeiden. Daher miissen meist beide
Wurzeln bestimmt werden.
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6.3.5.1.4 Geometrische Uberlegungen

/Forde, Stiemer 1987/ schlagen aufgrund geometrischer Uberlegungen eben-
falls eine iterative Losung der quadratischen Zusatzgleichung vor.

Als erste Naherung wird die lineare L3sung nach Gleichung (6.20) angenom-
men mit

An® - —uaud
T B0+ u@ Al
A M) = AD . An 4 Aul! (6.67)

Im zweiten Schritt wird ein Residuum nach Gleichung (6.71) ermittelt und in
Gleichung (6.54) eingesetzt. Das Residuum soll die Lingenanderung beriick-
sichtigen, d.h. die Lange im 2. Schritt korrigieren.

) = £, p(E+1) (6.68)

r(+1) ist der Lingenzuwachs und liuft parallel zu t6+2),

t(i+1)

= e (=169 (6.69)

t0) = ta® + A*u® 20 4 AXDY = £@ 4 n(ATa®, A*ADY(6.70)

pli+1)

Da A*A() mit den Normalenbedingungen ermittelt wurde, ist n orthogonal
zu t(), Damit gilt:

ne e ne s (%)
g ooy [ e
t(‘i-{-l) — t(‘l)tt(i) ntn 0.5 — t(l)tt(t) A*u(l)t * (1) —A*A(l)z 0.5
€6 | = (19" 4 nn)0% = (E940) 4 A"l Amu) 4 BATAD)

(6.72)

Dies bedeutet, dafl von Anbeginn an ein Residuum zur Korrektur der Ver-
lingerung des Vektors im Schritt beriicksichtigt wird.

Lastfaktor im 2. Schritt:

(2 _ *f(2) + u(i)t . AuII

A*) T .
BAE) + u()Aul

(6.73)
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N Schritt 1

> Schritt 2

{ Langenkorrektur)

Bild 6.9 Geometrisches Bogenlingenverfahren nach /Forde,Stiemer
1987/

Der Lastfaktor nach beiden Iterationen lautet

AXD = A*A3) ' (6.74)

Weitere Iterationen zur Erfiillung der quadratischen Gleichung finden nicht
statt.

Im néachsten iibergeordneten Iterationsschritt wird mit Schritt 1 fortgefahren.

Bemerkung 6.9: Das Vorgehen nach /Forde,Stiemer 1987/ ist nur fiir den
eindimensionalen Fall exakt. Fiir alle mehrdimensionalen Fille stellt das
Vorgehen eine Niherung an die exakte Wurzel dar. Ein Ubergang auf die
exakte Losung, d.h. die Erfillung der quadratischen Gleichung, ist dann
nicht mehr moglich. Es sei aber festgehalten, daf der erreichten Lastwerte
iiblicherweise sehr nahe an den exakten Werten liegten.
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A (i)
(2) ¢ .
A f-—L—zReS|duum

l f“)

Bild 6.10 Interpretation des Verfahrens nach /Forde, Stiemer 1987/

6.3.5.2 Allgemeine nichtlineare Bedingungen

Im Prinzip kénnen Zusatzgleichungen beliebiger Ordnung verwendet werden.
Es 1st allerdings fraglich, inwieweit dies fiir die nichtlinearen Gleichungen in
der Strukturmechanik von Bedeutung ist.

In /Runesson et al 1986/ wird eine allgemeine nichtlineare Zusatzgleichung
mit verschiedenen Anteilen aus Verschiebungen und Lasten angegeben, die zu
einer quadratischen Gleichungin A fiithren soll. Der eigentliche Hintergrund
fiir diese komplexe Gleichung wird nicht klar. In den Beispielen in /Runes-
son et al 1986/ zeigt sich auch kein besonderer Vorteil dieses Vorgehens, im
Gegenteil, es werden extrem viele Iterationen bendtigt.

6.3.6 Wertung der Verfahren

Ein wesentlicher Nachteil aller Iterationen auf Ebenen d.h. Lastkontrolle,
Verschiebungskontrolle, Energiekontrolle, wie Iteration auf Normalenebenen
besteht darin, dafl die Kontrolle der Schrittweite nur auf einzelne Terme des
Gesamtlosungsvektors (x,A) wirkt. Damit konnen diese Algorithmen nur
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unvollstindig adaptiv gestaltet werden. Auflerdem bleibt der Losungsraum
offen und globale Konvergenz kann nicht gesichert werden, da nicht notwen-
digerweise Schnittpunkte der Last-Verschiebungskurven mit den Iterationse-
benen existieren. In einer Erweiterung der von /Keller 1982/ fiir die Iteration
auf Normalenebenen gepriagten Bezeichnung auf alle Iterationen auf Ebenen
kénnen diese unter dem Titel "Pseudo Bogenlingen Verfahren” (pseudo arc
length methods) zusammengefafit werden.

Das eigentliche Bogenlingenverfahren nach /Crisfield 1981/ sichert, daf
Schnittpunkte der Last- Verschiebungskurven mit der "kugelférmigen” Hyper-
fliche existieren. Durch die Fixierung der Bogenlinge im Inkrement wird be-
reits eine gute Schrittweitenanpassung des Lésungsalgorithmus an das nicht-
lineare Verhalten des Problems erreicht. Da die quadratische Zusatzgleichung
ohne grofien Mehraufwand verglichen mit linearen Bedingungen 16sbar ist, ist
dieses Vorgehen allen anderen Verfahren iiberlegen.

Ob und wie die Verfahren miteinander kombiniert werden kénnen, ist sehr
stark problemabhingig. Der Ubergang vom einen auf das andere Verfahren
kann nur nach heuristischen Gesichtpunkten erfolgen /Bathe,Dvorkin 1983/
und wird daher in der Regel dem Anwender der dargestellten Algorithmen
iiberlassen.

6.4 Skalierung - Groflenangleich

Bei der einfachen Steuerung der Algorithmen iiber einzelne Werte, wie Last-
kontrolle oder einfache Verschiebungssteuerung (Gl. 6.36) wird in allen
Gleichungen mit Werten derselben Art gearbeitet, z.B. nur Lastwerten, nur
Rotationen oder nur Verschiebungen. Wird hingegen eine Kontrolle nach
Abschnitt 6.3.4.2 bzw. 6.3.4.3 mit mehreren Verschiebungswerten (Transla-
tionen und Rotationen) und evtl. Lastwerten vorgenommen (Gl. 6.75),

f=vl-ut+pB-2=0 (6.75)

so mufl iber die Faktoren im Wichtungsvektor v bzw. dem Faktor 3 eine
gréfenkonsistente Dimensionierung erreicht werden. Sonst wird der gewihlte
Iterationsalgorithmus dimensionsabhingig. Fiir diesen Gréfienangleich wird
im Weiteren die Bezeichnung Skalierung verwendet.
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Dieselbe Problematik tritt bei den Iterationen auf Normalenebenen und auf
Kugelflichen auf, sofern nicht ausschliefilich mit Translationen oder Rotatio-
nen gearbeitet wird. (Gl. 6.78/6.79, sieche auch Abschnitte 6.3.3.4/6.3.4.1).

Iteration auf Normalebenen.

=™ -—mx)t(x—x®) 4+ g2PTPO® —m A - A1) =0  (6.76)

Iteration auf Kugelflichen

f =\ xf(x—m ) L FPTP(A—mAF —s =0 (6.77)

Die Formulierung der Zusatzgleichung als Energiebedingung { Abschnitt
6.3.4.5) fithrt auf konsistente Gréfilen. Ein Gréflenangleich wird nur fiir die
Kombination mit anderen Algorithmen erforderlich.

6.4.1 Skalierung bei einzelnen Algorithmen

Das Problem des Gréflenangleichs iiber Wichtungsfaktoren wurde schon von
/Crisfield 1981/ und /Ramm 1981/ erkannt, die in ihren Arbeiten jeweils die
Anteile aus den Lastfaktoren vernachlissigen, jedoch Rotations- und Trans-
lationsanteile miteinander vermischen. /Padovan et al 1982,1984/ skalieren
nur den Verschiebungsanteil (Rotationen + Translationen mit einem Faktor)
und versuchen damit eine gréflere Adaptivitit des Verfahrens zu erzeugen.
/Park 1982/ schligt eine einfache Skalierung mit zwei Faktoren a und S vor
(Gl.6.79).

f= e (x—mx)(x =" x) + FPTPA—" AP —s =0  (6.78)

Eine konsistente Skalierung wird erstmalsin /Felippa 1984/ und /Simo, Wrig-
gers,Schweizerhof, Taylor 1984/ vorgeschlagen:

Nach /Felippa 1984/ gilt:

f= %:—(x —"x)'S(x - x) + ﬂzPTP(A —mAP -2 =0 (6.79)

S ist eine beliebige symmetrische, nicht negative Matrix, iiblicherweise eine
Diagonalmatrix. Als Vorschlige werden angegeben:
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S=1 keine Skalierung
S = diag. K® Diagonalmatrix
S = K® Tangentenmatrix

~ ist ein Referenzwert mit

y = /(x) —m x):S(x() —m x) (6.80)

x(9) . Referenzzustand

In /Simo et al 1984/ werden die Elemente des Verschiebungsvektors einzeln
skaliert; dies entspricht einer diagonalen Skalierungsmatrix S. Ein sinnvoller
Vorschlag fiir die Diagonalelemente . von S ist:

=/uy [uf £ o0 (6.81)

D.h. die Elemente des Verschiebungsvektors in einem bekannten Zustand
werden zur Skalierung verwendet. Wird noch jeder Skalierungswert mit ei-

nem Faktor multipliziert, so sind die Formulierungen in /Felippa 1984/ und
/Simo et al 1984/ identisch.

Bemerkung 6.10:Die Skalierung mit einer Matrix S und dem Faktor 8 dient
in erster Linie zum Groflenangleich der Last-/Translations- und Rotations-
werte. In zweiter Linie kann hiermit eine Selektion der steuernden Gréfien
getroffen werden. Werden z.B. alle Translationen bzw. Rotationen mit je-
weils nur einen Faktor skaliert, so steuern die Groflen mit den maximalen
Absolutwerten die Algorithmen.

Steuerung durch GréBtwerte:

Skalierung der Translationen / Rotationen

z.B. durch Durchschnittswerte eines Referenzzustandes

| u, |= = Z | u(J) n Translationen (6.82)
1 ke ( ) .
s |= =D | ¥ | m Rotationen (6.83)
m
k=1
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Werden zur Skalierung hingegen alle Werte eines Referenzzustandes gewihlt,
so steuern alle Gréflen gleichwertig.

Beide Skalierungen sind numerisch aufwendig. Bei der Skalierung mit Durch-
schnittswerten mufl zusatzlich noch nach Translationen und Rotationen sor-
tiert werden.

Wird mit einer fixen Skalierung d.h. ohne weitere Anderung innerhalb einer
Berechnung gearbeitet, so pafit sich die Bedingungsgleichung automatisch an
den Kurvenverlauf an. Wachsen die Verschiebungswerte (Translationen und
Rotationen) an, so ergibt sich ein verschiebungsgesteuertes Verfahren; werden
die Verschiebungswerte kleiner, so tendiert das Schema zur Lastkontrolle.

Beide Effekte konnen iiber Veranderungen des Parameters 8 auch im Inkre-
ment verstirkt oder gemindert werden. Auflerdem kann auch die Bogenlinge
von Iterationsschritt zu Iterationsschritt geindert werden. Dieses Problem
wird ausfiihrlichst von /Padovan et al 1982,1984,1985/ diskutiert. Die Bo-
genlinge s und B der Parameter kénnen zum Beispiel wiederum an die Ver-
schiebungen oder Lastwerte oder auch an andere Gréfien wie Energie oder
Verzerrungen gekoppelt werden.

In /Runesson et al 1986/ werden fiir eine nichtlineare Zusatzgleichung sepa-
rate Skalierungen fir verschiedene Verschiebungsanteile sowie den Lastterm
benutzt. Der Vorschlag, den Elastizititsmodul E zur Skalierung des Last-
terms zu verwenden, fiithrt auf eine den Verschiebungen adiquaten Dimen-
sion.

/Padovan,Arechaga 1982/ geben ein wesentliches Kriterium fiir die Korrek-
torschritte an, bei deren Einhaltung Konvergenz gesichert sein soll. Mit dem
Skalierungsfaktor

1 Au'Au!
e 6.84
b g APTAP (6:84)
AP =) .p
und
ItA T
82 = M (6.85)
I
gilt:
Kriterium fiir den Skalierungsfaktor
VE a9 X0 Al Au | < add| (6.86)
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| || euklidische Norm.

Dieses Kriterium sagt aus, dafl die ,/u-fachen Verschiebungen infolge der Un-
gleichgewichtskrifte im Inkrement kleiner sein miissen als die linearen Ver-
schiebungen infolge des Lastvektors AP = A() . P im Inkrement. Fiir grofie
Werte u erhilt man eine verschiebungsgesteuertes Verfahren, fiir kleine u ein
lastkontrolliertes Schema. Wird p konstant gehalten, so wird das Verfahren
iiber die Bogenlinge und damit iiber den Wert A(!) kontrolliert. Nimmt man
an, daB die Werte eingangs so skaliert sind, da auf einem Kreis bzw. einer
Kugelfliche iteriert wird, so lassen sich Anderungen von y als Abszissenska-

lierungen deuten, wihrend Anderungen von A\(!) Ordinatenskalierungen dar-
stellen.

AP}
APJ Ordinatenstreckung
Abszissenstreckung
Losung
Losung
-
" ull
Bl

Iteration mit Abszissenstreckung Iteration mit Ordinatenstreckung

Bild 8.11 Skalierung nach /Padovan et al 1982, 1984/

/Padovan et al 1982,1984/ geben gute Erfahrungen bei der Anwendung dieses
Kriteriums an. Der Einbau in alle bestehenden Algorithmen ist denkbar

einfach.
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6.4.2 Kombination / Selektion von Algorithmen mittels Skalie-
rung

Mit Hilfe der Skalierungsparameter bzw. - matrizen kann neben der Skalie-
rung auch eine Auswahl oder eine Kombination von Algorithmen erfolgen.
Werden alle linearen und nichtlinearen Zusatzgleichungen analog zu /Gier-
linski,Knowles 1985/ zusammengefafit; so gilt:

Lineare Zusatzgleichungen

fr= wi-(x="x)+wt - P-(A="2) + (x® - x)S; (x — x*))
+ PSP —m A= AE) p =0 (6.87)

Quadratische Zusatzgleichungen

fo= ( ™+ 4 %AA("))Pt -85 - (x — x)
+ ( x="x) - Sy(x-"x)+P'SsP-(A-"2Y +c=0 (6.88)

Damit 1aBt sich durch geeignete Wahl der einzelnen Parameter in den Ska-
lierungsvektoren w; und den Skalierungsmatrizen S; eine fast unbeschrankte
Vielzahl von Algorithmen erzeugen.

Es ist offen, inwieweit diese Kombinationen sinnvoll sind.

6.5 Schrittweitensteuerung

Eine Schrittweitensteuerung erfolgt bei den einzelnen Kurvenverfolgungsal-
gorithmen auf unterschiedlichen Stufen. Die erste und wichtigere Steuerung
geschieht durch die Vorgabe einer verschiebungs- und lastabhingigen Gréfle
im Préadiktorschritt.

Bogenlinge

80 = 1/(x®) —m x)t(x(D) —m x) + B(A®) —m A2 (6.89)
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Aufiere Energie

W, = (™A + %,\m)pt (x® 7 x) (6.90)

Die beiden sinnvollsten Vorgaben sind Bogenlingenwerte oder Energiewerte.

Eine Anpassung dieser Werte an das nichtlineare Verhalten kann z.B. iiber
die Konvergenzcharakteristik erfolgen. Ein einfach verfiigbares Maf ist die
Anzahl der Iterationen I im aktuellen Schritt und die Anzahl der Iteration

Iy in einem Referenzschritt.
T
b =14/—= 6.91
-3 (6.91)

Wird eine Schranke I,,,,. tiberschritten, bzw.I,,;, unterschritten so wird der
Vorgabewert

s bzw. W = § - (s bzw.W)).

Die numerische Erfahrung hat gezeigt, dafl mit dieser einfachen Anpassung
viele Probleme automatisch berechnet werden kénnen. Es sei allerdings kri-
tisch bemerkt, dafl dies ein heuristisches Mafl darstellt und mit nur sehr
globalen Informationen skaliert wird.

Eine weitere einfache Moglichkeit ist die Einschrankung des Winkels zwischen
aufeinanderfolgenden Lastschritten /Allgower, Georg 1980/.

("x =TI =2 x) 4 (PA =TI (™I T A) < e (6.92)

e wird vom Anwender vorgegeben.

/Keller 1978/ gibt eine Formel zur Abschitzung einer maximalen Schrittweite
an. Da hierbei neben einigen Funktionsauswertungen auch die Konditions-
zahl der Jacobimatrix (oder Tangentenmatrix = Hessematrix) zu berechnen
ist, erscheint die Auswertung sehr aufwendig.

Im sonstigen mathematischen Schrifttum /Schwetlick 1984/ werden keine
expliziten Formeln fiir Schrittgréfien angegeben. Es wird nur vorgeschlagen,
im Sinne eines effizienten Verfahrens mit maximaler Schrittweite vorzugehen.
Fiir eine kurze Diskussion und weitere Hinweise siche /Schwetlick 1984/,

Die zweite Steuerung der Schrittweite kann in den Korrektorschritten er-
folgen. Hierbei kann entweder der Lastparameter und/oder die Bogenlinge
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geiandert werden. Ein sinnvolles Maf§ wird hierzu von /Padovan 1985/ fiir
quadratische Zusatzgleichungen angegeben. Siehe hierzu auch Abschnitt 6.4:

VE | u® = AOAu! 4 AuH <]l A |

m=§§gﬁf AP =\ .Pp
s? = aulaul Auf = K-1. AP

Bei konstantem p wird A(*) iiber die Bogenlinge angeglichen.
Bemerkung 6.11:

Ay

1. Eine Schrittweiteninderung ist im Fall linearer Zusatzgleichungen nur
bei Bedingungen mit Wertvorgabe wie Verschiebungssteuerung oder
Laststeuerung moglich. Als Kriterium ist z.B. die maximale Bogenlinge
im Inkrement vorgegeben. Damit entstehen im Korrektorschritt Resi-

duen:
Bogenlinge
s® = \[u@ul) 4 g2A6?
wenn s > s,... — Korrektur
Lastkontrolle:

1 Smaz
Ao = AV (6.93)
A*A(i) = /\(1) - A.soll
smaz 1'
= (1- 50 )A() (6.94)
Verschiebungskontrolle:
(v ot = Wl G (6.95)
(i (wt-u® . 5,0 /50 — c) + wt - Aull
ATX® B wt - Aul (6.96)
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2. Bei der Iteration auf Normalenebenen kann im Korrektorschritt direkt
kein Residuum hinzugefiigt werden. Dies mufl {iber den Lastwert ge-
schehen.

A = (1 f%f))«(‘) (6.97)

Damit

A*u® = A*X0) . A (6.98)

Die Konvergenz der Verfahren wird durch diese nachtrigliche Bedin-
gung verschlechtert.

Abschlufibemerkung:

Eine automatische Schrittweitensteuerung ist der Wunsch vieler Anwender
von Algorithmen. Dies kann auf die hier dargestellte Weise oder iiber stindige
Versuche mit mehreren Schrittweiten pro Inkrement erreicht werden. Der
Aufwand steigt allerdings erheblich.

Da Berechnungsingenieure in der Regel am Verhalten der Struktur unter
bestimmten Belastungen interessiert sind, empfiehlt es sich, den schon vor-
handenen Anpassungsmechanismus des Bogenlingenverfahrens noch inner-
halb bestimmter Toleranzen automatisch weiter zu verstirken. Werden diese
- problemabhingigen Toleranzen iiber - bzw. unterschritten, so sollte die
Analyse abgebrochen und die bisher erzielten Ergebnisse genau analysiert
werden. Meist weisen Konvergenzprobleme auch auf ein kritisches System-
verhalten hin. Ein Weiterarbeiten ist dann mit von Hand sinnvoll geinderten
Steuerparametern sicher effektiver als ein vollautomatisches Vorgehen.

6.6 Begleitende Mafilnahmen zur Steuerung der Al-
gorithmen

Zu Beginn jedes Inkrements muf} entschieden werden, in welche Richtung der
Pradiktorschritt erfolgt.

Ziel der Vorgabe ist, einen Riickschritt auf der Lastverschiebungskurve zu
vermeiden. Das nachstliegende Mafl zur Vorgabe der Richtung ist die Gradi-
ente des Problems, iiber die Information in der Gestalt der Tangentenmatrix
vorliegt.
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I III

IV
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u

Bild 6.12 Kritische Punkte fiir Pridiktorschrittvorgaben

Vorschlag 1

Wird der Parameter A erhdht, so tritt bei der fiir eine Gleichungslésung er-
forderlichen LDL® -Zerlegung /Bathe,Wilson 1976/ bei Uberschreiten von
Verzweigungspunkten und Durchschlagspunkten je Punkt ein negativer Dia-
gonalterm auf.

Liegt ein Problem ohne Verzweigungspunkte vor, so kann damit folgendes
Kriterium zur Verdnderung des Parameters A verwendet werden:

Pradiktorschritt:

sign(AXP)) = sign(detK) (6.99)
mit detK = d11 . d22 v dnn

Treten Verzweigungspunkte auf - siche Pkt. I in Bild 6.12 , dann kann diese
Steuerung versagen, sofern Verzweigungspunkte nicht als solche erkannt und
beriicksichtigt werden.

Vorschlag 2

Eine alternative Steuerung ist iiber den Steifigkeitsparameter nach /Bergan
et al 1978/ moglich.

Au) . P

= —— .100
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mit P ..... Einheitslastvektor
Au() Bezugsverschiebungszustand Au®) = (KW)-1. P
Au®) aktuelle Verschiebungen Au®™ = (K™)~1. P

Der Steiﬁgkeifsparameter idndert dem Kurvenverlauf entsprechend sein Vor-
zeichen. Dies kann zur Steuerung des Pradiktorschritts verwendet werden,
sofern keine Verschiebungsumkehrpunkte (Turning points) auftreten ( I und

IV in Bild 6.12).
Pradiktorschritt:

sign(AX®) = sign(SU) (6.101)

Verzweigungspunkte kénnen hiermit problemlos iiberwunden werden. Bei
Verschiebungsumkehrpunkten dndert der Steifigkeitsparameter das Vorzei-
chen, aber die Richtung des Pradiktorschritts mufl nicht geindert werden.

Vorschlag 3

Mit der Kombination der Beobachtung beider Parameter aus Vorschlag 1 und
2 kann ein Weg beschrieben werden, der eine meist eindeutige Festlegung des
Pradiktorschritts erlaubt.

Andern sich

a) Vorzeichen des Steifigkeitsparameters .sz'gn(S;(,")) +* sign(SI(,"“)

b) Anzahl der negativen Diagonalelemente von
K verglichen mit einem vorliegenden Schritt

Anzahl neg. dﬁ? = Anzahl neg. d§:f)

so liegt ein Lastumkehrpunkt vor, d.h. das Vorzeichen des Pridiktorschritts
mufl gedndert werden.

sign( AN = —sign(A)\(*))(i) (6.102)

Dieses Vorgehen versagt im seltenen Fall, wenn gleichzeitig Verschiebungs-
umkehrpunkt und Verzweigungspunkt zusammenfallen. Dann sollte auf eine
Vorgabe "von Hand” iibergegangen werden.

Werden zu grofie Schrittweiten bei starken Kurvenverinderungen gewihlt, so
kann bei Durchschlagspunkten der Vorzeichenwechsel unbeobachtet bleiben,
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kritischer Kurvenbereich

Bild 6.13 Lastverschiebungskurve mit grofien Kurveniinderungen in
der Nihe des Durchschlagpunktes (Bsp. Zylinderschalen unter Lings-
belastung)

da dann in der Ndhe des Durchschlagpunktes auch Verschiebungsumkehr-
punkte auftreten konnen (Bild 6.13).

Mit kleinen Schrittweiten kann das Problem umgangen werden. Alternativ
ist der Ubergang auf eine Steuerung nach Vorschlag 1 méglich.
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7 Strahlminimierung (Line Search) bei Kur-
venverfolgungsalgorithmen

7.1 Klassisches Vorgehen - Konsistente Minimierung

Das prinzipielle Vorgehen folgt den Erlauterungen in Abschnitt 5.

Der wesentliche Unterschied zu den dort beschriebenen Verfahren liegt in der
Anderung des Homotopie Parameters A (siehe auch /Crisfield 1983/).

Die im Iterations-Schritt bestimmte Fortschrittsrichtung setzt sich aus zwei
Anteilen zusammen.

Au® = AXO AW + Au¥! (7.1)

Wird die Fortschrittsrichtung des Iterationsschritts auch als Suchrichtung fiir
die Strahlminimierung benutzt, so wird gleichzeitig angenommen, daf sich
der Parameter A ebenfalls linear &ndert:

Auld) = (@) . Au® (7.2)

AN — ) L AN (7.3)

Dies ist dann die beste Suchrichtung, wenn auf Ebenen bzw. Hyperebenen

iteriert wird, d.h. ein linearer Zusammenhang zwischen Au(9) und AXG3)
auch gegeben ist (Bild 7.1).

Liegt z.B. eine nichtlineare Zusatzgleichung vor, wird durch die Annahme
(G1.7.2-7.3) die Bedingung der konstanten Bogenlinge verletzt, d.h. es wird
ein Residuum erzeugt. Im Sinne eines Newton-Verfahrens fiir das erwei-
terte System ist dies korrekt. Wird hingegen das Newton Verfahren fiir
das urspriingliche System verwendet und die Zusatzgleichung exakt erfiillt
/Crisfield 1981/, siehe auch Abschnitt 6.3.5.1 Gln. (6.55 - 6.58), so muf} die
Suchrichtung auf andere Weise genauer bestimmt werden.

Es wird das Minimum der Energie II(x(), A Aul, Au!! ,8()) gesucht.

Hierzu ist die Nullstelle des Residuums gf zu ermitteln.
or Om Ox
% = 5% Bs (7.4)
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Bild 7.1 Strahlminimierung beli linearen Zusatzgleichungen

g—z =r Residuum des urspriinglichen Systems.
x = x4+ AXI(s)Au! + sAul! (7.5)
Ox 8AA(t) I II
= = . 7.6
Os Os Au’+Au (7.6)

Bei linearen Zusatzgleichungen ist wegen Gl. 7.2 und 7.3

AXN(5) = 5. AXD (7.7)
(z) ) t, II
Os B - Alk) + v{*)* Aul

Werden die Gleichungen 7.7 und 7.8 genauer betrachtet, so wird offensicht-
lich, dafl Au’! die eigentliche Suchrichtung ist. Dies fithrt auf das allgemeine
Konzept der korrekten Strahlminimierung bei beliebiger Form der Zusatz-
gleichung.

Korrekte Strahlminimierung:

Als Suchrichtung wird d = Au’! angenommen. Der Lastparameter ist im
Zuge der Minimierung so anzupassen, dafl die Zusatzgleichung erfiillt wird.
Fiir die verschiedenen Zusatzgleichungen ist die korrekte Linearisierung des
Lastfaktors AX beziiglich des Parameters s vorzunehmen.
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Lineare Zusatzgleichungen:

v . (sAull)

() = —= .
AX9)(s) IS CERT O (7.9)
(3) (0 . Aul!
AN (s) ___v Aut (7.10)
Os B« k) 4 v(k) Aul
Damit gilt fiir alle Iterationen der Strahlminimierung:
dx v . AufT
ox _ . Auf 4+ Aul? _
Os ﬁ O] + v Aul u+Au (7 11)
Quadratische Zusatzgleichungen:
Konsistente Linearisierung: [Schweizerhof,Wriggers 1986/
. (‘) + 8- u(i)' AuII
ANy = — L3 : 7.12
( ) ‘BA(,) + u(,)t AuI ( )
BAA(') (i)‘A II
ANTs) ___ uwPAu (7.13)
3s BAG) + u()* Aul
Damit gilt fir alle Iterationen der Strahlminimierung:
x u® Aul? I I
% AT u(")‘AuIAu + Au (7.14)
Direkte Erfillung der Zusatzgleichung [Crisfield 1981/:
0 b :
AN(s) = —— \/(b/a): —c/a (7.15)
e =B+ Au’ Au’ (7.16)
b= P(i)'Auij— B- A(i),+s AuTAul =b + 5. b, (7.17)
by ba
c=8:2" u(’ziAqu—}—sz AufAul =5.¢, 4+ 6% ¢, (7.18)
c1 c2
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0MXNs) by | Ahtsb)boalateoa) |,

s < 2a-\/(bl+s-b2)2—a(sc1+sz-c2)

€1

(7.19)

Damit gilt fiir die Iteration j der Strahlminimierung:

9x(:9)
Os

Fiir den Startwert s(®) = 0 wird:

= [—'61 :E 82(8('7._1))]Au1- + AuII (720)

Bc(i0) U Ayl
8s _B_ - A®) 4 ul) Aul

- Auf + Au’? (7.21)

Dies entspricht der Suchrichtung der konsistenten Linearisierung. Das Vor-
zeichen von e; ist analog zu dem entsprechenden Vorzeichen des "Wurzel”
terms in AX®) festzulegen. Wihrend der Strahlminimierung sollte es nicht
verandert werden.

Wie oben angefiihrt, fithren bei linearen Zusatzgleichungen die Suchrichtun-
gen Au’? bzw. Aul®) zum gleichen Ergebnis.

Bei quadratischen Zusatzgleichungen wird im Fall konsistenter Linearisierung
wie bei linearen Zusatzgleichungen (angepafite Normalenebenen) parallel zur
Hyperebene mit der Normalen u) gesucht. Der Korrekturterm infolge des
Residuums bedeutet die Versetzung der Hyperebene an den Kreis gegeniiber
der linearen Zusatzgleichung.

Wird die Strahlminimierung nach Gl. 7.2 bzw. 7.3 durchgefiihrt, so wird der
Korrekturterm nicht beriicksichtigt, und es wird auf einer Ebene durch die
Punkte I (s = 0) und II (s = 1) in Bild 7.2 iteriert.

Bei der Suche mit direkter Erfiillung der quadratischen Zusatzgleichung wird
in jedem Suchschritt auf der Kugelhyperebene iteriert. Mit Gl. 7.19 wird
auch das zugehdrige Residuum korrekt bestimmt. '

Der Aufwand gegeniiber einer inkonsistenten Suche nach GI. 7.2/7.3 ist
minimal grofler, da die Werte a, b, ¢ bzw. by,bs,¢; und cp bereits aus der
ersten Berechnung von AX®) vorliegen. Der einzige Unterschied liegt im
erforderlichen Speicherplatz, da fiir die Berechnung von Au? jeweils noch
Au’ und Au’? bereitgestellt werden miissen.
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Bild 7.2 Strahlminimierung bei angepaiten Normalenebenen und
bei konsistenter Linearisierung der quadratischen Zusatzgleichung
(eindimensionaler Fall)

Der Unterschied zwischen einer konsistenten und einer vereinfachten Strahl-
minimierung bei quadratischer Zusatzgleichung kann in Bild 7.3 am eindi-
mensionalen Fall leicht dargestellt werden.

Bei der vereinfachten Vorgehensweise wird auf der Sekantenebene iteriert, wo-
bei nach der Strahlminimierung die Zusatzgleichung nicht mehr exakt erfiillt
wird.

Im Zuge einer nichtlinearen Berechnung ist dies aber kein grundsitzlicher
Nachteil, da auch damit das eigentliche Ziel - die Berechnung einer Gleich-
gewichtslage - erreicht wird. Vorausgesetzt wird als Suchraum 0 < s < 1.

Bemerkung 7.1: [Crisfield 1983/ schlagt eine Strahlminimierung fiir quadra-
tische Zusatzgleichungen vor, die auf einer iterativen Erfiillung der Zusatz-
gleichung beruht. Hierbei wird auf Sekantenebenen gesucht und dann die
Bogenlinge korrigiert. Das Verfahren kann nicht mehr einfach geometrisch
gedeutet werden. Die hier vorgestellte konsistente Vorgehensweise erscheint
wesentlich eindeutiger.
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Bild 7.3 Konsistente und vereinfachte Strahlminimierung bei nicht-
linearen Zusatzgleichungen

Algorithmus: Strahlminimierung bei nicht ausschliefilich lastkontrollierten
Verfahren:

Ungleichgewichtskrafte

r9) = RED(AOXD, Au)(s))) — FEN (D), Au(50))) (7.22)

Fiir nicht verformungsabhingige Belastung wird dies zu:

r(9) = \@)(s@) . p — FED(xO), Au®)(5)) (7.23)
Suchrichtung:
. Ga)(s( 4
s

Es ist d®) = d© fiir lineare Zusatzgleichungen und konsistent linearisierte
Zusatzgleichungen.
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Im Folgenden werden nur die vom Standard Line — Search Algorithmus abwei-
chenden Schritte aufgefithrt. Selbstverstindlich kann jede Art von Skalierung
nach Abschnitt 6.4 mit dem dargestellten Algorithmus verbunden werden.

Ablauf

Schritt 1.
Ey = r(:0) . dlo)
E, = r(.-,1)*(3(1) =1)- d(l)(s(l) =1)
a=F,
b= FE,
Schritte 2. - 3. identisch wie in Abschnitt 5
Schritt 4. Neues Residuum

AE) — A(i)(sj ) Neuer Lastwert
Auld) = AXGA) . Aul 4 Ault
) — \Gd) . p _ F(i.j)(x(i)’ Au(i.:i))
Neue Suchrichtung
d = %a_"ﬂ . Auf + Aul!
Schritte 5. - 8. wie in Abschnitt 5.

7.2 Numerische Relaxation

/Ramm 1981/ schligt im Fall oszillierender Konvergenz fiir den Lastfaktor
AX®) eine einfache numerische Dampfung vor:

Kriterien:
a) AX®) . AXG-D) <0
b) | AXE) <] A XED) |

Werden beide Kriterien erfiillt, dann werden der Lastfaktor und der Verschie-
bungszuwachs mit einem Faktor « skaliert.

AN = o . AN (7.25)
Aul) = . Aul) = o( AN . Au! + Au'l) (7.26)

Ublicherweise wird a = 0.5 gesetzt.
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Dies kann als Strahlminimierung mit einem festen Wert von s = a gedeu-
tet werden. Das dargestellte Verfahren kénnte durch lineare Interpolation
zwischen den beiden Werten AX®) und AX¢~1) noch verfeinert werden.

z.B.
ANG-Y)

~ ANGD ZANG

a (7.27)

Dies wurde im Rahmen dieser Arbeit jedoch nicht in ein Rechenprogramm
implementiert.

Bemerkung 7.2: Dieses einfache und offensichtlich wenig aufwendige Verfah-
ren verbessert die Konvergenzrate in vielen Fillen betrachtlich. Allerdings
fehlen dem Vorgehen die globalen Konvergenzeigenschaften der klassischen
Strahlminimierungstechniken. D.h. es kann zur Konvergenzbeschleunigung
eingesetzt werden, aber nicht zur Konvergenzsicherung.
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8 Kombination der Quasi-Newton Verfah-
ren mit Kurvenverfolgungsalgorithmen

8.1 Algorithmen

Zur Kombination mit Kurvenverfolgungsalgorithmen miissen die Quasi-New-
ton Verfahren modifiziert werden, um die Anderungen im Parameter A - dem
Lastfaktor - zu beriicksichtigen (Blld 8.1)

J Last
AN PO
m)é‘!)_P o
(2)
AN P
e (3)
K0/ Km//r(z)= o AN-P
e K ——
/ — —
/—-”’ Ar(Z)
{2)
// Au
~ Artt)
//
g Aul)
.
u

Bild 8.1 Kombination Quasi — Newton Verfahren - Bogenlingen-
verfahren (Iteration auf Normalenebenen)

Die modifizierte Quasi — Newton Gleichung lautet:

K®.Au® = (k1) p _ ple-1) _ 2B . p_F#] 4 AXF) . P
= 1) _ () L ANK) . p (8.1)
Ar®) = 1) _ () _ AXR) . P) (8.2)

Bemerkung 8.1: Das Vorzeichen von AA* ist per Definition negativ, d.h. in
Gleichung (8.1) erscheint der Term AA*) . P mit positivem Vorzeichen.
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Als Folge dieser Modifikation wird es zur Bestimmung von AX(®) auflerdem
notwendig, in jedem Schritt die Losung des Gleichungssystems fiir zwei rechte
Seiten vorzunehmen.

Wird auch noch eine einfache Strahlminimierung nach den Gln. (7.2/7.3)
mit der angesprochenen Modifikation verkniipft, so gilt fiir die verschiedenen
Algorithmen:

8.1.1 Rang”-— Eins Aufdatierungen

BROYDEN mit Kurvenverfolgungsalgorithmen

KGE-D7 ALk — \K(k—l)‘1 cpte=1) AR g (e-1)7 -R—K(k‘l)—l . p(®)

~ Au®/s + Eﬁ_;_llm(wxw—lr*p _KG-DT0) (g.3)

Die Inverse der aufdatierten Matrix lautet (siche Abschnitt 4.2)

KO = (T4 a® . wh® . Au®) (T4 oD wk-D. Agt-1...
( I+a®.wh. Au®)KO™  (8.4)

Mit den Aufdatierungsvektoren Au®), w(i:

w® = Aul® — [KE-DT (=D L AN KE-DT ) 4 KE-DT L p0)

= Au® — A5 - BETUANOKE-Dp L K0 (55)

s
Der neue Term mit AX() ist schon im Anteil 1/s - Aul®) enthalten. Damit
bleibt der eigentliche Lésungsalgorithmus unverindert.

Fir die zweifache Losung des Gleichungssystems bietet sich mit der vektori-
sierten Form eine besonders effiziente Vorgehensweise an:

Algorithmus in der k-ten Iteration
1. Losung fiir die aktuelle Ungleichgewichtskraft r(*)

AutD)" = (8.6)
(I+ aBwEHAu®) .. (1 + aDwP A )T + aPwDAu()). KO™ p(k)
Kb~

108



Die berechneten Vektoren w® und die Werte a®) werden zusammen mit
Au‘®) gesondert gespeichert.

2. Losung fiir den Lastvektor P

Au*t) = (T4 a® . w® . Au*))... (8.7)
Au(t)
e e
(T4 a(z)w(z)Au(z)t)(I + aWwBAu®) KO .p
Auh!

Alle Vektoren inklusive Au(!) sind gesondert gespeichert. Damit kann
Au*+1)’ (= Au! in der k-ten Iteration) durch k skalare Produkte mit k Ad-
ditionen von Vektoren berechnet werden. Wird hingegen Au®’ gespeichert,
so ist nur ein skalares Produkt und eine Addition von Vektoren erforderlich.

Das schrittweise Vorgehen in der k-ten Iteration ist:
Schritte 1-3 wie beim Standardvorgehen
Schritt 4 wie beim Standardvorgehen
Schritt 5-6 wie beim Standardvorgehen
Ergebnis: Auk+D"
Schritt 7 Hole Au®®) aus dem Speicher

Schritt 8 ﬂ = Au(k)‘ . Au(k)r
Au(k+1)I = Au(k)I + ﬂ . a(k) . W(k)

Schritt 9 Speichern von Au+1)’

Bemerkung 8.2: Der dargestellte Algorithmus gilt unverindert fiir alle be-
kannten Bogenlingenverfahren.

Die entsprechenden Modifikationen fiir die anderen Quasi-Newton Verfahren
sind:

DAVIDON mit Kurvenverfolgungsalgorithmen

Inverse der aufdatierten Matrix

k
K@ —Kge™ 4 Z a® . w® Wl (8.8)

1=1
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Der Aufdatierungsvektor wird verdndert:

w® = Au® - K6 (6D 4 AND . p) 4 KE-D L 0)

= Au® = Au®)s — BT AOKGEDTp 4 KE-076 (3.9)
S

Neuer Aufdatierungsfaktor:

o) = 1/[W(i)‘(r(i—1) —rl) £ AXND) . P)] (8.10)

Im Algorithmus erfordert die Anderung des Aufdatierungsvektors bei einfa-
cher Strahlminimierung keine zusétzlichen Operationen. Die Anderung des
Aufdatierungsfaktors hingegen ist zu beachten.

Die doppelte Lésung des Gleichungssystems im k-ten Iterationsschritt kann
wieder vereinfacht werden:

1. Losung fiir die aktuelle Ungleichgewichtskraft r(*)

' k
Au®HD _ KO k) o 3 aGlwO(wl) . pk)) (8.11)

=1

Der berechnete Vektor w(*) und der Faktor al®) werden gesondert gespei-
chert.

2. Losung fiir den Lastvektor P

Au®)
(k+1)7 (0)~* ) i) . ) () . oo (B) . o (0
Au =K P+ [a - wl) . wt . Pl +al®) . W wB) P (8.12)
i=1
m:(rk)’

Da nur die Vektoren w(*) und die Faktoren o) gespeichert werden, mus,
um eine weitere Gleichungslésung (Vorwirts - Riickwértseinsetzen) zu ver-
meiden, entweder Au(® oder Au®’ gespeichert werden. Wird Au® ge-
speichert, so sind zur Berechnung von Au*+1)" k.Skalarprodukte und k-
Vektoradditionen durchzufithren. Wird hingegen Au®’ gespeichert, redu-
ziert sich dies auf ein Skalarprodukt und eine Vektoraddition.
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Das schrittweise Vorgehen in der k-ten Iteration ist:
Schritte 1-3 wie beim Standardvorgehen

. k) _ 1
Schritt 4 al*) = W (x(k=1) _x(*) + AX(¥).P)

Schritte 5-6 Wie beim Standardvorgehen
Ergebnis Au(*+1D"
Schritt 7  Hole Au®’ aus dem Speicher
Schritt8 gB=w®'.P
Ault+1)’ = Ay 4 B . 8. w(k)
Schritt 9 Speichern von Au*+1)’

8.1.2 Rang — Zwei Aufdatierungen

DFP - mit Kurvenverfolgungsalgorithmen

Inverse der aufdatierten Matrix

A k
KO™ = KO 1 3 a® . Au@Au® - T p0wiw®  (8.13)

i=1

Die Aufdatierungsvektoren w(?) werden verindert:
wl) = KOE-D7 (6D 4 A0, p) - KE-D7 L p0)
= Au/s+ BTN A0 KD P KEDT 0 (5.14)
s

Neue Aufdatierungsfaktoren:

1
Au®*(x(-D) _ 1) + AND . P)

=

5(*’)
1

= WD _10 1+ A0 . P (8.15)

Wie bei den beiden anderen Quasi-Newton Algorithmen erfordert die Ande-
rung des Aufdatierungsvektors w(? bei einfacher Strahlminimierung keine
zusitzlichen Operationen. Nur die Anderung der Aufdatierungsfaktoren ist
zu beachten.
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Die doppelte Losung des Gleichungssystems im k-ten Iterationsschritt lautet:

1. Lésung fiir die aktuelle Ungleichgewichtskraft r(¥)

k k
Au*HD™ — KO 1015 oD Au® Au® 2@ -3 gOwOwO M) (8.16)

=1 =1

Der Vektor w*) und die Faktoren a®), B3(**) werden im Zuge dieses Schrittes
berechnet und zusammen mit Au(*) gesondert gespeichert.

2. Lésung fiir den Lastvektor P

k-1 k-1
AuletD’ — KO .p+ 3 oA . A . P — 3 BOwEw6 . p
i=1 i=1
Au®?
+ a®.Au® . Au® P — gEwEw R p (8.17)

Auch hier empfiehlt es sich den Vektor Au®)’ zu speichern, dann sind fiir
die zweite Losung nur zwei Skalarprodukte und zwei Vektoradditionen erfor-

derlich.

Das schrittweise Vorgehen in der k - ten Iteration ist:

Schritt 1-3.  wie beim Standardvorgehen

Schritt 4. Aufdatierungsfaktoren
o™ = 1
Au(k)'(r(k—l) — k) + AN . P)
O L

w1 (r(:-1) — 18 + AN - P)

Schritt 5-6  wie beim Standardvorgehen
Ergebnis Aulk+D"

Schritt 7. Hole Aut®)’ aus dem Speicher
Schritt 8. 4 =Au® . P §=wk.P
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Aut+DT = Au® 4 o) .y An® — gE) L 5. )

Schritt 9. Speichern von Au(*+1)’

BFGS - mit Kurvenverfolgungsalgorithmen

Die effizienteste Form des BFGS-Verfahrens in Kombination mit Kurvenver-
formungsalgorithmen ist die modifizierte BFGS Aufdatierung mnach
Gl ( 4.26 ).

Inverse der aufdatierten Matrix

k . k
KO = KO 3" a®O(au® . w' 4w . Au®) + 3749 . Au® . Au®
(8.18)

Der berechnete Aufdatierungsvektor w(*) sowie die Faktoren a(®) und g(*)
werden zusammen mit Au‘® gesondert gespeichert.

Die Aufdatierungsvektoren w(*) werden veriandert:
w® = KD (-0 4 AN . p) — KGO 06
~ Au@)sq 8D 1) AND L KG-DT L p - KE-D7 46 (8.19)

Neue Aufdatierungsfaktoren:

1
Au(i)‘(r(i—l) — () 4 ANG). P)
B = oo w(i)‘(r(i—l) — @ 4+ AXD . P) 4 1] (8.20)

o

Wie bei allen anderen Quasi-Newton Algorithmen erfordert die Anderung
des Aufdatierungsvektors bei einfacher Strahlminimierung keine zusétzlichen
Operationen. Nur die Anderung der Aufdatierungsfaktoren ist zu beachten.

Bemerkung 8.3: Alle Quasi-Newton Verfahren kénnen auch in der einfachen
Fassung der Single Cycle oder Memoryless Versionen mit den Kurvenverfol-
gungsalgorithmen verkniipft werden. Die algorithmischen Anderungen der

Standardverfahren zu den "Memoryless” Verfahren sind identisch wie in Ab-
schnitt (4.4 ) geschildert.
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Die doppelte Losung des Gleichungssystems im k-ten Iterationsschritt lautet:

1. L3sung fiir die aktuelle Ungleichgewichtskraft r(*)

k
AgF+F K™, o) _ 3 o). Au® . w(® . g

=1

k
n Z(a(i) w4+ 80 . Au)Au® . p(F) (8.21)
=1

Der Vektor w(*) und die Faktoren q("), B werden im Zuge dieses Schrittes
berechnet und zusammen mit Au(®) gesondert gespeichert.

2. Losung fiir den Lastvektor P

Au(V)
(k+1)] _ T (0) T Al
Au =K -P—Za’Au‘w’- P

i=1

Sy

L, Au®’

k-1
£ (0w 4 49 Au)AutF. P
1=1

-

— AW E L Py (ofF) . w) 4 g L AuAu®) . P (8.22)
Wird auch hier der Vektor Au(®’ gespeichert, so sind fiir die zweite Lésung
nur 2 Skalarprodukte und zwei Vektoradditionen erforderlich.
Das schrittweise Vorgehen in den k-ten Iterationen ist:
Schritte 1-3 Wie beim Standardverfahren

Schritt 4 Neue Aufdatierungsfaktoren

(k) — 1
Au(k) (r(k=1) _p(k) 4 AX(¥).P)

B = aM[al*) . w) (x*-1) _ p() 4 AXK) . P) 4 1]
Schritte 5-6 Wie beim Standardverfahren

Ergebnis Aulk+D"
Schritt 7 Hole Au®’ aus dem Speicher

(8
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Schritt 8 y=wk'.Pp §=Aul® .P

Au®+) — Ayt _ (a(k) oy — ,B(k) . 6)Au(k) + o). §5. wk

Schritt 9

Speichern von Au+1’

8.2 Diskussion / Schrifttum

Die Verbindung der Quasi-Newton Verfahren mit allgemeinen Kurvenverfor-
mungsalgorithmen wird im Schrifttum vereinzelt im Zusammenhang mit dem
BFGS-Algorithmus von /Padovan 1985/, /Crisfield 1982,1983/ /Runesson et
al 1986/ und im Zusammenhang mit dem Broyden- und dem Davidon Ver-

fahren von /Zhu,Parisch 1982/ angesprochen. Im letzteren werden die beiden
Rang-Eins Verfahren mit dem BFGS bzw. DFP-Verfahren verwechselt.

In allen Arbeiten wird der eigentliche Vorteil der vektoriellen Algorithmen in
Bezug auf die doppelte Losung des Gleichungssystems nicht erwahnt. /Cris-
field 1983/ entwickelt aus der vektoriellen BFGS-Form nach Gl. 4.81 nur
einfache Beschleunigungsformeln. Ansonsten wird der von /Matthies, Strang
1979/ vorgeschlagene BFGS - Algorithmus mit der Produktform verwendet.
Diese Form ist aber auf positiv definite Matrizen beschrankt, d.h. fiir negativ
definite Matrizen, wie sie nach dem Uberschreiten von Durchschlagpunkten
vorliegen, gibt es diese spezielle Aufteilung nicht. Dann mufi entweder mit
der Originalform (siehe Abschnitt 4.3.3 Gl. 4.80 ) oder mit der in Abschnitt
8.1 benutzten vektorisierten Form gearbeitet werden. Dies wird in fast allen
vorliegenden Arbeiten nicht beachtet.

/Padovan 1985/ schligt zwar vor, dann im Gegensatz zu positiv definiten
Matrizen den Vektorupdate nach /Brodlie et al 1973/ mit den negativen Vor-
zeichen zu verwenden. Hierzu fehlt jedoch jegliche analytische Begriindung.

Effizienz

Im Vergleich zum modifizierten Newton Verfahren bieten die Quasi-Newton
Verfahren auch in der Kombination mit den Kurvenverfolgungsalgorithmen
eine sehr effiziente Alternative. Der wesentliche Mehraufwand beschrankt
sich auf einige skalare Multiplikationen von Vektoren und die Speicherung
der Aufdatierungsvektoren.
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8.3 Kombination mit konsistenter Strahlminimierung

Wird bei der Kombination der Quasi-Newton Verfahren mit Kurvenverfol-
gungsalgorithmen eine konsistente Strahlminimierung durchgefiihrt, so ist
dies in allen vier dargestellten Verfahren nur im Aufdatierungsvektor geson-
dert zu beriicksichtigen.

Bei einfacher Strahlminimierung gilt:

Aun) = 5.40
AXD = 5. ANED(52) (8.23)
mit \
s... Konvergierter Wert der Strahlminimierung (o < s <1)

d® = AXED(s=1)Au! + Au¥? (8.24)

Dann kann vereinfachend gesetzt werden

KG-U7 oG- L AND KEDT . p = Auf 4+ AN LAY
= Aul/s 4 (s=1) AXD A’

a® 4 =1 - )AA(’)A T (8.25)

Bei nichtlinearen Zusatzgleichungen und konsistenter Strahlminimierung kann
Au® nicht durch eine skalare Multiplikation unmittelbar aus d®) gewonnen
werden, da AX* nicht linear von s abhngig ist.

Dann ist

Au® = AXE()Aul + 5. Au¥t (8.26)

Da der Vektor Auf bei den in Abschnitt 8.1 vorgeschlagenen vektorisierten
Algorithmen bereits gespeichert wird, ist dann nur noch der Vektor Auf
zusitzlich zu speichern. Dieser Vektor mufl in allen Algorithmen nur bis
jeweils Schritt 3 bereit gehalten werden und wird spater nicht mehr benétigt.
Der Mehraufwand an Speicherplatz innerhalb der gesamten Analyse betragt
eventuell eine Vektorlinge. Dies ist eine vernachlassigbare Gréfle.

Eine elegantere Moglichkeit beruht auf der Feststellung, dafl der Unterschied
in o und Au®/s nur auf den Lastfaktor beschrankt ist.

116



Es gilt:

: ANE)
Au/s = =" . Au 4+ Au¥! (8.27)
S

und

K07 060 4 AXD L KEDT P = Au@/s 4 (AN — AXD/s)Au]
_ d(i)_}.@AA(")AuI (8.28)

Damit kann die Speicherung von Au’’ entfallen.
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9 Erweiterung auf viele Zusatzgleichungen

Die Erweiterung des Ausgangssystems um mehrere Zusatzgleichungen ist
prinzipiell méglich. Ingenieurméflige Anwendungen werden von /Kréplin,
Dinkler 1985/ und /Wriggers et al 1988/ angegeben. Im mathematischen
Schrifttum existiert eine Vielzahl von Arbeiten iiber solche Systeme siehe
/Keener, Keller 1973/ und /Fink, Rheinboldt 1984/,

Das prinzipielle Vorgehen bei der Lésung des erweiterten Systems kann ana-
log zu den Losungsverfahren fiir einfach erweiterte Systeme erfolgen. Fiir
die Reduktion auf das urspriingliche System soll hier kurz der Losungsweg

gezeigt werden. Die formelmiflige Herleitung entstammt den Arbeiten von
/Zielke 1970/ und /Keller 1978/.

Liegt ein beliebiger Satz nichtlinearer Zusatzgleichungen vor, so kann im
Sinne des Newton-Verfahrens eine Linearisierung vorgenommen werden. Hier-
bei ist aber zu beachten, dal auch das Ausgangssystem beziiglich dieser Va-
riablen linearisiert wird.

Ausgangssystem

G(x,4,7) = TItF(X,A,P) (9.1)

Zusitzlicher Variablenvektor A (Steuerungsvariable)

Die Anwendung der Variationsrechnung fiihrt auf die nichtlinearen Gleichun-
gen:

F(x,),P)=0 (9.2)

Zusatzgleichungen
F.(x,A)=0 (9.3)

Die Anwendung der konsistenten Linearisierung fithrt auf:

s odo G
KG) = d—F(x(') + eAx,(’) _A_(’)) |le=0 (9-4)
€
ood :
CO = ZF(x,2D + eAA?) | (9:5)
€
v = dier(x(") +eax®,20) |, (9-6)
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. d . . .
HO = EF,(x(‘),A(') +eAXD) | 2o

Damit ergibt sich das vollstindige System zu:

KO c®][ax]_ [ PN
Ve HO | | AX | T | Fu(x,))

Die Losung basiert wieder auf der Aufteilung in zwei Teile:

AX =U7. A+ UH

mit
X=-KO".clh.A) KO .pd)

Ul=_KO'.C

Damait:

VO. . UIAA+ VO . UT L . ) = —FQ

AN = [VOTLKOT . cl) - gO-1L PO 4+ vO Lyl

(9.7)

(9.8)

(9.9)

(9.10)

(9.11)

(9.12)

(9.13)

Voraussetzung hierfiir ist, dafi die Matrix [VOK®™ C) — H] invertierbar

1st.

Dasselbe Ergebnis 1afit sich auch iiber die sukzessive Anwendung der Sher-
man/Morrison Formel erreichen. Formal mufl die Matrix H fiir Zwischen-
schritte invertierbar sein. Dies entfallt bei der sich ergebenden Formel.

Das hier dargestellte Vorgehen — von [Keller 1982/ als "bordering algo-
rithm” bezeichnet — stellt in keinem Schritt irgendwelche Anforderungen an
H. D.h. die Zusatzbedingungen kénnen alle frei von den Parametern J; sein,

z.B.H=0.
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10 Numerische Beispiele

10.1 Allgemeines

Die meisten der vorgestellten Algorithmen wurden vom Verfasser in das Fi-
nite Element Programm NISA /Brendel et al 1977,1981/ des Instituts fir
Baustatik der Universitat Stuttgart und in das Programm FEAP /Taylor
1985/ eingebaut, bzw. es wurden bestehende Algorithmen /Ramm 1981/
modifiziert.

Aus der Vielzahl der Méglichkeiten wurden die wesentlichen Algorithmen
an den folgenden Beispielen getestet. Sie sollen einen Uberblick iiber die
Leistungsfahigkeit und die Grenzen der einzelnen Algorithmen geben. Es
wird versucht, soweit moglich, eine rationale Erklarung fiir das Verhalten
einzelner Algorithmen zu geben. Angesichts der Komplexitdt der behandel-
ten Strukturprobleme kann es aber manchmal nur bei einer Beschreibung der
Beobachtungen bleiben. An dieser Stelle sei bemerkt, dafl ein etwaiges Ver-
sagen eines Algorithmus trotz sorgfiltiger Prifung auch auf etwaige Fehler
in der Implementierung durch den Verfasser zurtickgefiihrt werden kann.

Die numerischen Beispiele sind so gegliedert, dafl zuerst die Quasi-Newton
Verfahren an geometrisch und geometrisch/ physikalisch nichtlinearen Bei-
spielen getestet werden. Danach wird der Einflufl der verschiedenen Kurven-
verfolgungsalgorithmen auf den Iterationsablauf gezeigt, und die Wirkung
der Strahlminimierung auf die Konvergenzverbesserung untersucht. Hierzu
werden Beispiele mit vorwiegend geometrisch nichtlinearem Verhalten ge-
wiahlt, um die Eignung der verschiedenen Verfahren im Nachbeulbereich sta-
bilitatsgefahrdeter Strukturen zu zeigen. An denselben Schalenbeispielen
wird die Kombination der Quasi-Newton Verfahren mit Kurvenverfolgungs-
algorithmen mit und ohne Strahlminimierung getestet. Den Abschluf} bil-
det ein gréfleres geometrisch und physikalisch nichtlineares Problem aus der
Schalenberechnung.

Fiir weitere Vergleiche sei auf /Ramm, Matzenmiller 1987/ und /Matzen-
miller 1988/ verwiesen, wo die implementierten Algorithmen den konsistent
hergeleiteten Newton-Algorithmen gegeniibergestellt werden.

Toleranzen

Zur Bestimmung der Konvergenz werden numerische Schranken vorgegeben.
Ublich sind Schranken fiir Verschiebungs- und Kriftenormen /Bergan,Clough
1972/ evtl. auch Energienormen. In allen Beispielen wird gegen die Euklidi-
sche Norm der Verschiebungen

I Au® < e | u® |
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Verschiebungszuwachs gegen Verschiebungen im Lastschritt
und gegen die Euklidische Norm der Ungleichgewichtskrifte

I < regre | £ — @)

abgepriift. Die Energienorm | Au® . r() |< e,y | Au(® . r(Y) | wurde stets
beobachtet, ist aber in der Dokumentation der Beispiele nicht enthalten.

Die gewahlten Schrankenwerie waren:
Uy = 1073 und Per = 1071 = 1072

Bemerkung 10.1: Von der Vorgabe bestimmter Groflen fiir die Schranken-
werte ist auch die Beurteilung der einzelnen Algorithmen betroffen. Werden
grofiziigige Schrankenwerte angegeben, so werden diese von den Sekanten-
verfahren in wenigen Schritten schnell erreicht, die echten Newton — Ver-
fahren besitzen dann noch keinen Vorteil. Werden hingegen scharfe, kleine
Schrankenwerte angegeben, so benétigen die Sekantenverfahren trotz even-
tuell superlinearer Konvergenz relativ viele Schritte zur Bewaltigung. Liegt
hingegen die Schrittweite noch im Anziehungsbereich des Newton-Verfahrens,
wird die quadratische Konvergenzeigenschaft der Newton-Verfahren deutlich
und auch sehr kleine Schranken werden mit wenigen (6-7) Iterationen unter-
schritten.

Nichtlineare Formulierung

Bei allen Beispielen wird von einer materiellen Beschreibung ausgegangen
/Green,Naghdi 1965/. Die speziellen Aspekte fiir geometrisch nichtlineare
Problemstellungen sind in /Bathe,Ramm,Wilson 1975/ sowie in den wei-
terfiihrenden Arbeiten /Ramm,Matzenmiller1985/, /Matzenmiller 1988/ und
fiir materiell nichtlineare Probleme /Sittele 1980/ /Ramm,Matzenmiller
1987/ ausfiihrlich beschrieben (siehe dort auch fiir weiteres Schrifttum).

Fiir die Effizienz der Newton-Verfahren war die Entwicklung der konsisten-
ten Linearisierung fiir geometrisch und materiell nichtlineare Probleme we-
sentlich. /Marsden,Hughes 1983/, /Simo,Taylor 1985/. Erst damit liegt
eine richtige Tangentensteifigkeitsmatrix im Sinne des Newton-Verfahrens
vor. Vorher wurde meist mit gendherten Tangentenmatrizen gearbeitet, bei
denen z.B. im Falle von Schalenproblemen Terme beziiglich der Rotation
fehlten und im Falle materiell nichtlinearer Probleme die Plastizitit nur sehr
unvollstindig erfafit wurde.

Dieser Aspekt muf fiir einen sinnvollen Vergleich mit Newton—Verfahren be-
achtet werden.
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10.2 Kragbalken unter gleichférmiger Belastung

Ein einfaches Beispiel fiir den Test unterschiedlicher Verfahren stellt der in
/Bathe,Cimento 1980/ fiir Vergleichsuntersuchungen verwendete Kragbalken
dar. Es handelt sich um ein rein geometrisch nichtlineares Problem, fiir das
eine analytische Lésung vorliegt /Holden 1972/.

Gesamtlast
qi.r_féinem
Zii#ﬁi#i Schritt
é IR’
. L
L =10 E =
b = 1 V = : : ; 4 >
A= PL3/ET 02 04 06 08 w/L

Bild 10.1 Kragbalken unter gleichférmiger Belastung
Geometrie und Last— Verformungskurve

Die Geometrie und Materialinformationen sind in Bild 10.1 gegeben. Die
Finite Element Modellierung erfolgte mit fiinf Serendipity Elementen mit je
8 Knoten als ebenes Problem. Aus Vergleichsgriinden wurde die gesamte
Last in einem Schritt aufgebracht.

In Tabelle 10.I sind die Ergebnisse in Bezug auf die Zahl der benétigten
Iterationen, Strahlminimierung, Line Search und verbrauchter Rechenzeit
angegeben. Die Line Search Toleranz betrug 7 = 0.9.

Das echte Newton Verfahren konvergierte in 7 Schritten, wihrend mit dem
modifizierten Newton Verfahren auch mit Strahlminimierung keine Konver-
genz zu erzielen war.

Die Quasi — Newton Verfahren zeigten stark unterschiedliches Verhalten:
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Das Broyden- und das DFP-Verfahren konvergierten auch nach 500 Itera-
tionen noch nicht. Die Verschiebung des Broyden-Verfahrens lag dann noch
um 16 % unterhalb der endgiiltigen Verschiebung und es traten grofie Un-
gleichgewichtskrifte auf. Beim DFP-Verfahren ”verharrte” die Verschiebung
rund 40 % unterhalb des erwarteten Ergebnisses ohne Konvergenzfortschritt
oder Divergenz auch bei héheren Iterationszahlen. Das Davidon- und das
BFGS-Verfahren in allen Variationen konvergierten ohne Zusatzmafinahmen.
Der Zeitvorteil der in Abschnitt 4.3.3 vorgestellten vektorisierten Algorith-
men ist bei diesem kleinen Beispiel gering.

. _URiL _ 542 Ungleichgew.
Toleranzen: €= R - 10 krégilffe g
line search  ®d=AQT ~ Verschiebung
M =09
Anzahl | CRAY
Bemerkungen
it | LS | (Sec) °
BFOYdeh 500| - - keine Konvergenz
454 | 243 | 7.32
Davidon| 153 1.92
78| 26 | 1.42
DFP 500 - - keine Konvergenz
469 10 852 Line Search nur
am Anfang
BFGS A 1.3
BFGS(P)| 74 - 1. 34
BFGS 74 - 1.34
(M/S) 67 | 21 1.37
BFGS(P)| 117 | 62 | 2.00 | neiusiegates
Newton | 7 - 43

Tabelle 10.I Vergleich der Iterationsverfahren - Iterationszah-
len/Rechenzeit

Die Bedeutung der Strahlminimierung bei Quasi-Newton-Verfahren ist of-
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fensichtlich. Das Broyden- und das DFP-Verfahren konvergieren mit dieser
Zusatzmafinahme zu richtigen Ergebnissen. Allerdings ist die Zahl der Itera-
tionen in beiden Fillen sehr hoch. Beim Davidon-Verfahren wird der grofite
Gewinn an ersparter Rechenzeit erzielt. Bei den BFGS- Algorithmen wird
zwar die Zahl der Iterationen verringert, aber der Aufwand fiir die Strahlmi-
nimierung fiithrt zu einer insgesamt etwas héheren Rechenzeit.

Wird die Produktform des BFGS- Verfahrens mit der Beschrankung der Kon-
ditionszahl fir verschiedene Update Vektoren verwendet /Matthies,Strang
1979/, so ergibt sich insgesamt ein gréferer Rechenaufwand. Dieser Aspekt
wurde nicht weiter verfolgt, da die Konditionszahl der Matrizen bei Durch-
schlagproblemen ohnehin sehr grofi wird und dann eine Limitierung nicht
mehr moglich ist. Allerdings 13t dieses Beispiel den Schlufl zu, daff die
zuldssige Konditionszahl sehr grol gewahlt werden kann, ohne auf numeri-
sche Probleme zu fithren. Dies hat sich in weiteren numerischen Beispielen
bestitigt. '

Die Line-Search Toleranz wurde nicht variiert, da damit zwar die Zahl der
Iterationen eventuell zu verringern ist, aber der Gesamtaufwand wegen der
haufigen Auswertungen des Residuums wieder steigt.

Die wesentlichen Ergebnisse dieses Beispiels sind:

- Das Newton-Verfahren war am effizientesten.

- Das Davidon- und das BFGS-Verfahren liefern das beste Ergebnis der

Quasi-Newton Verfahren.

- Die Strahlminimierung stabilisiert das Konvergenzverhalten und reduziert
die Iterationszahl.

10.3 Quadratplatte unter gleichméfliger Belastung

Das Biegeverhalten einer Quadratplatte unter gleichformiger Belastung (Bild
10.2) sollte fiir elastisch, ideal plastisches Material untersucht werden siehe
auch /Ramm, Matzenmiller 1987/. Als Rechenmodell wurde ein Viertel der
Platte unter Einbeziehung der Symmetrie mit 5 biquadratischen Schalenele-
menten idealisiert. Da nichtlineare Effekte wegen des ausgeprigten Biegever-
haltens nur eine untergeordnete Rolle spielen, wurde geometrisch nur linear,
aber materiell nichtlinear gerechnet. Das Lastverformungsverhalten ist fiir
die Mittelpunktverschiebung in Bild 10.3 angegeben. Zum Vergleich der Ver-
fahren wurde die Gesamtlast in zwei Schritten iiber Lastkontrolle aufgebracht
(siehe Bild 10.3).
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Bild 10.2 Quadratplatte unter gleichférmiger Belastung
Geometrie — Material — FE Modell
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Bild 10.3 Last — Verschiebungsdiagramm Quadratplatte

In Tabelle 10.IT sind die benétigten Iterationszahlen der verschiedenen Ver-
fahren einander graphisch gegeniibergestellt. Die Beobachtungen aus dem
ersten Beispiel 10.1 werden bestitigt. Das Newton-Verfahren mit konsisten-
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ter Linearisierung ergibt die geringste Zahl an Iterationen, wihrend das

Zah!l der lterationen

> 30 >30 >30 ';c:
30 AVAN o
A ¢ ¢
% 2 2>
_ % A ©
25 1
/I
¢ g
[/ 9
20~ [/ 9
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/R
15 % A @@
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i |1
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o o«
| =z | 3 S| §
. ") w E‘ ©
c o | 3| 2| & 5 >
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Mittiere
100 115 100 CPU- Zeit
[ % ]

Tabelle 10.IT Vergleich der Iterationsverfahren — Iterationszahlen/
Rechenzeit

” Newton” Verfahren mit inkonsistenter Tangente (siche Abschnitt 10.1) di-
vergiert. Broyden- und DFP-Verfahren divergieren, bzw. konvergieren nicht,
wihrend sowohl die BFGS- als auch das Davidon-Verfahren konvergieren.

Eine wesentliche Eigenschaft der Quasi-Newton Verfahren wird beim Ver-

126



gleich der Rechenzeit deutlich. Trotz wesentlich gréBerer Iterationszahlen ist
der Gesamtaufwand beim Davidon-Verfahren ebenso hoch wie beim echten
Newton-Verfahren; beim BFGS-Verfahren ist er nur geringfiigig héher.

Die Strahlminimierung wurde an diesem Beispiel nicht getestet.

10.4 Scheibenstreifen mit Loch unter Zugbelastung

Dieser Scheibenstreifen (Bild 10.4) ist ein Standardbeispiel fiir den Ver-
gleich fiir Rechenalgorithmen bei der Verwendung elastoplastischer Werk-
stoffe /Ramm, Matzenmiller 1987/.

p=A-p p. =1215 N/mm?
| 0 0
! Py
e
20 e . A_.__ ot
- 36mm -— B :'
\LLXL\\
S [N/mm? ]
243
Ey E =7-1OL N/mm?, v=0.2
E _ _ 3 2
- ET-2.24-1O N/mm

Bild 10.4 Scheibenstreifen mit Loch — Geometrie — Material — FE
Modell

Als Berechnungsmodell wird ein Viertel der Struktur unter Symmetriebedin-
gungen - diskretisiert durch 182 bilineare Scheibenelemente - gewihlt. Das
allgemeine Last-Verformungsverhalten ist in Bild 10.5 gegeben.
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Bild 10.5 Last— Verformungsdiagramm fiir Punkt A

Fiir den Vergleich der Verfahren wurde die Last in drei Schritten iiber Last-
kontrolle aufgebracht (siehe Bild 10.5).

Die in Tabelle 10.IIT dargestellten Ergebnisse bestitigen die Ergebnisse der
vorigen Beispiele. Das Newton Verfahren mit konsistenter Linearisierung
sowie die BFGS- und das Davidon- Verfahren konvergieren in allen Last-
schritten. Alle anderen Verfahren divergieren bzw. konvergieren nicht, das
DFP-Verfahren sogar schon im ersten Schritt.

Der Gesamtrechenaufwand fiir die Quasi-Newton Verfahren ist erheblich ho-
her als fiir das konvergente Newton Verfahren. Dies ist bei diesem kleinen
Beispiel eine Folge des geringen Aufwands, der fiir die Erstellung und Fak-
torisierung der Tangentenmatrix benotigt wird.
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10.5 Durchschlagproblem einer Schale mit Dicken-
variation

Die in Bild 10.6 dargestellte flache Schale unter mittiger Einzellast zeigt
bei Modellierung eines Viertels der Struktur mit Symmetriebedingungen ein
ausgepragtes Durchschlagverhalten (Bild 10.7). Wird die Schalendicke gleich-
formig um die Halfte verringert, so ist in der Last- Verschiebungskurve des
Mittelpunktes noch eine Verschiebungsumkehr zu beobachten (Bild 10.8).
Beide Schalen wurden durch ein Netz von 3 x 3 Serendipity-Schalenelementen
mit je 8 Knoten diskretisiert.

frei

L

t=12.7mm

R/L =5.04 R/t =200, y=03
E = 3105 N/mm?
FE-Netz: 3x3 8Knoten Schalenelemente

Bild 10.6 Flache Schale unter mittiger Einzellast,
Geometrie : Diinn R/t = 400, Dick R/t = 200; FE Modell

%*R\ e HE

An diesen Beispielen sollen die verschiedenen Kurvenverfolgungsalgorithmen
und ihre Kombination mit den Quasi- Newton-Verfahren und Strahlminimie-
rung untersucht werden. Die Steuerung der Priadiktorschritte erfolgte mit der
Kombination der Beobachtung des Steifigkeitsparameters und der Vorzeichen
der Diagonale der LDL’ zerlegten Steifigkeitsmatrix.

Deutlich wird an Hand des Verlaufs des Steifigkeitsparameters, dafl dessen
Beobachtung alleine keine eindeutige Steuerung zulafit.
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Bild 10.7 Last— Verformungsverhalten, dicke Schale R/t = 200

10.5.1 Vergleich der Kurvenverfolgungsalgorithmen mit und ohne
Strahlminimierung
Der Vergleich beschrankt sich auf folgende Algorithmen

- Iteration auf angepafiten Normalenebenen (lineare
Zusatzgleichung)

- Iteration auf Kugelflichen (quadratische Zusatzgleichung)
- konsistente Linearisierung

- explizite Erfiillung der Zusatzgleichung

Diese werden mit dem modifizierten Newton Verfahren und zwei Strahlmini-
mierungsformen kombiniert.

- Einfache numerische Relaxation

- Strahlminimierung mit linearer Interpolation.
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IIT 3
Bild 10.8a Last— Verformungsverhalten, diinne Schale R/t = 400

Fiir die Schale mit der Dicke t = 12.7 mm ist der Einflu der Algorithmen
in Bild 10.9a~b dargestellt. Die Werte der Last-Verschiebungskurve wurden
an den Punkten 1 bis 6 bestimmt.

Das Diagramm in Bild 10.9a zeigt den deutlichen Vorteil der Iteration mit
quadratischer Zusatzgleichung. Ein Vorteil der expliziten Erfiillung der Zu-
satzbedingung gegeniiber der konsistent linearisierten Version ist bei diesem
Beispiel auch mit Strahlminimierung nicht zu entdecken. Die numerische Re-
laxation verbessert das Konvergenzverhalten betrachtlich und fiihrt fiir beide
Typen der Zusatzgleichung zu fast derselben Anzahl an Iterationen.
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Bild 10.8b Verschiebungsbild (halbe Schale) R/L = 5.0, R/t = 400,
t = 6.35 mm

Bei Anwendung der Strahlminimierung ergibt eine grobe Toleranzschranke
nur eine kaum merkbare Verringerung der Zahl der Iterationen bei gleichblei-
bendem bzw. vergroflertem Gesamtaufwand. Die positive Auswirkung der
Strahlminimierung wird erst bei schirferen Toleranzschranken auch beim Ge-
samtaufwand deutlich. Eine weitere Herabsetzung der Schranke bringt keine
wesentliche Verringerung des Gesamtaufwandes.

Beim Beispiel der diinnen Schale (t = 6.35 mm) fithrt keiner der beiden
Kurvenverfolgungsalgorithmen auch in der Kombination mit numerischer Re-
laxation zur Konvergenz (Bild 10.10a). In Schritt 4 ist fiir die explizite
Erfiillung der quadratischen Zusatzgleichung zwar etwas Konvergenz erkenn-
bar, die Berechnung wurde aber nach 200 Iterationen abgebrochen. Die nu-
merische Relaxation verhindert die Divergenz in den ersten Schritten, kann
aber das Versagen aller Verfahren nicht verhindern.

Die Kombination mit der Strahlminimierung fithrt fir alle drei Algorithmen
zur Konvergenz (Bild 10.10b), wobei die explizite Erfillung der Zusatzglei-
chung keinen Vorteil gegeniiber der konsistent linearisierten Form erbrachte.
Bei groben Line-Search Toleranzen ist die Gesamtzahl der Iterationen und
der Gesamtaufwand fiir die lineare Zusatzgleichung der Iteration auf Norma-
lenebenen etwas grofler. Bei schirferen Schranken ist der Aufwand fiir beide
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Gleichungstypen fast identisch.

10.5.2 Kombination mit Quasi-Newton Verfahren

Da die quadratische Zusatzgleichung bisher zur besten Konvergenz gefiihrt
hat, wurde am Beispiel des Schalendurchschlagproblems nur die Kombination
der Quasi-Newton Verfahren mit dieser Zusatzgleichung und Strahlminimie-
rung untersucht. Als Line Search Toleranz wird = 0.5 gewahlt. Die Dia-
gramme in Bild 10.11 (a-b) zeigen, dafl bei der Schale mit Dicke t = 12.7 mm
alle Quasi-Newton Verfahren bis auf das DFP-Verfahren auch ohne Strahlmi-
nimierung konvergieren. Die Strahlminimierung verbessert das Konvergenz-
verhalten der Rang-Eins Verfahren nur unwesentlich; bei den Rang-Zwei Ver-
fahren wird keine Strahlminimierung durchgefiihrt, da die Bedingungen und
Toleranzen hierfiir im Zuge der Berechnung nicht erfiillt bzw. unterschrit-
ten werden. Das BFGS-Verfahren zeigt monotone Konvergenz, wihrend die
beiden Rang-Eins-Verfahren nichtmonotone Konvergenz aufweisen.

Bei der diinnen Schale (t = 6.35 mm) (Bild 10.12a,b) zeigt sich fiir die
Rang-Eins Verfahren ein &hnliches Verhalten wie fiir die dicke Schale. Die
Rang-Zwei Verfahren bieten hingegen ein schwer deutbares Bild. Das BFGS-
Verfahren konvergiert mit deutlichem Mehraufwand gegeniiber den Rang-
Eins Verfahren, wihrend das DFP-Verfahren divergiert.

Wird zusdtzlich Strahlminimierung angewandt, divergiert das BFGS-Verfah-
ren, wahrend das DFP-Verfahren konvergiert. Eine genauere Untersuchung
des Verhaltens des BFGS-Verfahrens wies auf grofie Konvergenzschwierigkei-
ten in der Nahe des Verschiebungsumkehrpunktes der Kurve in Bild 10.8
hin. Die Diskriminante der expliziten Losung ist in diesem Bereich negativ,
und es mufite auf die konsistente Formulierung iibergegangen werden. Auch
kleinere Schrittweiten fiihrten zu keiner Behebung der Schwierigkeiten. Diese
Probleme erfordern noch eine gesonderte Untersuchung.

Zusammenfassend kann festgestellt werden:

- Das Davidon- und BFGS-Verfahren zeigten fiir die dicke
Schale das beste Verhalten.

- Das Davidon- und das Broyden-Verfahren waren bei der
diinnen Schale iiberlegen.

136



27 16 22
?tof oo

a) Rang - Eins |

mod. Newton

10 1

LS. toln=5

+ + 4 + $ t -
12 3 4 5 6 Schritt
No.
It.?
b) Rang - Zwei

10+

— DFP
Divergenz

—--BFGS

A ]

Kein Unterschied mit
Line Search

4 } + + + + y
1 2 3 4L 5 6 Schritt

Bild 10.11 Dicke Schalen, Kombination mit Quasi Newton Ver
fahren

a) Rang — Eins Anderungen
b) Rang — Zwei Anderungen
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Diinne Schale R/t = 400
a) Rang — Eins Anderungen
b) Rang — Zwei Anderungen
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10.6 Rahmen unter Einzellast - Grofie Rotationen

Der in Bild 10.13a dargestellte, ebene Rahmen ist ein Beispiel /Lee 1968/,
bei dem das Stabilititsversagen erst bei grofien Verschiebungen auftritt (Bild
10.13b). Auflerdem ist hier eine Verschiebungsumkehr fiir den Lastaufpunkt
zu beobachten.

AzbBcm?

)= 2cmt

E = 720 kNicm?
v=43

Last

120

T T T T T “‘l T T T
w0 20 0 w© 0 © 7 0 30

Verschiebungen [mm]

Bild 10.13. Rahmen unter Einzellast
a) Geometrie — Verformte Figur
b) Last — Verschiebungskurven, Lastaufpunkt

Versuche, mit dem modifizierten Newton Verfahren oder den Quasi-Newton
Verfahren zu arbeiten, scheiterten, da die Schrittweiten fiir eine sinnvolle
Berechnung zu klein gewihlt werden mufiten. Daher wurde das echte Ne-
wton Verfahren mit drei Variationen der Kurvenverfolgungsalgorithmen zur
Losung herangezogen.

- Iteration auf angepafiten Normalenebenen (lineare Zusatzgleichung)
- Iteration auf Kugelflichen (quadratische Zusatzgleichung)

- konsistente Linearisierung

- explizite Erfiilllung der Zusatzgleichung

Den Vergleich der Iterationszahlen der drei Algorithmen fiir unterschiedliche
Schrittweiten zeigt Tabelle 10.IV.
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Fir Schrittweiten mittlerer Gréfle (ds = 25) ist fast kein Unterschied zwischen
den Verfahren feststellbar. Wird die Schrittweite vergréfert (ds = 35), so
konvergiert nur noch Crisfields Verfahren mit der expliziten Erfiilllung der
Zusatzgleichung. Bei weiterer Vergroflerung der Schrittweite divergiert auch
dieses Verfahren.

Strahlminimierung fiihrte zu keiner Konvergenzverbesserung und konnte die
Divergenz in keinem Fall verhindern.

10.7 Bogen unter Einzellast - Skalierungsfragen

Die Frage der Anpassung der Kurvenverfolgungsalgorithmen wurde am Bei-
spiel des Bogens unter Einzellast untersucht (Bild 10.14) Fiir eine ausfiihrli-
che Beschreibung des verwendeten Balkenelements sei auf /Simo et al 1984/

verwiesen. Das Verformungsverhalten bei variiertem Lastniveau ist in Bild
10.15 dargestellt.

}

Bild 10.14 Bogen unter Einzellast — Verformungsfiguren

Die Anpassung des Algorithmus an das Verhalten des Systems wurde mit der
Skalierung der linearen Zusatzgleichung (Iteration auf angepafiten Normale-
nebenen) durchgefiihrt.

F = (x® = xS - (x— x8) + B —m 1) — A®)
B ... Lastskalierungsfaktor
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Bild 10.15 Lastverschiebungsdiagramm Vertikalverschiebung

Skaliert wurde mit einer Diagonalmatrix S mit

a) 8= uTiT" Skalierung mit Referenzvektor ug‘ ) # 0

a b
b) Siidisp = F Siipot = X a,b...Konstante

Skalierung mit Durchschnittswerten %, %

Fir den Skalierungsfall a) wurde als Referenzvektor der Verschiebungsvektor
des ersten linearen Schritts gewidhlt. Entsprechend wurde auch der Faktor

,8 = W bestimmt.
Als globales Resultat kann folgendes angegeben werden:

Wahrend der Berechnung wurde eine zu starke Verkleinerung der Schritt-
groflen beobachtet, die fiir einen eflizienten Algorithmus um vieles zu klein
waren. Dies war besonders ausgeprigt im Bereich des Durchschlagpunktes.
Da diese Skalierung schwer zu steuern ist, aber grofie Adaptivitat zeigt, kann
sie nur fiir kritische Bereiche empfohlen werden. Fiir ein effizientes Verfahren
sollte der Skalierungsvektor wieder mit einem Skalar angepafit werden, damit
in unterschiedlichen Bereichen optimale Schrittweiten méglich sind. Dem
Anwender des Algorithmus bietet diese Skalierung viele Méglichkeiten; die
sinnvollste Wahl ist jedoch problemabhingig.
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Im Skalierungsfall b), bei dem mit den Mittelwerten des ersten linearen
Schnitts skaliert wurde, bestimmen im wesentlichen die Groftwerte der Ver-
schiebungen und der Rotationen die Schrittweite.

Variiert wurden noch die Faktoren a, b und 8 mit den Werten 0 bzw. 1, so
daB alle Formen der reinen oder gemischten Translations-, Rotations- und
Lastkontrolle méglich waren.

Auch hier sei wegen der schwierigen Darstellbarkeit als Ergebnis nur folgendes
gesagt:

Die Steuerung mit Rotationstermen alleine und auch in Kombination mit
Lasttermen erbrachte die Lésung mit dem geringsten Aufwand, d.h. die op-
timale Kombination Schrittweite /Anzahl der Iterationen. Dies ist der Do-
minanz der Rotationen bei diesem Beispiel zuzuschreiben, die im Verhaltnis
zu den Verschiebungen gréfier sind.”

Als Ergebnis dieser Skalierung kann festgehalten werden:

1. Zur Steuerung der Verfahren sind die GréBen mit den prozentual grof-
ten Anderungen optimal; dann ist auch die Adaptivitat der Verfahren
sehr gut.

2. Im Hinblick auf einen effizienten Algorithmus bieten Mittelwerte einen
Ausgleich zwischen grofier Adaptivitdt und sinnvollen Schrittweiten.

10.8 Kegelschale unter Innendruckbelastung

Zum Test der Quasi-Newton-Verfahren in Kombination mit den Bogenlingen-
verfahren an einem Beispiel mit gréfleren Unbekanntenzahl wurde das Durch-
schlagproblem der wassergefiillten Kegelschale (Bild 10.16a) gewihlt. Das
grundsitzliche Verhalten dieser Struktur wird ausfiihrlich in /Stegmiiller
1985/ beschrieben; das berechnete Lastverformungsverhalten ist in Bild
10.16b gegeben.

Das Finite Elementmodell stellt einen 15 Grad Ausschnitt aus der Schale dar.
Die Geometrie wurde zur Erzeugung eines Durchschlagproblems mit einer
kleinen Imperfektion in Form einer héheren, unsymmetrischen Eigenform
beaufschlagt.

Als Kurvenverfolgungsalgorithmms wurde die lineare Zusatzgleichung mit Ite-
ration auf angepafiten Normalenebenen gewihlt.

Der Vergleich der Iterationsverfahren ist in Diagrammform (Bild 10.17) ge-
geben. Bei allen Verfahren wurde die Berechnung nur bis zum Uberschreiten
des Durchschlagpunktes durchgefiihrt.
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Bild 10.16 Wassergefiillte Kegelschale
a) Geometrie FE — Modell

b) Last — Verformungsdiagramm

Wahrend das modifizierte Newton —~ Verfahren im ersten Schritt zu keiner
Konvergenz fiihrte und hierzu das echte Newton — Verfahren verwendet wer-
den mufite, war die gesamte Berechnung der Last-Verformungskurve mit den
Quasi-Newton-Verfahren problemlos méglich.

Beim modifizierten Newton-Verfahren war die Konvergenzbeschleunigung mit
numerischer Relaxation ein wesentlicher Faktor. Die Strahlminimierung er-
brachte bei allen Quasi-Newton— Verfahren innerhalb des berechneten Be-
reichs keine Verringerung der Iterationszahlen.

Der Vergleich der Rechenzeiten, der noch mit einer nicht optimalen Ver-
sion der Kombination Quasi-Newton/Bogenlingenverfahren erfolgte, zeigt
den Vorteil der Quasi-Newton Verfahren bezogen auf den Gesamtaufwand.
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Weitere Untersuchungen wie Vergleiche bei gréfieren Schrittweiten und mit
unterschiedlichen Line-Search Toleranzen unterblieben aus Kostengriinden.

lterftionen

Durchschlagpunkt
151
_DFP .
10 1 Davidon / - Broyden
e ./ Mod.
Cafo | Newton
N +Relaxa-
A\ tion
5+ A
@
! } f I
01 0.2 0.3 0.4 Yrop

@ Erster Schritt mit Standard Newton

-3
Toleranzen: Verschiebungen TAull/llAujpl <‘|0_3
Kraffe IRU/N R, I <10

Bild 10.17 Vergleich der Iterationsverfahren, Quasi Newton Ver-
fahren und Kurvenverfolgungsalgorithmen

145



11 Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit iiber Iterationsverfahren bei nichtlinearen Berechnun-
gen in der Strukturmechanik weist vier Schwerpunkte auf:

1. Quasi-Newton Verfahren
2. Kurvenverfolgungsalgorithmen

3. Kombination von Quasi-Newton Verfahren und Kurvenverfolgungsal-
gorithmen

4. Strahlminimierung bei Kurvenverfolgungsalgorithmen

Neben einer umfassenden Schrifttumsdurchsicht wurden die Verfahren klas-
sifiziert und geordnet. Wesentliche Neuentwicklungen waren:

1. Die Bereitstellung weiterer bekannter Quasi-Newton Algorithmen in

Vektorform (Davidon, Broyden, DFP und BFGS modifiziert).

2. die Kombination der Quasi-Newton Algorithmen in Vektorform mit
Kurvenverfolgungsalgorithmen.

3. die Bereitstellung von Strahlminimierungsalgorithmen fiir beliebige li-
neare und nichtlineare Nebenbedingungen.

Die entwickelten bzw. dargestellten Verfahren wurden an einer beschriankten
Anzahl von Beispielen getestet. Fiir den beobachteten Problemkreis kénnen
folgende Aussagen getroffen werden:

i) Das Davidon- und das BFGS-Verfahren erwiesen sich als die am be-
sten verwendbaren Quasi-Newton Verfahren. Dies betrifft sowohl die
Konvergenzgeschwindigkeit als auch die Zahl der erforderlichen Reche-
noperationen pro Schritt.

ii) Das BFGS-Verfahren in der modifizierten Form ist das effizienteste der
drei dargestellten Variationen der BFGS-Anderung der Systemmatrix
auch fiir nicht positiv-definite Ausgangsmatrizen.

iii) Crisfields Vorschlag der expliziten Iteration auf kugelfSrmigen Hyper-
flichen erwies sich als robustester Kurvenverformungsalgorithmus.
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iv) Die Kombination von Kurvenverfolgungsalgorithmen mit Quasi-Newton
Verfahren erfordert nur wenig mehr Aufwand als die Kombination mit
dem modifizierten Newton-Verfahren.

v) Die Strahlminimierung fihrt zu einer Konvergenzbeschleunigung bei
den hier betrachteten Verfahren und zu einer Konvergenzsicherung. Es
ist von Vorteil, wenn Strahlminimierungsrichtung und Iterationsrich-
tung iibereinstimmen.

Die Quasi-Newton Verfahren mit reduzierter Aufdatierung bediirfen noch ei-
ner Untersuchung hinsichtlich der Effizienz und Konvergenzgeschwindigkeit.
Einige numerische Testprobleme zeigen ein beschleunigtes Konvergenzver-
halten gegeniiber den modifizierten Newton Verfahren und bestitigen die
Ergebnisse in /Crisfield 1984 /. Weitere sicher belegbare Aussagen fiir allge-
meine Problemklassen kénnen kaum getroffen werden.

Offene Fragen und Ausblick

Die Quasi-Newton Verfahren lassen dann die beste Konvergenz erwarten,
wenn die Anderungen der korrekten Matrix den vorgeschlagenen Rang-Eins
bzw. Rang-Zwei Anderungen hnlich sind. Z.B. kénnte das Broyden- Ver-
fahren fiir Probleme mit unsymmetrischen Matrizen (nicht assoziierte Fliefi-
gesetze, grofle Starrkdrperrotationen) bessere Ergebnisse zeigen als bei den
beobachteten Beispielen. Ahnliches kann fiir das DFP- Verfahren bei z.B.

Kontaktproblemen, die zu Rang-Zwei Anderungen fiilhren, erwartet werden.

Auch die Frage der optimalen Skalierung bei Kurvenverfolgungsalgorithmen
kann nicht abschlielend beantwortet werden. Dies liegt zum einen an der
Vielzahl der Moglichkeiten und zum anderen an der Bindung an das zu
losende Problem. Fiir praktische Anwendungen konnen aus Griinden der
Uberschaubarkeit nur zwei-, maximal drei-parametrige Skalierungen emp-
fohlen werden.

Eine weitere offene Frage ist die Kombination der Quasi-Newton Verfahren
mit dem Newton-Verfahren z.B. in der Form, dafl einige Iterationsschritte
mit dem einen und die folgenden mit dem anderen Verfahren ablaufen oder
dafB z.B. stindig zwischen den Verfahren abgewechselt wird. Erste Unter-
suchungen /Gelin, Picart 1988/ fiihren zwar zu einigen ad-hoc Vorschligen,
die fiir praktische Berechnungen als erste Faustregel dienen kénnen. Eine
rigorose mathematische Untersuchung fehlt noch und ist auch angesichts der
Vielfalt der méglichen Aufgaben kaum zu erwarten.
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Ein sinnvoller Weg scheint daher zu sein, daf8 die Programme zur Berechnung
nichtlinearer Probleme die wesentlichen Algorithmen beinhalten, und es dem
Benutzer iiberlassen wird, wann und in welcher Kombination diese Algorith-
men eingesetzt werden. Damit steht dem Benutzer offen, seine Erfahrungen
fiir seine eigene Problemklasse optimal nutzen. Eine Benutzerunterstiitzung
kénnte z.B. durch wissensbasierte Systeme erfolgen.
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13 Anhang

A. Sherman/Morrison Formel

Die Beobachtung von /Sherman, Morrison 1947/, dafl sich die Inverse einer
mit einer um den Rang-Eins veranderten Matrix in einfacher Form schreiben
1a3t, bildet die eigentliche Grundlage zum Erfolg des Quasi-Newton Verfah-

rens in den Ingenieurwissenschaften.

(A +auvt)™? = A7!'-Bxz (A.1)
x = A7'a (A.2)
z .= A7lv N (A.3)
& 14+ a-vtA-lu (A-4)

A ... Systemmatrix
u, v... Anderungsvektoren

a .. beliebiger Faktor

In /Zielke 1970/ wird neben einer interessanten historischen Betrachtung
auch der breite Anwendungsbereich basierend auf der Grundidee von Sher-
man/Morrison gezeigt.
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B. Rang-Eins Anderung nach Kleinmichel

/Kleinmichel 1981/ schlagt eine Rang-Eins Anderung vor, die sowohl sym-
metrische als auch positiv-definitive Matrizen erzeugt. Entwickelt aus der
Oren/Luenberger Klasse /Oren, Luenberger 1970/ ergibt sich:

(K(k—l)“y(k))(K(k—l)"y(k))t

K& — —_ ]
y(k)'K("—l)'ly(k) + 7y(")' Au(")/a

[Ic(k--l)—1

- (B.1)

a ist der Strahlminimierungsfaktor (line-search faktor).
4 ist ein freier Parameter zur Skalierung.

Vorschlag: ¥ = 0.5

y{*) ist definiert als
y® = Ar(® _ ypk-D) — (1 y)pke-D) 0 (B.2)

d® ist definiert als

4® — Aul®)

104

(B.3)

Bei geniigend genauer Strahlminimierung ist die obige Matrix positiv definit
und die Inversion ist méglich. Die urspriingliche Matrix lautet dann:

K® = Tig-1) 4 (B.4)
a
Voraussetzung hierfiir ist auferdem, dafl r(*=1) £ 0 ist.

Das wesentliche Problem dieser Aufdatierungsformel ist die geforderte Ge-
nauigkeit der Strahlminimierung, die jeweils zu iiberpriifen ist. Hierbei muf}
die Strahlminimierung so genau erfolgen, daf
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pu® = L;"‘—w < tol (B.5)

erfiillt ist. & ist der Strahlminimierungswert bei exakter Minimierung.

Nach /Kleinmichel 1981/ muf} der relative Fehler der folgenden Bedingung
geniigen:

0<u® < p<1—v ‘ (B.6)

Im vorgeschlagenen Fall

Y

0<pu® < (B.7)

[ R

Dies kann in den meisten Fillen mit Sicherheit garantiert werden.
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C. Quasi viskose Dampfung nach Kréplin

Standardform

In einer Vielzahl von Ver6ffentlichungen schlagen Kréplin et al, siche auch
/Kroplin, Dinkler 1985/ als alternatives Verfahren zur Bestimmung nichtli-
nearer Gleichgewichtszustinde die sogenannte -” Quasi viskose Dampfung” vor.

Zur numerischen Stabilisierung der Lésung wird dhnlich zur Dynamischen
Relaxation ein geschwindigkeitsabhéngiger Term zum nichtlinearen Gleichungs-
system addiert, der in der Nihe der Lésung des Ausgangsgleichungssystems
verschwindet.

Wird von einem Newton-Verfahren ausgegangen, so lauten die iterativen
Gleichungen in der Strukturmechanik:

Ausgangssystem:
K(x)ax® = —F(x®) (C.1)
Im weiteren:

K® = K(x%) FO) = F(x()
Addition des geschwindigkeitsabhingigen Terms:
KOAX® + Dx() = @) (C.2)

Wird fiir die Verschiebung ein linearer Verlauf iiber die Zeit angenommen,so
gilt:

t ; t t
¢ — — 2 Y1) —x() = — C.3
x(t) (]i At)x + Atz AapxXTe (C.3)
(t) = —(x® —x0-0)=2%
x(t) At(x x\" ") AL (C.4)
Gl. (C.1) eingesetzt in Gl. (C.2) ergibt:
[K® 4 iD]Ax(") = —F0 (C.5)
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Als Matrix fiir den Dampfungsterm wird eine Diagonalmatrix D* = LD

At
vorgeschlagen.
(C.8)

Um die Division durch Null zu vermindern, mufl jede Komponente Aa:g-i) des
Vektors Ax(*) gréfler als eine vorgegebene Toleranz sein.

Am?) > €40l

Diese kiinstliche Anderung mit einer Diagonalmatrix entspricht dem physi-
kalischen Einbau von ungekoppelten Einzeldimpfern an jedem Freiheitsgrad.

Dabei muB in jedem Schritt die Hessematrix K(x(*)) des Systems um diese
Diagonalterme verdndert und fiir die Gleichungslésung neu faktorisiert wer-
den.

Vektorisierte Form

Die hier im weiteren vorgestellte Variation des Verfahrens vermeidet die-
ses Problem und erlaubt sogar die Verwendung der unverianderten Matrix
K(x(®) mit (k # i) im Tterationsschritt i im Sinne eines Modifizierten Ne-
wton Verfahrens.

Es wird als Matrix des Dampfungsterms eine Matrix vom Rang-Eins gewihlt:
D =yy' (C.7)

Die Diagonalterme von D sollen identisch mit den Diagonaltermen von D*
sein:

o

D¥—_p

J3 i3

(i)
) _ Fj

(%)
J

Damit wird

(C.9)




Durch die einfache Form der Rang-Eins Anderung ergibt sich eine effiziente
Lésungsmoglichkeit mit Anwendung der Sherman/Morrison Formel:

[K(k) + y(‘)y(‘)t]—l = K(k)_l —_ ﬁzzt (C.].O)
mit
z = K® y0
_ 1
P = TFy0K® 50
Damit gilt:
Ax® = K& (ZF) 4 Bz7FC) (C.11)

Bei dem geschilderten Vorgehen miissen innerhalb einer direkten Gleichungs-
16sung zwei rechte Seiten beriicksichtigt werden.

Gesamtlésung:

Ax® = Ax®' 4 AxO (C.12)
Ax) = _KETTR6)

® - gO6

z = Yy

@7 1 @ p() £6)
Ax = (1+y(i)'z("))z F¥z

Der Mehraufwand fiir das Vorwirts-/Riickwéartseinsetzen und zwei Skalar-
multiplikationen von Vektoren und eine Vektoraddition ist verglichen mit
einer Standardlosung gering. Auflerdem wird zusatzlicher Speicherplatz fiir
nur einen Vektor bendtigt.

Der Vorteil gegeniiber dem in /Kroplin, Dinkler 1985/ vorgeschlagenen Vor-
gehen ist offensichtlich:

1. Die Originalinformation iiber die Steifigkeitsmatrix wie Determinante,
Eigenwerte < null etc. ist fir jeden Zwischenzustand verfiigbar.

2. Es kann das Modifizierte Newton Verfahren verwendet werden.
3. Der DampfungseinfluBl kann genau beobachtet werden.

4. Innerhalb eines bestehenden Rechenprogramms miissen nur in gering-
stem Mafle Anderungen vorgenommen werden.
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