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1. Aufgabe: (ca. 22.5 % der Gesamtpunkte)

Eine Punktmasse m rutscht eine schiefe Ebene mit dem Neigungswinkel a hinunter. Nach
stokfreier Umlenkung in P, rutscht sie horizontal weiter. Die Bewegung beginnt ohne Anfangs-
geschwindigkeit bei P, und ist reibungsfrei.

a) Bestimmen Sie die Zeit ¢; in Abhéngigkeit des Neigungswinkels «, die die Punktmasse
benotigt um P zu erreichen.

b) Bestimmen Sie die Zeit t5, die die Punktmasse von P, nach P; benotigt.

c) Wie grofs muss der Winkel « sein, wenn die Zeit fiir die Bewegung von P; bis P; minimal
sein soll? (Es geniigt zu untersuchen, bei welchem « die Zeit extremal wird).

Gegeben: h, [ > h, g, m



Musterlosung - Aufgabe 1

a) Bewegung auf schiefer Ebene

mgsino

ms = mgsin(«), § = gsin(«)
Integration
§=gsin(a)t + 5 mit $=5(t=0)=0
1
s = —gsin(a)t* + s mit so=s(t=0)=0

2
Zeit von P; nach P,

h 1 . ()2 = 2h
sp, = = —gsin(« =, —
P sin(a) 27 ! gsin®(a)
b) Bewegung auf der Horizontalen
my =0
Integration
U = Yo = gsin(a)t; = \/2gh
y=\/2ght+yo mit yg=0
Zeit fiir die Bewegung von P; nach P,
= = +/2ght
Yhs tan gne
1 h
ty = (l - )
V2gh tan(«)
c) Gesamtzeit
2h 1 h

tp—p, =11 +12 =

gsin?(a) * \/Qg—h[l a tan(a)]

2h cos(a) cos
g 51n2(oz sin?
2h cos(a h sm

g 51n2(a) si

Extremum

difp1 p3 B

—|— cos (a)
n?

]
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2. Aufgabe: (ca. 22.5 % der Gesamtpunkte)

Eine homogene Walze (Masse m, Radius r) wird aus der Ruhe losgelassen und beginnt unter
dem Einfluss des Schwerefeldes auf der rauhen Bahn AC' nach rechts zu rollen.

a) Bestimmen Sie die Schwerpunktsgeschwindigkeit ve im Punkt C' der Walze.

b) Rechts vom Punkt C' soll fiir den Haftungskoeffizienten 119 = 0 gelten, wobei der Ubergang
stofsfrei erfolgt. Bestimmen Sie die maximale Héhe h = h;.

c) Bestimmen Sie die maximale Hohe h = hy fiir den Fall, das bereits ab dem Punkt B die
Haftung entfllt.

d) Es wird nun ein Loch in die Mitte der Walze gebohrt. Der so enstehende Hohlzylinder
wird wiederum in A aus der Ruhe losgelassen. Bis zum Punkt C soll der Hohlzylinder
rollen. Ab C' soll erneut fiir den Haftungskoeffizienten po = 0 gelten. Ist die so erreichte
maximale Hohe h = h3 grofer oder kleiner als hy? Begriinden Sie Thre Antwort.

. _ 1 2
Gegeben- m, h07 r, R7 HVonylinder =smr-, g, o



Musterlosung - Aufgabe 2

a) Energieerhaltungssatz

Epa+ Eya=FE,p+ Eip

kinetische Energie mit Rollbedingung v = ¢r

%x

Erp = %9M¢QB mit Oy = 0+ mr* = %mrQ +mr? = 3
Ep,A = mghy
Damit folgt
mghy+0 =0+ %HM&B
vy = @Prt = Q%QhOT‘Q
Schwerpunktsgeschwindigkeit im Punkt B

m 4
v = «/Q%th& =4/ ggho

b) Energieerhaltungssatz mit Aufspaltung der kinetischen Energie in rotorischen und trans-
latorischen Anteil

E, g+ Erp+ Eretp = Epc + Erc + Erot,c
Da der Ubergang stokfrei erfolgt gilt

ERot,B - ERot,C

und es folgt fiir den Energieerhaltungssatz

1
émv% = mghy
2
hl — gho

c) da vg = vp gilt folgt hy = hy
d) Geschwindigkeit im Punkt B fiir den Hohlzylinder analog a)

MHohl
2 hO 2

2.2
Vg =@r] =2 Ty
M ,Hohl
2
lvg  muom , o
hg = -— = hoTl
29 9M,Hoh1

Fiir den Hohlzylinder gilt unter Verwendung der Dichte



MHohl, OHohl mi, th

.
. ma, 02
— \
MHohl = M1 — My = ’Y7Tt(7’% - 7’%)
1 1 1 1
Bssuon = s — bmar = Lymt(rt —rd) = Lymt(rd — )02 4 1)

1
= amHohl('r’f + 7’%)

1
2 2 .2 2
On1,Hon = 05 Hohl + MHWT] = mHohl[i(T1 +73) + 1]

Damit folgt fiir die Hohe hg

’ 1 2. 1
hy = M o = :

— h,’r :—h7<
Orrtiont s(r?+7r3) +r? 173 01+lﬁ -

2
3ry

(Antwortsatz mit % < 7 und damit h3 < ho ebenfalls ausreichend)
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3. Aufgabe: (ca. 32.5 % der Gesamtpunkte)

Das dargestellte System besteht aus einer homogenen Walze (Radius r, Tragheitsmoment Owaye,
Masse mq) und einem homogenen, starren Stab (Lénge [, Trahheitsmoment Os,,, Masse my).
Der Stab ist im Mittelpunkt der Walze drehbar gelagert wobei eine Drehfeder (Federsteifigkeit
¢) beide Bauteile miteinander verbindet. Mit ¢ wird die Orientierung des Stabes beschrieben,
mit ¥ die Orientierung der Walze und die Auslenkung des Schwerpunktes der Walze mit x. Die
Walze rollt ohne zu gleiten. Die Feder ist fiir ¢ — U = 0 entspannt. Verwenden Sie ¢ und x als
generalisierte Koordinaten.

a) Wieviele Freiheitsgrade hat das System?
b

Wie lautet die kinematische Bindung zwischen x und ¥?

¢) Bestimmen Sie die kinetische Energie des Systems.

d) Bestimmen Sie die potentielle Energie des Systems.

)
)
)
)

e) Stellen Sie die Lagrangesche Funktion unter Verwendung der kinematischen Bindung auf

und ermitteln Sie die Lagrangeschen Gleichungen 2.Art.

f) Linearisieren Sie die Bewegungsgleichungen beziiglich der Lage, die durch z =0, ¢ =0
und ¥ = 0 gekennzeichnet ist und stellen Sie die Bewegungsgleichungen in einer Matrix-
Vektor-Schreibweise dar.

Gegeben: my =mo=m, 7, I, ¢, 9, Owalze, Ostan



Musterlosung - Aufgabe 3
a) 2 FHG’e
b) z = Ur

c) kinetische Energie

1 1
9 QStab(p + 2mx + QWalze \112

1
2
T — sm é
T'Stab = —cos(

T — COS
b — ( (s@)zw)

sin() 5

Ej, = mvde,, +

) ) 12
VUstab = |Pstan| = 4° — cos(p)lpd + 1 —p°

ingesamt ergibt sich somit

1 12 1 1 1 a2

E, = 5m(a’:2 — cos(p)lpd + Z¢2) + 5‘98tab@2 + §m3':2 + §9Walze,r_2

d) potentielle Energie

By = —mgécosw) + %C(Aw)z = —mgécosw) + ;d% 2
e) Lagrange Funktion
L=E,—-E,= 1m(:ic2 — cos(p)lpt + Eg02) + 105t3b<p2 + 1mx'2 + —Qwalzejj—Q
2 4 2 2 2 r?
+mggeos(p) — ge(> — o)

Ableitungen fiir Lagrangesche Gleichungen 2.Art

L 1 ?
g—(p = m(—a(}OS(()O)l.’L‘ + ZSO) + HStab(p
d OL 1 . o1 y I .
&(%) — §msm(<p)lx<p — §mcos(<p)l:1: tmog stab P
L 1
g_cp = amsin(cp)lx'cp — mgésin(cp) + C(% - )
OL _ i — Lncos()ip + mit + Ouyaire -
5y = & — 5meos(9)lp +md + Owase
d oL L1 o 1 : r
E(E) =2mi + émsm(go)lcp - émcos(tp)lgo + QWalzeT_Q
oL _ _c@_
or  rr 7

Lagrangesche Gleichungen 2.Art

2

1 — 1 . . R — [ . x
S msint YIS — Smcos( )i+ m =+ b= SmsintETTEp + myssine) — oL - ) =0
1 1 .
2ma + émsin(go)lcp2 — émcos(go)lcﬁ + Qwahe% + ;(% — ) =0



f) Linearisierung mit cos(¢) &~ 1, sin(p) ~ ¢, ©p ~ 0, ¢* ~ 0

1 Iz + l2"+9 D+ l (:L’ ) 0
——mli +m— a mg—p —c(= —p) =
5 430 Stab ¥ 9290 , ¥
1 T c,x
O — ~ml + Oy + S(E _
mx 2m<p—|— Wal T2+T<T 80)

Vektor-Matrix Schreibweise

2 1 > 1 _c
m 4 + estab le ¥ 4 m92 +c r ¥
—%ml 2m + —9"33‘“
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4. Aufgabe: (ca. 22.5 % der Gesamtpunkte)

s
)
M2

K

-/

Zwei fest miteinander verbundene kreiszylindrische homogene Walzen der Masse m; und ms
mit Radien 7 und 75 sind in O reibungsfrei drehbar gelagert. Uber die Walzen laufen, ohne zu
rutschen, zwei masselose undehnbare, biegeweiche Ketten die rechts durch zwei Federn (Feder-
konstanten k; und ks) und einem Dampfer (Dadmpfungskonstante d) mit dem Boden verbunden
sind. Am linken Ende der Ketten sind zwei Massen ms und m, angebracht, welche zunéchst
auf einem Brett aufliegen. Zu Beginn ist das System in Ruhe und die Federn sind entspannt.
Das Brett wird zum Zeitpunkt ¢ = 0 plotzlich nach unten weggeschwenkt.

dJ-— ky <k

77

a) Berechnen Sie mittels des Drallsatzes die Bewegungsgleichung des Systems in der Koor-
dinate .

b) Wie grof ist die Eigenfrequenz wy des Systems?
c) Wie grof ist die gedampfte Eigenfrequenz wy des Systems?

d) Wie grof darf die Dampfungskonstante d maximal sein, damit das System schwingungs-
fahig ist?

Gegeben: Ty, T2, My, M2, M3, My, kl) k:Q 7d7 g



Musterlosung - Aufgabe 4

T jﬁ
&
z[j 34 d k1<ks
msg mag

a) Drallsatz beziiglich O mit S; = kjx; + di; und Sy = koxs
Z MO = 537"2 + S4T1 — ]{?QZL‘QTQ — ]{?11‘17“1 — dl"l?" = HQQO
1 1
mit 90 = 577117“% + 577127“5

Schwerpunktsétze fiir die Massen m3 und my

Z F, 3 = msis mgis = —S3 + mag
Z Fy 4 =myiy myZy = —S4 + Mmug

mit Bindungsgleichungen
T3 = T2, Ty =T, Ty = T2, Ty =nre
ergibt

Z My = —(kyr2@ + kario + drip) + mygry + msgra — myri@p — msrag = Oy

b) Normalform mit N = 0y + msr2 + myr?

le%‘i‘kQT% d_?“% . mygry + msgra
N YTNYT N
Eigenkreisfrequenz
wo = k?lT% + k?g?“%
\ N
c¢) Abklingkoeffizient
_dr}

20 = W = 2Dw0



Lehrsches Dampfungsmafs

Do lLdrf 1 dr? 1 d?rt
4 N(kl'f’% + kQT%)

o éNu.J(] a 2 N k17‘%+k27‘§
V N

Kreisfrequenz der geddmpften Schwingung

N (kyr? + kor3) — 3dri
wdzwo\/l—DQ:\/wS—wSDQ:\/ (s ]\2[22) 1

d) schwache Ddmpfung

4N
D<1l1—=d< \/—4(]{?17"%+k27“%)
r

1



