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Aufgabe 1

Ein masseloser und starrer Stab ist im Punkt B drehbar gelagert und wird am Punkt
A durch eine Feder der Steifigkeit k& gehalten. Am Punkt C ist ein Dampfer der Damp-
fungskonstante d vorhanden. Am Punkt D greift eine Punktmasse m und eine zeitlich
veranderliche Last F'(t) an.

F(t)
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Bearbeiten Sie folgende Teilaufgaben:

a) Wéhlen Sie ein geeignetes Koordinatensystem im Punkt B und schneiden Sie das
System frei.

b) Stellen Sie die Bewegungsgleichung mittels der synthetischen Methode auf

¢) Linearisieren Sie die Bewegungsgleichung fiir kleine Deformationen

d) Berechnen Sie das Lehr’sche Dampfungsmafl sowie die Eigenkreisfrequenz

Gegeben: a, m, k, d, Q, t, F(t) = Fycos(Qt)
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Aufgabe 2

Das gegebene System mit zwei Freiheitsgraden besteht aus einem masselosen Rahmen
und einem Klotz mit der Masse m;y, die mit reibungsfreien Rollen verbunden sind.
Ein Pendel der Masse mq ist iiber einen starren und masselosen Stab mit dem Klotz
verbunden. Angeregt wird das System durch eine zeitlich verdanderliche Verschiebung
u(t) = ugcos(2t).
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Die Bewegungsgleichungen sollen mit der Methode nach Lagrange bestimmt werden.

a) Fiithren Sie generalisierte Koordinaten ein, ermitteln Sie die nichtlinearen Ortsvekto-
ren und die nichtlinearen Energien 7" und V.

b) Geben Sie die Berechnungsvorschriften der Lagrange’schen Energie sowie des Lagran-
ge’schen Formalismus zweiter Art an.

Aus dem Lagrange’schen Formalismus erhdlt man nun die folgenden nichtlinearen Be-
wegungsgleichungen.

(my 4+ mg)id + maL cos(@)p + kx — myLp?sin(p) = (my + mao)ueQ? cos(Qt)
maL cos(p)d + moL*P + magLsin(p) = maL cos(p)ue2* cos(Qt)

c¢) Linearisieren Sie die gegebene Bewegungsgleichungen fiir kleine (z, &, ¢, ¢) und ge-
ben Sie diese in Matrixschreibweise an.

d) Bestimmen Sie die Eigenkreisfrequenzen des Systems.

e) Ermitteln Sie die Schwingungsamplituden im eingeschwungengen Zustand fir die
gegebene Erregung u(t) = ug cos(§2t).

f) Die Masse my soll als Schwingungstilger wirken. Bei welcher Erregerfrequenz 2 be-
findet sich der Klotz in Ruhe?

Gegeben: ug, u(t) = ugcos(Qt), my, mo, k, L, g
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Losungen
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Matr.-Nr: oo, STUAIENZATIE: ©.vvviieiiiiiiii e

Hinweise:

e Bitte schreiben Sie deutlich und lesbar. Zeichnungen miissen sauber und iibersichtlich
sein. Die Benutzung roter und griiner Farbstifte ist nicht zugelassen.

e Aufgaben werden nur gewertet, wenn sie auf der ausgegebenen Losungsvorlage bearbeitet
wurden. Abgegebene Formelsammlungen werden als nicht vorhanden betrachtet.

e Beginnen Sie jede Aufgabe auf einem neuen Blatt.
e Beschriften Sie die Blatter der Losungsvorlagen nur auf der Vorderseite.

e Der Losungsweg der Aufgaben muss eindeutig erkennbar sein. Ein Ergebnis ohne Losungs-
weg wird nicht gewertet. Sollten fiir eine Aufgabe mehrere widerspriichliche Losungen
angegeben sein, so wird keine gewertet. Streichen Sie deshalb falsche Rechenschritte oder
Zeichnungen durch.

Aufgabe 1 2 >
Punkte 7 18 25
Korrektor

(Eintrag erfolgt durch Institut)
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1. Aufgabe

a) Koordinatensystem Einfithren + Freischnitt

F(t)
| 2a | a 2a
m
A B C D
k d
System

Freischnitt
F, = k2asin(yp) a cos(p)
Fy = dys=dacos(p)p
_ 12
F(t) = Fycos(dt) > asin(ep)
mit yy = asin(p)
Yg = acos(p)p Abb. 1.3: Geometrie

b) Drallsatz: (Positiv in ¢-Richtung)

YXMp = Jp¢

Jg = m(3a)? = 9ma



& —Fi2acos(p) — Fyacos(p) + F(t)3acos(p) = Jpp
& —k2a2asin(p) cos(p) — da cos(p)pa cos(p) + Fy cos(Qt)3a cos(p) = Ima’p
& —kda®sin(ip) cos(p) — da’ cos*(¢)p + Fy 3a cos(Qt) cos(p) = Ima*@
& 9ma’p + da® cos®(¢)p + 4ka® sin(y) cos(p) = 3Fya cos(Qt) cos(p)
dcos®(¢) . 4ksin(p)cos(p)  Fycos(Qt) cos(y)

o G _
s I9m v I9m 3ma

c) Linearisierung DGL mit:

p << 1= sin(p) = ¢
= cos(p) ~ 1

I9m I9m 3ma

d) Mit Eigenkreisfrequenz und Lehr’sches Dampfungsmaf:
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2. Aufgabe

a) Generalisierte Koordinaten:

o[

Ortsvektoren:
e u(t) + x|  |ugcos(Qt) +x

S VR 0
. u(t) +x +sin(e)|  [ugcos(Q) + z + Isin(yp) I

2 [ cos(y) n [ cos(p) Lcos(y)

Y

Zeitableitung Ortsvektoren:
Pl = |:—UOQ SlIE)(Qt) + x} Isin(,)
. —ueSsin(Qt) + @ + 1 cos(p) Abb. 2.1: Geometrie
f2 = 1 psin(p)

Quadrate der Geschwindigkeiten:

v? = (—ug Q sin(Qt) + 1)?
= ud Q2 sin? () — 2ug Q sin(Qt)i + 32

vy = (—up Q2 sin(Qt) + & + Lo cos(p))? + (=1 ¢ sin(p))?
= ud O sin? () + 3 + 12 ¢? cos? () + 2(—uo Q sin(Qt)d — ug Q sin(Qt)1 cos(p)
+ @l pcos(p)) + 12 p* sin?(p)
= ug Q02 sin®(Q) + % + I* $* (cos® () + sin?(p))

.

|
— 21 Q sin(Qt) (& 4+ L pcos(p)) + 22l P cos(ip)
= ud O sin? () + 3% + 12 ¢* — 2u Q sin(Qt) (4 + 1 ¢ cos(ip)) + 221 ¢ cos(ip)
= ug O sin®(Qt) + @ + 12 ¢* + 2lp cos(p) (i — ug Q sin(Q)) — 2ug Q sin(Q)



Energien:

1 1
T = émlvf + §m2v§
1

2
+ 2lp cos(p) (& — up Q sin(Qt))) — 2up Q sin(Qt) &

1
- 5(m1 + my) (ugQ? sin® () — 2uesin(Qt)i + i2)

1 :
+ §m2(12g02 + 2lp cos(p) (& — upf sin(2t))

1
V = 3 kz® 4+ my gl(1 — cos(p))

[ (1 — cos(p))
Abb. 2.2: Geometrie

b) Lagrange Formalismus mit L = T — V

d (0L oL

c) Linearisierung der gegebenen DGL’en fiir kleine Auslenkungen mit:

p<<1= sin(p) =~ ¢
cos(p) =~ 1
sin(p)¢® ~ 0

(my +ma) & + maol@ + kx = (my + ma) ug O cos(Q)
My L&+ my 12 ¢+ magle = my Lug Q2 cos(Qt)

{m1+m2 mzl] {x] {k 0 ] [3:} B {(m1+m2)u0§22 cos(Qt)

Mo mol?| | ¢ o mogl| [p| ma [ ug 2 cos(Qt)
— o~ -~

~
M 4 K q F

J

1
= —my (ug Q% sin?(Qt) — 2u Q sin(Qt)d + %) + §m2(ug Q2 sin®(Qt) + 2 + 17 o



d) Eigenfrequenz
charakteristische Gleichung:
det (K — w?M) = 0
dot < k —w?(my + my) —w?myl ) _

—w?myl ma gl —wimsyl

(k — w?(my +ma))(ma gl —w?mayl) — (—w?ma ) (—w? myl) =

kmo gl — kw?msg 2 — w(my +ma)msa gl + w*(my +mo)me1? —w*m2 12 =0
S kmyg—kw?myl — w?(my +my)my g + w(my +mo)myl —w'mii =0
S kg—w (kl+ (m+m)g)+w((my +ma)l —mal) =0
Skg—w(kl+(m+my)g) +w'mil=0

e mplw* — (k14 (my+my) g)w?+kg=0

Losung der quadratischen Gleichung in w?:

2 _ El+ (my+ma) g+ (kl+ (my+ma)g)2—4milkg

Wi
2m1 l

e kl+ (my+ma)g—/(kl+ (mi+ms)g)? —4dmylkg

2 2m1 l
e) Schwingungsamplituden:
Losungsansatz:

x, = ay cos(Q2t) wp = ag cos(Qt)
i, = —a; Q% cos(Qt) @y = —ap Q% cos(Qt)

einsetzen in DGL’en:

(my + ma)(—ay Q2 cos(t)) + my [(—ay Q* cos(Qt)) + k ay cos(Qt) = (my + ma)ug Q* cos(Qt)
ma [(—ay Q' cos(Qt)) + my [*(—ay Q2 cos(Q)) 4 mg gl ag cos(Qt) = malug Q* cos(Qt)

(—(m1 + mg) + k?)(ll + mngQ(zQ: (m1 + mQ)UOQQ

—%ay +(g —19% ay = ugQ?

= Lineares Gleichungssystem:

k— (my+mo)Q® —mayl QT {al] _ {(m1 + ma) ug 92}

| —0? g—19%] |ay uo 2

A
[, B 1 g — 102 mey 1 ? (my + mg) ug 2
| @2 a det (A) 0?2 k— (m1 + mg)QQ Ug 02



det(A) = (k — (my +mo)Q*) (g — 19%) — (—=Q?)(ma 1 Q%)
=kg—kIQ* — (my +mo) QP g+ (my +my) 1Q* —my 1O
—kg+mi Q" — [kl+ (my +my) g] Q?

Amplituden:

1
et(A
1

ay = ((g = 19%)(m1 4+ m2) ugQ® + ma IQVue Q%)

Q.

= et(A (g(m1 + m2) UOQQ — l92<m1 -+ mz) U()Q2 + Mo ZQZUO 92)
1

Q.

= det(A (g(m1 -+ m2) — ZQQ ml) Uo Qz

_ (g(mq +my) — 192 my) ug O
kg+m1lQ4—[kl+(m1+m2)g]Qz

~—

QQ(ml + mg) UQQQ + (k? — (m1 + mg) QQ)UQ QQ)

a9 =

~—

det(A
1

(QQ(ml + mg) + k — (m1 + mg) QQ) Ug QQ

Q.

et(A
;;{; 0?
det(A) "1

~—

. kUOQQ
B kg+m1lQ4—[kl+(m1+m2)g]Qz

f) Schwingungstilgung: Klotz in Ruhe wenn gilt a, = 0.

s+ me) 1m0 =0
< g(my + mo) —19%m; =0
-0 — g(ma + my)
lm1
oqo ol tm)

lm1
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