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Motivation

@® Werkstoffe besitzen oft eine Mikrostruktur (periodisch/aperiodisch)

@® wiinschenswert fiir effektive makroskopische Beschreibung:
- geringe Anzahl von Unbekannten
- geringer Rechenaufwand

® Homogenisierung: im Linearen sehr effektiv, im Nichtlinearen sehr aufwendig
® Mehrgittermethoden: Problem der konsistenten Grobgitterkorrektur

® Losungsmoglichkeiten: - Grobgitter aus Homogenisierung
- Grobgitter durch algebraischen Transferoperator
- Grobgitter iiber Composite Finite Elemente Strategie
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Grundlagen der Homogenisierung

Gebiet €2 vollstandig ausgefiillt mit

sich periodisch wiederholender Einheitszelle Y

Skelettanteil Y* =Y \ T
interner Rand I';,; = Ul'1
externer Rand ['.;y = 00\ 'y

auf UY™:

Einheitszelle Y mit Loch T

auf UFTZ

Gleichgewicht 0455 — fz'

Stoffgesetz o0;; = (linear)

Kinematik ¢;; = %(uw + ng)

ijkl€kl
(linear)

Randbedingung o;n; =0

Ziel: - Bestimmung makroskopischer Gleichungen fiir Stoffgesetz und Kinematik

- Ansatz: asymptotische Entwicklung u;(z,v) = ud(z) + eu}(x,y) + O(€?)

mit u;(x,y) = Riu(y) U?k,l)(@

Einheits-
16sungen

x... Makrolevel, y... Mikrolevel
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Grundlagen der Homogenisierung

Beriicksichtigung der Terme bis O(¢) liefert

® PDGL zur Bestimmung der Einheitslosungen
auf Y* i[Eijkl(y)h(ml)mn(y)] = —%Eijmn(y) (,,Materialinhomogenitaten” )

auf T'p ”jEijkl(ZU)h(k,yl)mn(y) = —1,; Eijpn(y) (,,innere Locher”)
auf I'y : periodische Randbedingungen (,,Nachbarzellen™ )

® schwache Form [ v(iy () Eijia () hismn (W)Y ™ = = fys Vi () Eijmn(y)dY ™

+ periodische Randbedingungen

® Resultate:
—> makroskopisches Gleichgewicht % <oji(x) > = %/“ < filx) >
J
1
—> effektiver Elastizitatstensor EZ‘;{T = m | Eijmn(Y) [0rmOim + P yyi(y)] dY™
Y>|<
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Beispiel: Block unter Gleichlast

® Mikrostruktur

. - Matrixmaterial: £ = 2.92, v = 0.35
g Kernmaterial: F =72.3,v = 0.22

@® Diskretisierung: —> Mikroskale 9x9x9 Elemente
—> Makroskale: Variation der GroBe des Problems
6x6x6, 8x8x8 und 10x10x10 Elemente

=) Ziel: Rechenzeitvergleich verschiedener Algorithmen
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Beispiel: Block unter Gleichlast

R

—_|

J:t—_J:t N —T T T |

.k )::E_/ - S— B
Laf T = | AT -

T [ =
}E:/ = N

~L =) -

(

Gictis

WA

=
RN

T

N—

e

deformiertes Netz

Betrachtung der Netzdeformation

e rotes Netz:
durchdiskretisierte Referenzlésung u°

(quasi-exakte Losung)

e griines Netz (linkes Teilsystem):
homogenisierte Losung u” + u!

mit endlicher Zellenzahl

e blaues Netz (rechtes Teilsystem):
Losung v durch Mikro-Makro-Strategie
(Zweigitterverfahren mit
lokaler Defektkorrektur)

— gute Losungsqualitat

Universitédt Karlsruhe (TH)
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Beispiel: Block unter Gleichlast - Ergebnisqualitat und Rechenzeitbedarf

vy

Referenzlosung

m

Losung mittels Mikro-Makro-Strategie

angenommene Grenzschichtdicke: 2 Zellen

maximale Abweichung von der Referenzlosung

max|u—u’—u!| maxju—u"|
Tax]|uf| max|uf]
c—1/6 0.070 0.013
c=1/8 0.054 0.012
e =1/10 0.043 0.011

= Losung aus

Homogenisierung

Zweigitterverfahren

Problem: Storungen am Rand

Rechenzeitbedarf verschiedener Lésungsalgorithmen: €;,; = 1074

Jacobi-Vorkonditioniertes cg-Verfahren [G&ll

Zweigittertechniken:

- Gebietszerlegung (Uberlappung: 1 Element)
in Kombination mit Grobgitterkorrektur (mg)
Glattung durch cgj-Verfahren

- Mikro-Makro-Strategie (mm)

Unbekannte cgj mg mm
e=1/5 285 660 | 641 [s]| 288 [s] -
e=1/6 490 050 | 1380 [s] | 472 [s]| 455 [
e=1/8 | 1151 064 -11031 [s]| 740 [s]
e=1/10| 2235870 -12062 [s] | 1 208 [s]
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Homogenisierung nichtlinearer Integranden

® Korper mit Mikrostruktur und Langenskalenverhaltnis e

@® mikroskopische Verzerrungsenergiedichte W (x /e, F)

e=1 e=1/2 e=1/4 e — 0

[€(F)=Jo W (2 /e,F) dQ2 I(F)=lo Wy, (F) 92

@® Grenziibergang € — 0: Verzerrungsenergiedichte W, (F)
nur vom Gradienten F’, nicht vom Ort = abhangig
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Homogenisierung nichtlinearer Integranden

® Homogenisierung konvexer Integranden

Whom(F) = inf g7 y W(z, F+Vh)dY  mit h € Hpe
auf Mikrolevel gegeben: ~ — Verzerrungsenergiedichte W (x, F)

—> mikroskopischer 1. PK P = %_V];/

—> mikroskopische Moduli L = g;‘g;

@® aber: nichtlineare Elastizitatstheorie nicht konvex,
Betrachtung eines a priori unbekannten Zellensembles notig

@® Lokalisierung: Losung auf einer Einheitszelle Y
—> verschiebungsgesteuerte Deformation unter periodischen Randbedingungen

—> verformte Konfiguration x auf Mikrolevel

v = E b + L
makroskopischer  mikroskopischer Y-periodische
Deformations- Ortsvektor Verschiebung
gradient
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Homogenisierung nichtlinearer Integranden

® \Vorgehensweise:

—> Bestimmung des [’ zugeordneten Y -periodischen Verschiebungsfeldes h

—> dann inkrementelle mikroskopische Moduli £; ;i
und mikroskopische Spannungen F;; bekannt

—> makroskopischer 1. Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor
Pj = i v PyjdY
—> Storung des Deformationsgradienten durch Verschiebungsgradienten mit Rang 1

(100
000 :
000

OOO

1
0
0

CDCDCD

—> Bestimmung der den Stérungen zugeordneten
Y -periodischen Verschiebungsfelder Ah
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Homogenisierung nichtlinearer Integranden

® PDGL zur Bestimmung der effektiven Moduli

auf Y aiyj Liiki(y) %Ah?”(y)] = — a%jﬁijmn(y) (,,Materialinhomogenitaten” )
auf I'y : periodische Randbedingungen (,,Nachbarzellen™ )
=) schwache Form
W G- vily) Liga(y) g AR (y) dY = — by 50 0i(y) Lijnn(y) dY
+ periodische Randbedingungen
® Resultate:
—> makroskopisches Gleichgewicht if_’zj + f;=0

oz
—> |nkrement des 1. PK: APZ-]- = E_Z-jkl AFy
—> effektiver Elastizitatstensor
Liji = \71\ Wy [OimOjn + @%n AL (Y)] Linop(Y) [0robp + aiypﬁhlod(y)] dy
— Information iliber Elliptizitat des vergroberten Problems
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14

® makroskopische Moduli £ bei nicht konvexen Integranden

—> immer elliptisch, d.h. L, a;b;a10; > 0 Va,b

—>

—>

—>

Mathematische Definition der
Elliptizitat der makroskopischen Moduli

~

~

~ ?
nicht immer streng elliptisch,d.h. L, a;b; arb; > c-a;bja;b; mit ¢ > 0; Va,b

Verlust der strengen Elliptizitait = Moglichkeit zur Scherbandbildung

Lokalisierungsbedingung:

det

Uberpriifung der Lokalisierungsbedingung in Kugelkoordinaten

a =

(Z:z’jkl CLjCLl)
Akustiktensor

cos p cos 6
sin ¢ cos 6
sin 6

)

> ( : stabiles GG
< 0 : Schubversagen moglich

0

<

<

¥

0

<

<

2T

O
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15

® Neo-Hooke-Material W (F) = §[Ic —3 —2InJ] +
® Mikrostruktur

”””””””””””

,,,,,,,,,,,,,,
|

Beispiel: Mikrostruktur aus Neo-Hooke-Material

DO >~

(J = 1)°

Matrixmaterial: 3, = 1.0

2 )\M = 1.0
3 1 Kernmaterial:

ng =2.0...128.0
A =2.0...128.0

® Homogenisierung in Abhangigkeit der Streckungen Ay 93

I NN A NN 7 o~
e I I B —
A =15 AL = 2.0 AL =25

verschiedene Streckungen in 1-Richtung

O
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Betrachtung der vorliegenden Elastizitatsmoduli

‘ E . _ 82W ~ _ 82Wh0m
igkl 8F¢j8Fkl’ gkl — 8F 8Fkl
L . ] Loza3
Ly | — | Logzz -} \\
.l | problematisch

wachsender Zug —

A1 = variabel, Ay/3 = 1.0

-4 1 1
0.8 0.82 0.84

L 1 L L L
0.86 0.88 0.9 0.92 0.94

«— wachsender Druck

A3 = variabel, A = 1.0

—> bei grossen Steifigkeitsunterschieden und anliegendem Druck
effektive Schubsteifigkeit (wesentlich) geringer als die der einzelnen Phasen

L L
0.96 0.98

O

1
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Betrachtung der Akustiktensoren - bei Druck auftretende Probleme

~

® Minimum der Determinante des Akustiktensors o = min det(L;;x nm)

[n=1]
Ausgangskonfiguration anliegender Querzug
ol Lo Eqiac 5 1 o | o Rt 8 |
Hom. Faktor 128 Hom. Faktor 128
6 77777777‘;7’); 6 -
af A b S
a{ ) / / a{ ) / ““‘
) A\" /_4k |
frither Verlust
oL der Elliptizitat |
/
780.8 0.‘82 O.‘84 0.‘86 0.‘88 0‘9 O.‘92 0.;4 O.;G O.‘98 1 780.8 0.‘82 O.‘84 0.‘86 0.‘88 059 O.‘92 0.;4 O.;G O.‘98 1
«— wachsender Druck < wachsender Druck
A3 = variabel, Ay = 1.0, Aa = 1.0 A3 = variabel, A\ = 1.5, A =1.0

—> bei nicht positiver Determinante des Akustiktensors Scherbandbildung maglich
—> im Mehrgitterkontext Elliptizitat entscheidend fiir Losbarkeit

Universitat Karlsruhe (TH)
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Composite Finite Elemente Strategie und Mehrgittermethoden

@® klassisches Multigrid: minimale Anzahl der Finiten Elemente zur Geometrie-
beschreibung von der Geometrie selbst abhingig

n -

feines Gitter grobstmogliches Gitter mit grobstmogliches Gitter im
Ansatzraum S+ klassischen Finiten Elementen Ansatzraum S¢F'E

Ansatzraum S'

@® Ansatzraum SYIF = {ulg:u € S(Q)}

—> Restriktion aller Funktionen aus einem beliebigen Ansatzraum (der das
Gebiet () komplett iiberdeckt) auf das eigentliche Definitionsgebiet
® damit Entkopplung der Diskretisierung von der Geometrie moglich
@® konsistenter hierarchischer Mehrgitter-Algorithmus

Universitat Karlsruhe (TH)
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Konstruktion einer Gitterhierarchie fiir CFE (1)

Anfangsschritte analog zu Standard FE
@® Gegeben sei ein mit Hexaedern zu vernetzendes Gebiet €2 mit (inneren) Randern

@® Ausgegangen wird von einer das Gebiet {2 komplett iiberdeckenden
Anfangstriangulierung 79 mit zugehériger Netzweite hy = O(diam ()

—> Aus dieser wird durch reguldre Verfeinerung eine Gitterfolge {7; }o<i<iax
mit zugehoriger Netzweite hy = 2-hy = 4-hy = ... 2> hyy 4 €rzeugt
—> Elemente, die wahrend des Verfeinerungsprozesses komplett
ausserhalb des Gebietes €2 landen, werden weggelassen

@® Die Gitter 7; sind logisch und physisch verbunden:
—> Jedes Elternelement aus 7; hat eine eindeutige
Menge an Kinderelementen in 77,
—> Jedes Kinderelement aus 7; hat einen eindeutigen Elternteil in 77_4

Universitat Karlsruhe (TH)
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Konstruktion einer Gitterhierarchie fiir CFE (2)

® Beispiel fiir eine Gitterfolge {7 }o<i<iyax

O O D e
O 1 HHD) e 5 st

Gitter 1 Gitter 7 Gitter Gitter 73 Gitter 74

—> Die so erzeugte Folge von Gittern 7; ist
l.a. keine geeignete Approximation des Gebietes ()

—> Im néachsten Schritt wird das feinste erzeugte Gitter durch
kleine Modifikationen an den Rand angepasst

Universitat Karlsruhe (TH)
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Konstruktion einer Gitterhierarchie fiir CFE (3)

—> FEine Kante XY des FE-Netzes wird als Randkante betrachtet,
falls genau einer ihrer Knoten im Gebiet und einer ausserhalb liegt
—> In allen Randkanten wird der dem Rand am nachsten
liegende Knoten X oder Y auf den Rand geschoben

ma EEsEis L

| TL a

Gitter Gitter Gitter 73 Gitter 74

=P Dadurch indert sich die Form aller Elemente auf allen Leveln,
die den verschobenen Punkt als Knoten haben
=) Die physikalische Ordnung der Gitter geht verloren,
die logische Ordnung der Elter/Kinder-Beziehungen bleibt bestehen
—> zentral fiir Mehrgitterverfahren

Universitat Karlsruhe (TH)
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Konstruktion einer Gitterhierarchie fiir CFE (4)

® Naichster konzeptioneller Schritt

—> Entfernen aller Elemente des feinsten Gitters, die im
wesentlichen ausserhalb des Gebietes € liegen

—> anschliessend werden rekursiv bis zum grobsten Level alle
Elemente entfernt, die komplett ausserhalb des Gebietes (2 liegen

T i

|

|
al
i

BB )

]

® \orteile:

|
|
Gitter 7y Gitter Gitter 73 Gitter 74

—> wenig gestorte Elemente/Gitter
—> gute Konvergenz

—> einfache Interpolation

—> eindeutige Hierarchie der Netze

Universitat Karlsruhe (TH)
Institut fiir Mechanik



J. BITZENBAUER, K. SCHWEIZERHOF: MEHRSKALENBERECHNUNGEN BEI INHOMOGENEN KORPERN 23

Konstruktion einer Gitterhierarchie fiir CFE (5)

® Bei Hexaedern eventuell sinnvoll:
—> Die durch das Entfernen von Elementen entstandenen neuen Randpunkte
des feinsten Gitters werden auf den Rand geschoben

—> Kontrolle und ggf. Korrektur der Elementformen und Innenwinkel
der auf dem feinsten Level verdnderten Elemente

—> Ersetzen zu stark gestorter Hexaeder durch Tetraeder

vor Korrektur nach Korrektur

[ MH EEEEEN
EENA R WE : O by g
T - T \

Gitter 73 Gitter 74 Gitter 73 Gitter 74
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Konstruktion einer Gitterhierarchie fiir CFE (6)

@® typische geometrische Situationen

vy

vor Korrektur nach Korrektur

|

K,

Elemente vom Typ K7: - Rand schneidet gegeniiberliegende Kanten
- sehr gutmiitiger Fall, Randanpassung einfach
Elemente vom Typ K5 und K3: - Rand schneidet benachbarte Kanten
- Anpassung einfach, falls gemeinsamer Knoten in der Ndhe des Randes
- falls nicht, miissen zwei Knoten verschoben werden

Elemente vom Typ K: - Rand geht durch zwei gegeniiberliegende Knoten

Universitat Karlsruhe (TH)
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Mehrgitteralgorithmus basierend auf CFE

—> Entstanden ist eine hierarchisch, aber
nicht physikalisch verschachtelte Folge von Gittern {7;}o<i<ijax

—> Konstruktion eines Mehrgitteralgorithmus zur Lésung des Variationsproblems
finde we HY(Q) mit é(aVu, Voydr = é(f, v)de Vv e HY(Q)

—> Die Systemmatrix K., auf dem feinsten Gitter 7, .
kann auf Standardweise aufgestellt werden

—> Die Grobgittermatrizen der Levels [ — 1,...,0 entstehen rekursiv durch die
Galerkinprodukte K, ; = (PL. ) K; P,
mit den aus den Ansatzfunktionen zu konstruierenden
Prolongationsoperatoren (_P{l,—_l), 1<I<lmax

— Prolongationsoperator enthalt Geometrieinformation

— zentraler Unterschied zu anderen Herangehensweisen

Universitat Karlsruhe (TH)
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Konstruktion der Prolongationsoperatoren

—> Sei (5));1112* eine Familie von Ansatzriumen der Dimension 7

—> Aus den zugehdrigen Ansatzfunktionen (IV;;)1<i<n;, 0<i<ipax Wird durch

ny ni—1
.21 w; Ny = Z.zl v; Ni_1

1=
die Interpolation
w=P v mit (P)iy=N_j(z) V1<i<ng, 1<j<n_

von Feingitterfunktionen w aus Grobgitterfunktionen v bestimmt

—> wichtig: Ausnutzen der hierarchischen Struktur der Netze

I |

— Elternelement Knotensuche o
> 3hnlich wie bei

Kontaktproblem

o Grqbgltterknoten —> einfach, da nur

zu interpolierende
Feingitterknoten

— Kinderelemente

in der Nachbarschaft

Universitat Karlsruhe (TH)
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Standardalgorithmus: Newton-Multigrid fiir nichtlineare Probleme

. - O . .
(1) Bestimme Startlosung v; .. auf dem feinsten Gitter 7, .

(2) Bestimme nichtlineares Residuum T%max und Tangente KT(UfmaX)

(3) Fiihre einen linearen Mehrgitterzyklus zur Lésung der

Tangentengleichung K7 ( Av = durch

; i
v r
lmax) Imax

(4) Abbruchkriterium erfiillt? Falls nein, weiter bei (2)
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Erstes Beispiel

—>  Struktur mit vier Léchern, St.-Venant-Kirchhoff-Material mit A\, y=1
—> Diskretisierung auf verschiedenen Verfeinerungslevels:

- 7 Levels <= 5016 Unbekannte

- 8 Levels «— 18136 Unbekannte

- 9 Levels < 68888 Unbekannte (siehe Abbildung)

Struktur mit vier Lochern Ausschnitt aus der Diskretisierung auf dem 9. Level
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Erstes Beispiel

—> Mehrgitter V-Zyklus, je 1 Zyklus Gauss-Seidel-Verfahren als Vor- und Nachglattung
—>  Abbruchkriterium etOl <1078
—> 5 Lastschritte bis zur deformierten Konfiguration mit 5 Prozent Stauchung

Level | Unbekannte Rechenzeit | Rechenzeit
cgj-Verfahren | Mehrgitter

I 5016 21( sec 45 sec

8 18136 201 sec 169 sec

9 68888 1621 sec 734 sec

deformierte Konfiguration
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20 2R 2 AR

/weites Beispiel

Struktur mit 25 willkiirlich verteilten Lochern, Neo-Hooke-Material mit A, u=1
Mehrgitter V-Zyklus, je 1 Zyklus Gauss-Seidel-Verfahren als Vor- und Nachglattung
Abbruchkriterium et01 <1078

4 Lastschritte bis zur deformierten Konfiguration mit 20 Prozent Dehnung

Rechenzeitvergleich der Diskretisierungen auf den verschiedenen Verfeinerungslevels:

Level | Unbekannte Rechenzeit | Rechenzeit
cgj-Verfahren | Mehrgitter
14 7760 42 sec 71 sec
28950 417 sec 314 sec
9 110728 7574 sec| 1467 sec

o
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/weites Beispiel

—> Undeformiertes und deformiertes Netz der Diskretisierung auf Level 7

undeformierte Konfiguration deformierte Konfiguration
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Drittes Beispiel: 3D-Struktur unter Zug

Material: Neo-Hooke U(I¢,J) = su(lec —3) — plnJ + IA(J —1)2, A p=1
11067 Unbekannte

Abbruchkriterium: ||Av||s < 107

Mehrgitter V-Zyklus, je 1 Zyklus Gauss-Seidel-Verfahren als Vor- und Nachglattung
Rechenzeit 1. Lastschritt (4 Newton-lter.): 160 sec (Vgl.: cgj-Verfahren 152 sec)

vV Y by

(T

undeformierte Konfiguration deformierte Konfiguration
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Viertes Beispiel: 3D-Struktur unter Biegung

A =1

(J o 1>27

1
2

(e —3) —plnJ +

1
2

) =

J

IC)

(

Neo-Hooke W
—> Abbruchkriterium: ||Av]|s < 107*

—>» Material:

—> 24939 Unbekannte

—> Mehrgitter V-Zyklus, je 1 Zyklus Gauss-Seidel-Verfahren als Vor- und Nachglattung

—> Rechenzeit 1. Lastschritt (4 Newton-lter.): 379 sec (Vgl.: cgj-

)

Verfahren 454 sec

Y

e

7

S =
SN
ey
N N
SNy,

1) =
SS
LT o,

deformierte Konfiguration

undeformierte Konfiguration
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/usammenfassung

Composite-Finite-Element Multigrid

v

Verallgemeinerung des geometrischen Multigrid

Manipulation der Grobgitterbasis

Beriicksichtigung der Neumann-Randbedingungen auch auf den groberen Levels
Homogenisierung des E-Tensors nicht notwendig

Effizienter Loser fiir Probleme mit vielen Unbekannten und komplizierten Randern

2R 2R AR AR

auch fiir komplett aperiodische Zellstrukturen einsetzbar
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