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Zusammenfassung

Nichtlineare dynamische Systeme lassen sich näherungsweise mit Diskrete-Gradienten-Verfahren so lösen, dass die Gesamtenergie
algorithmisch exakt erhalten wird. Daneben stellen auch Impulse, die zyklischen Koordinaten zugeordnet sind, Erhaltungsgrößen dar. Mit
einer geeigneten Anpassung des diskreten Gradienten nach Gonzalez lassen sich auch diese Erhaltungsgrößen korrekt abbilden.

Grundlagen

Mit einer Legendre-Transformation der Lagrange-Funktion erhält
man die konjugierten Impulse und die Hamiltonfunktion

p :=
∂L

∂q̇
, H(t,q,p) := p · q̇(t,q,p)− L(t,q, q̇(t,q,p)) = Eges

sowie die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

q̇ =
∂H

∂p
, ṗ = −∂H

∂q
.

Jede Invarianz der Bewegungsgleichungen
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liefert über das Noether-Theorem eine Erhaltungsgröße

I(t,q, q̇) =
N∑
i=1

∂L

∂q̇i
q̃i +

(
L−

N∑
i=1

∂L

∂q̇i
q̇i

)
t̃− F ,

wenn ein F für gegebene t̃ und q̃ existiert [1]. Daraus folgen die
Implikationen

∂L

∂t
= 0 ⇒ dH

dt
= 0 und

∂L

∂qi
= 0 ⇒ dpi

dt
= 0.

Man nennt qi eine zyklische Koordinate.

Diskrete-Gradienten-Verfahren

Zeitdiskretisierung der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen mit
[T1, T2] =

⋃N−1
n=0 [t

n, tn+1], tn+1 − tn = h, xn ≈ x(tn), ∆x = xn+1 − xn

und Anwendung des diskreten Gradienten nach Gonzalez [2]
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∂x
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∂x

∣∣∣∣
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·∆x
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liefern das Zeitschrittverfahren (“DG”)
qn+1 = qn + h∂pH,
pn+1 = pn − h∂qH,

welches die Energie zeitdiskret erhält: Hn+1 −Hn = 0.

▶Problem: Keine exakte Abbildung der Impulserhaltung bei zykli-
schen Koordinaten

▶Ziel: Neues Diskrete-Gradienten-Verfahren mit pn+1z − pnz = 0

Angepasstes Verfahren

Zusätzliche Partitionierung mit q̃ = (qnz, qz ) und q̃ = (pnz, pz ):

Koordinaten Impulse

nichtzyklisch qnz pnz

zyklisch qz pz

Das Verfahren (“DGmod”)

q̃n+1 − q̃n = h∂p̃H,
(
pn+1nz

pn+1z

)
−
(
pnnz
pnz

)
=

(
−h∂qnz

H
0

)
erhält die Energie und Impulse zyklischer Koordinaten:
Hn+1 −Hn = 0, pn+1z − pnz = 0.

Simulationsergebnisse
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Untersucht wird die Rotation eines schweren Kreisels [3]. Das
Noether-Theorem liefert die Erhaltungsgrößen
∂L

∂ψ
= 0 ⇒ dpψ

dt
= 0,

∂L

∂φ
= 0 ⇒ dpφ

dt
= 0,

∂L

∂t
= 0 ⇒ dH

dt
= 0.

Impulse zyklischer Koordinaten werden von DGmod sowie von der
Mittelpunktregel “MP” zeitschrittweitenunabhängig exakt erhal-
ten. Für h → 0 verhält sich das klassische Verfahren DG ähn-
lich, jedoch bei höherem Rechenaufwand. Alle Verfahren zeigen
einen ähnlichen absoluten Fehler bei quadratischer Konvergenz.
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