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Motivation

Basierend auf dem Galerkin-Verfahren können Finite Elemente mit
beliebig hohen Ansatzfunktionen zur Approximation von Anfangs-
wertproblemen generiert werden. Durch die Kombination dieser
Eigenschaft mit der singularitätenfreien Beschreibung von Rota-
tionen mittels Quaternionen lassen sich effektive Zeitintegratoren
entwickeln.

Galerkin-Verfahren und Finite Elemente für AWP

Anfangswertpoblem (w)

Gesucht ist u(t) ∈ Vg, sodass gilt:

tE∫
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(u̇− f)·v dt = 0 ∀ v ∈ V0

Partitionierung des Zeitintervalls und Berechnung auf einem Re-
ferenzelement Î = [0, 1]
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Mixed-Galerkin-Verfahren mG(k) nach [1]

[xh,ph] ∈ Pk (tn−1, tn)

[δxh, δph, δλh, δγh] ∈ Pk−1 (tn−1, tn)

[λh,γh] ∈ Pk−1 (tn−1, tn)

Starrkörperrotationen mittels Quaternionen

Allgemeine Quaternionen H
qq= q0 + iq1 + jq2 + kq3 = [q0,q] ∈ H

Einheitsquaternionen entsprechen der Einheitssphäre im R4

S3 =
{
qq ∈ R4 : ||qq||= 1

}
Parametrisierung des Rotationstensors mittels Einheitsquater-
nionen [2]

R(qq) =
[
q20 − qq

]
I + 2q0q̂ + 2q⊗ q

Kinetische Energie des Starrkörpers

T = TTrans + TRot =
1

2
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Quaternionenformulierung der Winkelgeschwindigkeit ΩΩ ∈ H0

ΩΩ =

[
0
Ω

]
= 2Ql(qq)

T q̇q

Rotationsenergie des Starrkörpers in Quaternionenformulierung

TRot = 2q̇qTQl(qq)J4Ql(qq)
T q̇q= 2q̇qTM4(qq)q̇q

Rotationsenergie im Impulsphasenraum [3]

TRot(qq, pp) =
1

8
ppTM4(qq)

−1pp

Einheitsquaternionen werden durch holonome Zwangsbedin-
gung eingehalten

g(qq) =
1

2
(qq · qq− 1)

Hamilton-Funktion

H(x, qq,p, pp) = TRot(qq, pp) + TTrans(p) + V (x, qq)

Erweiterte Hamilton-Funktion

Ha = H(x, qq,p, pp) + λg(qq) + µg̃(qq, pp)

Aus partiellen Ableitungen folgt DAE als Bewegungsgleichung

Numerisches Beispiel: Starrkörperrotation

t = 0 t = 2 t = 5

Konvergenz des Fehlers in der Endrotation
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